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PRÉFACE 


Le  Traité  de  Mécanique  dont  nous  donnons  ici  le  tome 
premier,  comprend  trois  parties  principales  : 

Cinématique, 

Statique, 

Dynamique  et  Mécanique  des  fluides. 

A  ces  trois  parties,  qui  s'adressent  aux  classes  supé- 
rieures de  mathématiques  dans  les  lycées,  aux  élèves 
des  facultés  dejs  sciences,  de  l'École  polytechnique  et  des 
autres  écoles  spéciales,  nous  avons  ajouté  un  complé- 
ment, contenant  les  principes  de  la  mécanique  analytique 
et  de  la  mécanique  vibratoire,  et  destiné  aux  élèves  de 
l'enseignement  supérieur. 
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On  trouvera  dans  l'introduction  du  présent  volume  les 
motifs  qui  nous  ont  dirigé  dans  le  classement  des  ma- 
tières, point  sur  lequel  tous  les  auteurs  ne  sont  pas 
d'accord.  Four  quelques-uns,  la  statique  n'est  qu'un  cha- 
pitre delà  dynamique.  Nous  y  voyons,  au  contraire,  une 
des  grandes  divisions  de  notre  sujet.  L'ordre  que  nous 
suivons  est  celui  qu'ont  préféré  presque  tous  les  anciens 
auteurs  :  c'est  le  seul  qui  donne  à  la  statique  sa  véritable 
importance,  et  qui  laprésentecommeunescienceâ  part, 
ayantson  objet  bien  délini,  ses  axiomes  spéciaux,  sa  mé- 
thode particulière. 

La  cinématique,  dont  il  est  exclusivement  question 
dans  ce  premier  volume,  comprend  la  cinéinatique  pitre, 
dont  nous  exposons  les  principes  dans  les  livres!,  Ilot  III, 
et  la  cinématique  appliquée,  ou  théorie  des  mécanismes, 
matière  du  quatrième  et  dernier  livre.  On  ne  doit  pas 
s'étonner  de  cette  division,  qui  fait  succéder  à  des  théo- 
ries géométriques  des  descriptions  de'  dispositifs  tenant 
de  près  à  la  mécanique  industrielle  et  à  la  techno- 
logie. La  mécanique  n'est  pas  une  suite  de  proposi- 
tions abstraites,  c'est,  au  contraire,  une  science  sus- 
ceptible des  plus  nombreuses  applications,  et  ce  sérail 
en  méconnaître  le  caractère  et  l'étendue,  que  de  la  res- 
treindre systématiquement  à  de  simples  spéculations  de 
géométrie  ou  d'analyse. 

Le  but  qu'on  doit  se  proposer  en  écrivant  un  traité 
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scientifique,  parait  être  de  mettre  le  lecteur  au  courant 
des  principales  méthodes  qui  pourront  plus  tard  le  gui- 
der dans  ses  recherches  personnelles.  Pour  atteindre  plus 
sûrement  ce  but,  nous  n'avons  pas  hésité  à  revenir  sou- 
vent sur  certaines  questions,  et  à  montrer  quelques- 
uns  des  divers  procédés  à  l'aide  desquels  on  arrive 
à  les  résoudre.  C'est  d'ailleurs  en  insistant  sur  une 
même  proposition,  en  l'étudiant  chaque  fois  à  un 
nouveau  point  de  vue,  que  l'élève  découvrira  les  liens 
qui  rattachent  les  unes  aux  autres  les  différentes 
parties  de  la  science,  et  qu'il  finira  par  en  saisir 
l'unité,  d'abord  voilée  pour  lui  sous  la  multiplicité 
des  propositions  particulières.  Néanmoins  la  géomé- 
trie, et  par  ce  mot  nous  entendons  la  géométrie  élé- 
mentaire, joue  dans  ce  volume  le  rôle  le  plus  impor- 
tant. Plusieurs  raisons  ont  à  cet  égard  déterminé  notre 
choix.  De  toutes  les  branches  des  mathématiques,  la 
géométrie  est  sans  contredit  la  plus  connue;  son  vo- 
cabulaire est  depuis  longtemps  formé;  elle  a  beau- 
coup plus  de  puissance  qu'on  ne  lui  en  attribue  com- 
munément; c'est,  en  un  mot,  un  instrument  propre 
à  rendre  les  meilleurs  services,  dès  qu'il  est  placé 
entre  des  mains  exercées.  Enfin  l'exposition  géométri- 
que des  principes  de  la  mécanique  n'en  est  plus  aujour- 
d'hui à  faire  ses  preuves.  Depuis  vingt  ans  qu'on  l'a 
introduite  dans  l'enseignement  supérieur,  elle  l'a  rendu 
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plus  clair  et  plus  facile,  et  surtout  elle  a  contribué  dan 
une  large  mesure  à  développer  chez  les  élèves  la  justess 
du  sens  mécanique,  précieuse  faculté,  que  renseigne 
ment  purement  analytique  semble  impuissant  à  fair 
naître  dans  le  plus  grand  nombre  des  esprits. 

Ed.   G. 


Tarif,  Il  20  octobre  1979. 
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INTRODUCTION 


1 .  Un  corps  est  en  mouvement  quand  il  occupe  successive- 
ment diverses  positions  dans  l'espace.  Un  corps  est  en  repos 
lorsqu'il  conserve  indéfiniment  la  position  qu'il  occupe  à  un 
certain  instant.  Dans  ces  deux  définitions  entre  la  considéra- 
tion du  temps. 

L'idée  de  temps  est  une  idée  première  qu'on  ne  peut  défi- 
nir et  que  tout  le  monde  possède  ;  il  nous  suffit  ici  d'obser- 
ver qu'une  durée  quelconque  est  une  portion  du  temps,  com- 
mençant à  un  certain  instant  et  se  terminant  à  un  autre 
instant;  l'instant  est  à  la  durée  ce  que  le  point  géométrique 
est  à  la  longueur  d'une  ligne.  On  conçoit  très  bien  ce  que 
sont  deux  durées  égales,  et  par  suite  ce  qu'est  une  durée 
double,  triple,  ou  moitié  d'une  autre.  En  un  mot,  le  temps 
est  susceptible  de  mesure  comme  toute  autre  grandeur,  et 
on  définit  une  durée  en  donnant  le  rapport  de  celte  durée  à 
une  unité  arbitrairement  choisie.  .    _ 
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DIVISIONS 

La  seconde,  la  minute,  l'heure,  le  jour,  l'année,  sont  les 
unités  de  temps  que  l'on  adopte  habituellement.  Le  jour  et 
îannéc,  durées  définies  par  les  mouvements  naturels  des 
astres,  sont  les  unités  fondamentales.  La  seconde,  la  mi- 
nute et  l'heure  sont  des  fractions  connues  du  jour;  on  les 
évalue  à  l'aide  des  appareils  chronométriques,  tels  qu'une 
montre,  un  sablier... 

Le  phénomène  du  mouvement  fait  donc  intervenir  deux 
ordres  d'idées  bien  distincts  :  le  temps,  et  les  grandeurs  géo- 
métriques qui  fixent  la  position  du  corps  mobile.  Ce  n'est  pas 
fout.  L'expérience  nous  apprend  que  pour  mettre  en  mouve- 
ment un  corps  qui  est  en  repos,  il  faut  y  appliquer  un  cer- 
tain effort;  qu'il  faut  de  même  déployer  un  certain  effort 
pour  empêcher,  dans  certains  cas,  un  mouvement  de  se  pro- 
duire :  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  la  main  sou- 
tient un  poids  qui  tomberait  si  on  {abandonnait  à  lui-même. 
Les  faits  analogues  se  renouvellent  constamment  dans  la  vie 
pratique ,  et  conduisent  à  la  notion  de  force,  nolion  nouvelle, 
comme  celle  de  temps.  La  force  doit  èlre  considérée  comme 
une  cause  capable  de  mettre  en  mouvement  un  corps  en  re- 
pos, de  faire  rentrer  dans  le  repos  un  corps  en  mouvement, 
de  maintenir  en  repos  un  corps  qui  est  sollicité  à  se  mouvoir 
par  d'autres  forces,  etc..  Les  forces  sont  très  diverses  par  leur 
nature  ;  par  exemple,  la  force  musculaire  que  développe  un 
animal  est,  du  moins  en  apparence,  d'une  autre  nature  que 
les  forces  qui  se  manifestent  dans  le  mouvement  des  planètes. 
Mais  les  forces,  quelle  qu'en  soit  la  diversité,  sont  comparables 
les  unes  avec  les  autres  et  susceptibles  d'évaluation  numé- 
rique. La  mécanique  n'a  pas  pour  objet  l'étude  de  leur  nature 
intime;  elle  ne  s'occupe  que  des  caractères  communs  à  toutes, 
et  pour  nous,  une  force  sera  regardée  comme  complètement 
déterminée  quand  nous  connaîtrons  son  point  d 'application,  sa 
direction  et  son  intensité,  sans  que  nous  cherchions  à  pénétrer 
plus  avant  dans  la  recherche  de  sa  nature.  Ces  notions  seront, 
du  reste,  èclaircies  dans  la  suite  du  cours,  lorsque  nous  élu- 
dierons  les  principes  fondamentaux  de  la  mécanique. 
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2.  La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  des  forces 
qui  le  produisent  ou  le  détruisent.  Elle  se  divise  en  trois  pur- 
lies. 

La  première,  appelée  cinématique  par  Ampère,  a  pour  objet 
l'élude  du  mouvement,  abstraction  faite  des  forces  qui  peuvent 
11'  produire;  on  y  considère  les  corps  comme  des  figures  géo- 
métriques mobiles  ou  déformables  ;  la  cinématique  n'admet 
dans  ses  raisonnements  que  les  quantités  géométriques  et  le 
temps,  ce  qui  a  fait  dire  qu'elle  est  une  sorte  de  géométrie  A 
quatre  dimensions'. 

La  seconde  partie  de  la  mécanique  est  la  statique,  ou  science 
de  V équilibre.  On  entend  par  équilibre  l'état  d'un  corps  sou- 
mis à  la  fois  à  plusieurs  forces  qui  se  conlre-balancent ,  et 
qui  par  suite  le  laissent  en  repos  s'il  y  est  déjà.  Un  poids  que 
l'on  porte  à  la  main,  et  que  l'on  maintient  en  repos  malgré 
l'action  de  la  pesanteur,  est  en  équilibre  sous  celle  action  de 
la  pesanteur,  qui  tend  a  le  faire  descendre,  et  sous  l'action 
contraire  de  l'effort  exercé  par  la  main  ,  qui  tend  a  le  faire 
monter.  La  statique  éludie  les  conditions  auxquelles  diverses 
lorces  doivent  satisfaire  pour  que  l'équilibre  ail  lieu. 

En  général,  un  corps  soumis  à  plusieurs  forces  agissant  a 
la  fois  se  met  en  mouvement  ;  l'équilibre  des  foices  est  un  cas 
particulier  très  remarquable  où  le  repos  du  corps  persiste 
malgré  les  tendances  diverses  que  le  corps  subit,  et  en  vertu 
de  la  coexistence  de  ces  tendances  contradictoires  :  ce  cas  par- 
ticulier, plus  simple  que  le  cas  général  où  le  mouvement  est 
flttnlîlTWnrnl  produit,  est  l'objet  spécial  de  la  slalique. 

La  troisième  parlie  de  la  mécanique  est  la  dynamique  ou 
science  des  effets  de  mouvement  des  forces.  Nous  venons  de 
voir  que  la  statique  y  rentre  à  litre  de  cas  particulier. 

On  isole  ordinairement,  sous  les   noms  d'hydrostatique  et 


'  t  Comme  la  position  d'an  point  dans  l'espace  dépend  de  tr ois  coordonnées  r, 
y,  s,  ces  coordonnées  dam  les  problèmes  de  mécanique  seront  cernées  âlrc  des 
fondions  du  temps  t.  Ainsi,  on  peut  regarder  la  mécanique  cumule  une  géo- 
métrie i  quatre  dimensions,  et  l'analyse  mécanique  est  comme  une  oïli'i^iun  ,li 
l'aualjse  gcotiKlriqw.  i   Lagrange,  Théorie  des  fonction*  amtytiqua,  g  185. 


. 
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&' hydrodynamique,  l'élude  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des 
(lu  ides. 

5.  Deux  méthodes  peuvent  être  suivies  pour  l'étude  de  la 
mécanique  :  la  méthode  géométrique  et  la  mélliode  analytique. 
Nous  les  adopterons  toutes  les  deux.  L'une  donne  une  intel- 
ligence parfaite  des  théorèmes,  et  rend  la  mécanique  acces- 
sible à  ceux  qui  possèdent  seulement  les  éléments  de  la  géo- 
métrie ;  l'autre  conduit  à  la  solution  des  problèmes  les  plus 
généraux  et  les  plus  élevés.  Chacune  a  dune  sou  avantage. 
Notre  exposition  sera  d'ailleurs  géométrique,  el  l'analyse 
n'interviendra  au  début  qu'à  titre  d'auxiliaire. 

4.  La  mécanique  dont  nous  nous  occuperons  principale- 
ment est  la  mécanique  rationnelle,  doctrine  fondée  sur  le  rai- 
sonnement, el  déduisant  logiquement  toutes  les  propositions 
qui  la  composent  de  certains  principes  universellement  ad- 
mis. La  mécanique  appliquée,  à  laquelle  nous  ferons  quelques 
emprunls,  met  à  profil  les  théorèmes  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle, mais  elle  est  souvent  forcée  pour  résoudre  ses  pro- 
blèmes de  recourir  à  l'expérience  ou  même  à  des  hypolhèses. 
Le  nombre  de  ces  hypothèses  diminue,  il  est  vrai,  à  mesure 
que  la  science  se  perfectionne.  La  cinématique,  par  laquelle 
nous  commencerons,  est,  comme  la  géométrie,  fondée  sur  le 
raisonnement  rigoureux  et  sur  les  axiomes;  elle  n'a  besoin 
d'aucun  principe  spécial.  La  slaliquc,  qui  vient  ensuite,  re- 
pose sur  certains  principes  nouveaux,  qu'on  peut  regarder 
comme  de  véritables  axiomes.  La  dynamique  seule  s'appuie 
sur  des  principes  qui  sont  loin  dèlre  évidents  a  priori,  sur  des 
ptistulats  indirectement  démontrés  par  l'accord  de  leurs  con- 
séquences logiques  avec  les  phénomènes  observés.  La  vérité  de 
ces  principes  est  aujourd'hui  mise  hors  de  doute  par  des  vé- 
rifications incessammenl  renouvelées.  Au  point  de  vue  logique 
c  pendant,  il  y  a  une  différence  à  faire  entre  la  ccitilude  ab- 
solue (ou  du  moins  celle  qui  parait  telle  à  notie  esprit),  et  une 
probabilité,  si  voisine  qu'elle  soit  de  la  certitude.  Aussi  pen- 
sons-nous qu'il  est  conforme  à  l'ordre  logique  d'exposer  la 
skiti'iue  d'abord  et  la  dynamique  en  dernier  lieu.  On  arrive  à 
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la  même  conclusion  en  observant  que  la  dynamique  admet 
dans  ses  raisonnements  et  ses  calculs  des  quantités  de  quatre 
espèces  différentes  :  les  quantités  géométriques,  les  forces,  les 
masses  et  le  teinps,  tandis  que  la  statique  peut  se  passer  des 
idées  de  masse  et  de  temps.  Nous  pouvons  indiquer  comme 
il  suit  quelles  idées  premières  se  trouvent  combinées  dans 
les  diverses  parties  de  la  mécanique  : 

Cinématique  ;  quantités  géométriques,  temps. 

Statique  :  quantités  géométriques,  forces. 

Géométrie  des  masses1  :  quantités  géométriques,  masses. 

Dynamique  :  Quantités  géométriques,  temps,  forces  et 
masses. 

Dans  un  ouvrage  synthétique,  où  l'on  pisse  du  simple  au 
composé,  il  semble  convenable  de  finir  par  la  branche  qui 
Tait  intervenir  le  plus  grand  nombre  de  notions  irréductibles1. 


1  On  ne  sépare  pas  habituellement  cette  branche  de  la  mécanique  ;  elle  fournit 
des  chapitres  particuliers  à  la  statique  et  à  la  dynamique. 

1  Tous  les  auteurs  ne  sont  pas  d'accord  sur  ce  point  et  il  en  est  qui  préfèrent 
exposer  la  dynamique  d'abord,  la  statique  ensuite.  Cette  marche  est  très  admis- 
sible, bien  que  l'autre  nous  paraisse  plus  logique,  et  qu'elle  donne  à  la  statique 
l'importance  qu'elle  mérite  en  réalité. 


PREMIÈRE  PARTIE 

CINÉMATIQUE 


LIVRE  PREMIER 

DU    MOUVEMENT    D'UN    POINT 


CHAPITRE  PREMIER 

OU   MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  SA  TRAJECTOIRE 


DÉFINITIONS. 

5.  Lorsqu'un  point  est  en  mouvement,  la  suite  des  diffé- 
rentes positions  qu'il  occupe  dans  l'espace  forme  une  ligne 
que  Ton  peut  concevoir  comme  engendrée  par  le  mouvement 
du  point  ;  on  donne  à  cette  ligne  le  nom  de  trajectoire.  La  tra- 
jectoire d'un  point  mobile  est  donc  la  ligne,  droite  ou  courbe, 
que  ce  point  décrit  dans  son  mouvement. 

6.  On  dit  que  le  mouvement  d'un  point  est  rectiligne,  quand 
la  trajectoire  de  ce  point  est  une  ligne  droite  ;  qu'il  est  curvi- 
ligne, quand  la  trajectoire  est  courbe  ;  qu'il  est  circulaire, 
quand  la  trajectoire  est  une  circonférence  de  cercle  ;  qu'il  est 
elliptique,  quand  la  trajectoire  est  une  ellipse  ;  qu'il  est  para* 
bolique,  quand  la  trajectoire  est  une  parabole.,  etc. 

1.  La  connaissance  de  la  trajectoire  d'un  point  mobile  ne 
suffit  pas  pour  définir  le  mouvement  de  ce  point  ;  il  faut  ea- 


8  TRAJECTOIRE. 

core,    pour  que  le   mouvement  du    point  soit  entièrement 
connu,  que  l'on  sache  à  quel  instant  s'effectue  le  passage  du 
mobile  aux  divers  points  géométriques  delà  trajectoire.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  la  ligne  MN  soit  la  trajectoire  d'un 
point  mobile,  et  qu'à  un  moment  qnel- 
n^--"^"     conque  le  mobile  ait  été  observé  au 
V^  point  À;  qu'une  seconde  après  il  ait 

/été  observé  en  B  ;  qu'une  seconde  plus 
tard  il  ait  été  vu  en  C  ;  qu'an  bout  de 
trois  secondes,  il  ait  passé  au  point 
F'E'  *'  L>,  et  ainsi  de  suite  de  seconde  en  se- 

conde ;  la  position  du  mobile  sur  la  trajectoire  sera  connue, 
et  la  loi  du  mouvement  sera  définie  approximativement,  par  le 
tableau  des  espaces  successivement  parcourus,  AB,  BC,  CD,... 
pendant  les  intervalles  de  temps  qui  se  sont  écoulés  d'une 
observation  à  l'observation  suivante.  On  peu!  prendre  ces  in- 
tervalles assez  petits,  pour  que  l'approximation  soit  équiva- 
lente, au  point  de  -vue  pratique,  à  la  connaissance  complète 
de  la  loi  cherchée. 

Tur  exemple,  si  MN  est  un  chemin  de  fer,  et  que  les  points 
A,  B,  C,  D,  en  soient  les  stations  successives,  le  mouvement 
des  trains  qui  parcourent  la  ligne  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre  est  en  général  suffisamment  défini  par  les  lahleaux 
donnant  l'heure  du  passage  du  train  à  ces  diverses  stations. 
8.  Supposons  qu'un  mobile  parcoure  une  trajectoire  donnée 
MN  ;  on  définit  son  mouvement  de  la  manière  suivante  :  on 
commence  par  choisir  arbitrairement  sur  la  trajectoire  un 
point  géométrique  fixe  0,  qui  sert  d'ori- 

.  fc--*-" Qtne->  e*  °  Par'ir  duquel  on  compte  les 

'         V"^  longueurs  des  arcs  de  la  courbe;  la 

/  position  d'un  point  quelconque  A  de  la 

"'  ligne  MN  est  déterminée  par  la  lon- 

'  gueur  de  l'arc  OA.  On  convient  de  plus 

de  distinguer  par  les  signes  H-  ou  —  les  arcs  portés  à  partir 
de  l'origine  0  dans  un  sens  ou  dans  l'autre;  les  arcs  positifs 
.eront  comptés  par  exemple  dans  le  sensOA,  et  les  arcs  né- 
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gatifs  dans  le  sens  OM.  Une  longueur  affectée  de  l'un  des 
signes  4-  ou  —  définit  donc  un  point  de  la  courbe  et  un  seul. 
Appelons  d'une  manière  générale  *  un  arc  variable  issu  du 
point  0.  A  chaque  position  du  mobile  sur  la  ligne  MN  cor- 
respond une  valeur  particulière  de  «,  positive  ou  négative;  le 
mouvement  sera  entièrement  déterminé  si  l'on  donne  les  va- 
leurs successives  que  prend  cet  arc  variable  s  dans  la  suite  des 
temps,  ou,  pour  parler  le  langage  de  l'analyse,  si  Von  exprime 
Tare  s  en  fonction  du  temps  t. 

Le  mouvement  d'un  point  sur  sa  trajectoire,  supposée 
connue,  s'exprime  donc  analytiquement  par  une  équation  de 
la  forme 

et  la  nature  de  ce  mouvement  est  entièrement  déterminée  par 
la  forme  de  la  fonction/*. 

9.  Prenons  pour  exemple  un  mouvement  circulaire,  dont 
la  loi  soit  exprimée  par  la  relation 

s  =  at,  (1) 

a  étant  un  nombre  constant  que  l'on  suppose  connu.  Soit  C  le 
centre  du  cercle  qui  sert  de  trajectoire  au  mobile,  0  l'origine 
des  arcs,  que  l'on  comptera  positivement  dans  le  sens  OA,  et 
négativement  dans  le  sens  opposé.  Si  l'on  fait  t  =  0,  l'équa- 
tion (1)  donne  *  =  0,  ce  qui  correspond  au  point  0  lui-môme. 
On  voit  donc  que  pour  t  =  0,  ou  comme  on  dit,  à  V origine  des 
temps,  le  mobile  est  au  point  0,  ou  à  V ori- 
gine des  arcs.  Si  Ton  donne  à  t  des  valeurs 
positives  croissantes,  et  que  le  nombre  a 
soit  positif,  *  sera  positif,  et  ira  croissant. 
Le  mobile  se  déplace  donc  sur  la  circon- 
férence dans  le  sens  OA.  Cherchons  le 
moment  du  passage  du  mobile  au  point  B, 
seconde  extrémité  du  diamètre  mené  par 
le  point  0.  Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle,  et  soit  x  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  L'arc  OAB,  qui  est 


égal  à  une  demi-circonférence,  aura  pour  longueur  Rxx;  la 
durée  ('  du  trajet  du  mobile  de  0  en  B  sera  donc  donnée  par 
l'équation 

On  en  déduit 


Le  mobile,  après  avoir  passé  au  point  B,  parcourt  la  demi- 
circonférence  BDO,  et  revient  passer  au  point  0;  la  valeur 
particulière  du  temps,  I",  pour  laquelle  a  lieu  ce  second  pas- 
sage, sera  donnée  par  l'équation 


c'est-à-dire 


On  voit  que  I"  est  double  de  (',  de  sorte  que  le  mobile  met 
autant  de  temps  à  aller  de  B  en  0  qu'il  en  a  mis  à  aller  de  0  en 
B.  A  partir  du  retour  au  point  0,  le  mobile  fera  une  seconde 
fois  le  tour  du  cercle,  en  y  mettant  autant  de  temps  qu'il  BO  a 
mis  à  faire  le  premier  tour,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  tes 
valeurs  négatives  de/  correspondraient  aux  tours  qui  auraient 
précédé  celui  que  nous  avons  regardé  tout  a  l'heure  comme 
le  premier;  enfin  si  a  était  un  nombre  négatif,  le  mouvement 
du  mobile  s'effectuerait  dans  le  sens  OD,  au  Heu  du  sens  OA, 
que  nous  avons  regardé  comme  le  sens  positif. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  a  par  l'observa- 
tion du  mouvement;  nous  évaluerons  à  l'aide  d'un  chrono- 
mètre le  temps  T  que  le  mobile  met  à  parcourir  la  circonfé- 
rence entière  OABDO,  et  nous  aurons  l'égalité 
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Substituons  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  du  mouvement, 
il  viendra 


.-2?** 


ou  bien  encore 


*jiB"~f 


Cetle  équation  n'est  autre  chose  qu'une  proportion,  ou  une 
égalité  de  rapports  :  les  arcs  s  et  2icR  sont  entre  eux  comme 
les  temps  t  et  T  que  le  mobile  met  à  les  parcourir;  en  temps 
égaux,  le  mobile  parcourt  donc  des  arcs  égaux,  ce  qu'on  ex- 
prime en  disant  que  le  mouvement  est  unifome. 


MOUVEMENT  UNIFORME.  —  MOUVEMENT  VARIÉ. 

10.  Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme  lorsque  le 
point  parcourt  en  temps  égaux  des  arcs  égaux  de  sa  trajec- 
toire, et  l'on  appelle  vitesse  du  mouvement  uniforme  la  lon- 
gueur de  Tare  décrit  dans  un  temps  égal  à  l'unité. 

Il  est  facile  de  voir,  et  nous  démontrerons  plus  loin,  que 
l'équation  du  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  sa  trajec- 
toire est  de  la  forme 

ê  =  at  +  b, 

a  et  6  étant  des  constantes,  c'est-à-dire  que  V espace  parcouru, 
s,  est  une  fonction  linéaire  du  temps  t.  On  reconnaît  aussi  que 
le  coefficient  a,  par  lequel  t  est  multiplié,  est  la  vitesse  de  ce 
mouvement  uniforme;  car  lorsque  le  temps  t  croit  d'une 
unité,  l'arc  s  augmente  de  la  quantité  constante  a. 

te  mouvement  circulaire  que  nous  venons  d'étudier  est 
donc  un  mouvement  uniforme,  et  le  nombre  a  en  est  la  vi- 
tesse. \ 

i  i  •  La  vitesse  d'un  mouvement  uniforme  est  une  longueur 


«  VITESSE. 

déterminée  dès  que  l'unité  de  lemps  est  choisie.  On  prend  or- 
dinairement pour  unité  de  temps,  en  mécanique,  la  seconde 
sexagésimale,  ou  la  86100'  partie  du  jour 

\ 5    solaire  moyen.  Celle  unilé  étant  bien  défî- 

Flg  t  nie,  on  saura  ce  que  représente  une  vitesse 

égale  à  une  droite  finie  quelconque  AU; 
celte  expression  indique  que  le  mobile  parcourt  un  espace 
égal  à  AB  dans  une  seconde. 

12.  Pour  représenter  la  vitesse  par  un  nombre,  il  suffit  de 
donner  la  mesure  de  la  longueur  AB  qui  la  représenle,  c'est- 
à-dire  de  prendre  le  rapport  de  celle  longueur  à  l'unité  de 
longueur,  au  métré  par  exemple.  Ainsi,  l'expression  vitesse 
de  10  mètres  définil  un  mouvement  uniforme  dans  lequel  le 
mobile  parcourt  un  espace  de  10  mètres  pendanl  chaque  se- 
conde. 

Quelles  que  soient  les  unités  employées  pour  l'évalualion 
des  vitesses,  on  peut  les  ramener  à  la  seconde  et  au  mètre; 
c'est  ce  qu'on  fait  généra  le  me  ni  en  mécanique. 

Par  exemple,  un  train  de  chemin  de  fer  parcourt  45  kilo- 
mètres à  l'heure.  Sa  vitesse  serait  représente  par  le  nombre 
45  si  l'heure  élait  adoptée  pour  unité  de  temps  el  le  kilomètre 
pour  unité  de  longueur.  Mais  comme  c'est  à  la  seconde  et  au 
mètre  qu'on  est  convenu  de  rapporter  les  durées  et  les 
espaces,  on  observera  que  45  kilomètres  équivalent  a 
45000  mètres,  et  qu'une  heure  équivaut  à  3600  secondes. 
Le  train,  parcourant  45000  mètres  en  3000  secondes,  parcourt 
en  une  seconde  le  quotient 


Il  parcourt  donc  1*2™,50  par  seconde,  et  sa  vitesse  est  re- 
présentée, dans  le  sysième  usuel  d'uni  lés,  par  le  nombre  12,5. 

1 3.  La  vitesse  des  navires  s'estime  habituellement  en  nauds. 
Celle  expression  vient  de  la  méthode  employée  à  bord  des  bâ- 
timents pour  déterminer  la  vitesse  de  la  marche.  On  jette  à 
la  mer,  à  l'arrière  du  navire,  l'appareil  appelé  loch  ;  c'est  un 
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flotteur  attaché  à  une  longue  cordelle  qui  est  enroulée  sur 
une  bobine  ;  un  matelot  soutient  Taxe  de  cette  bobine,  de  ma- 
nière à  la  laisser  tourner  librement  pendant  que  la  corde  se  dé- 
vide. Un  autre  matelot  porte  un  sablier,  qui  permet  de  mesu- 
rer exactement  une  durée,  d'une  demi-minute  par  exemple. 
On  imprime  un  mouvement  de  rotation  rapide  à  la  bobine 
au  moment  où  Ton  jette  le  loch,  et  la  corde  commence  à  se 
dérouler.  L'observation  d'où  l'on  déduit  la  vitesse  ne  com- 
mence pas  à  cet  instant;  il  faut  attendre  en  effet  que  le  flot- 
teur soit  à  une  certaine  distance  du  bâtiment,  pour  qu'il  ne 
soit  pas  trop  influencé  par  le  sillage  et  pour  qu'on  puisse 
eompter  sur  son  immobilité.  Le  sablier  est  retourné,  et  l'ob- 
servation commence  au  moment  précis  où  Ton  voit  passer 
une  marque  rouge  fixée  sur  la  corde  suffisamment  loin 
de  l'extrémité  qui  s'attache  au  flotteur.  La  corde  se  dé- 
roule tant  que  dure  l'écoulement  du  sable;  on  l'arrête 
subitement  lorsque  le  sable  est  épuisé.  Alors  on  retire  le 
loch,  en  ayant  soin  de  compter  les  nœuds,  marques  équi- 
distantes  placées  sur  la  corde  à  partir  du  signal  rouge  qui 
sert  d'origine  à  la  graduation.  Si  Ton  en  trouve  huit  par 
exemple,  on  dira  que  le  navire  file  huit  nœuds.  Les  nœuds 
sont  espacés  sur  la  corde  de  telle  sorte  qu'un  nœud  corres- 
ponde à  une  vitesse  de  1852  mètres  par  heure1.  Il  faut  pour 
cela,  si  l'observation  dure  une  demi-minute,  que  l'espacement 
réel  des  nœuds  *  soit  égal  à 

i?5*!  - 15-  43 

60x2- i5  '43' 
Une  vitesse  de  8  nœuds  équivaut  donc  à  1852mx8,  ou 

1  Le  quart  du  méridien  terrestre  ayant  une  longueur  de  10000000  mètres,  un 

10000000 
degré  vaut  en  moyenne,  à  la  surface  de  la  terre,  — ^ —  =  1llill",ll,  et 

vu 

une  minute  sexagésimale,  — 60J —  =  1852  mètres  environ.  Le  nœud  corres- 
pond donc  à  une  minute  de  grand  cercle  parcourue  en  une  heure  à  la  surface  du 
globe. 

1  Dans  la  pratique,  on  a  reconnu  qu'il  fallait  réduire  un  peu  cet  intervalle,  et 
on  le  fixe  à  14a,'*2,  pour  tenir  compte  de  l'influence  exercée  sur  le  loch  par  la 
marche  du  bâtimmU 


Fig.  5. 
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à  14816"°  par  heure,  ou  à  246m,93par  minute,  ou  enfin  à  une 
vitesse  de— 7r^-^^4m,115,  la  seconde  étant  prise  pourunitè. 

14.  Le  mouvemenl  d'un  point  mobile  est  varié  lorsque  les 
espaces  décrits  en  temps  égaux  sont  inégaux. 
Soil  MN  la  trajectoire,  droite  ou  courbe. 
Supposons  queA,B,C,D,...  soient  des  positions  successives 
du  mobile,  observées  à  des  intervalles 
de  temps  égaux  entre  eux.  Le  mou- 
vement sera  varié,  et  non  uniforme, 
si  les  espaces  Alt,  BC,  CD,  décrits  en  temps  égaux,  sont 
inégaux.  Supposons  que  les  observations  aient  été  faites  à 
des  intervalles  de  temps  égaux  chacun  à  1  secondes.  Le  quo- 
tient —  représentera  l'espace  moyen  décrit  par  le  mobile  pen- 
dant chacune  des  f  secondes  qu'il  a  mises  à  passer  du  point  A 
au  point  B.  Ce  quotient  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  moyenne 

BC 
du  mobile  entre  les  points  A  et  B.  De  même  —  est  la  vitesse 

CD 
moyenne  entre  B  et  C,  et  —  la  vitesse  moyenne  entre  C 

et  D,  etc. 

15.  En  général,  la  vitesse  moyenne  d'un  mobile  entre  deux 
positions  qu'il  occupe  successivement  sur  sa  trajectoire  s'ob- 
lient  en  divisant  la  longueur  du  trajet  entre  eus  deux  positions, 
par  la  durée  de  ce  trajet.  Si  le  mouvement  est  uniforme,  celte 
opération  donne  la  vitesse  constante  du  mouvement. 

Par  exemple,  un  train  part  de  Paris  à  7  heures  et  arrive 
à  Creil  à  8  heures  19  minutes;  la  distance  du  point  de  départ 
au  point  d'arrivée  est  de  51000  mélres;  le  trajet  s'accom- 
plit en  I  heure  19  minutes  ou  en  4740  secondes.  La  vitesse 
moyenne  est  donc: 


Si,  au  lieu  de  considérer  la  distance  entière  des  deux  sta- 


VITESSE  DA3S  LE  MOUVEMENT  VARIÉ.  15 

lions  de  départ  et  d'arrivée,  on  avait  observé  pendant  la 
marche  la  durée  du  parcours  accompli  par  le  train  entre  un 
poteau  kilométrique  particulier  et  le  poteau  kilométrique  sui- 
vant, et  qu'on  ait  trouvé  cette  durée  égale  à  45  secondes,  la 
vitesse  moyenne  pendant  cet  intervalle  aurait  été  de 

nombre  plus  grand  que  la  moyenne  obtenue  pour  la  distance 
entière. 

La  vitesse  moyenne  dans  un  mouvement  varié  n'est  donc 
pas  la  même  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  elle 
varie  suivant  qu'on  la  prend  à  des  époques  différentes  et  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  plus  ou  moins  long.  Pour  un 
train,  par  exemple,  elle  est  très  faible  dans  les  kilomètres 
voisins  du  départ  ;  elle  s'accroît  d  abord, 
puis  elle  décroit  rapidement  au  moment 
de  l'arrivée. 

16.  On  appelle  vitesse  du  mobile  à  son 
passage  en  un  point  particulier  A  de  sa 
trajectoire,  la  vitesse  moyenne  avec  la- 
quelle le  mobile  parcourt  un  arc  infiniment  petit  ÂA',  abou- 
tissant à  ce  point  A,  ou  la  limite  du  quotient 

AA' 

0  étant  la  durée  infiniment  petite  du  parcours  de  cet  arc  infi- 
niment petit.  En  pratique,  on  ne  peut  mesurer  directement 
que  des  durées  et  des  arcs  finis  ;  mais  si  le  temps  0  est  suffi- 
samment court ,  et  Parc  AA"  suffisamment  petit,  le  rapport 

AÂ' 

—  différera  très  peu  de  la  valeur  qu'il  aurait  si  ses  deux 

termes  étaient  infiniment  petits,  et  fera  connaître  avec  une 
grande  approximation  la  valeur  de  la  vitesse  au  point  A. 
Quand  on  donne  l'équation  du  mouvement 


on  peut  en  déduire,  par  les  méthodes  analytiques,  la  valeur  de 


vitesse  à  un  certain  instant.  En  effet,  le  rapport 


44' 


est  le 

rapport  de  la  variation,AA',del'arcs,  à  la  variation  correspon- 
dante, 0,  du  temps  /,  et  la  vitesse  est  la  limite  de  ce  rapport 
lorsque  s  décroît  indéfiniment.  Or,  on  sait  que  la  dérivée  f(t), 
d'une  fonction  f(t),  est  la  limite  du  rapport  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction  a  l'accroissement  correspondant  de  la  va- 
riable. On  a  donc,  en  appelant  v  la  vitesse  à  l'instant  consi- 
déré, 


ou,  en  employant 


î  notation  du  calcul  différentiel, 


L'arc  infiniment  petit  </s  est  alors  égal  au  produit  vdt. 
17.  L'arc  infiniment  petit  A.V  peut  être  confondu  avec  une 
ligne  droite;  prolongeons  indéfiniment  cette  droite  dans  la  di- 
rection du  mouvement.  La  direction  AB  ainsi  obtenue  a  avec  ta 
courbe MN  deux  points  communs  A  el  A',  infiniment  rapprochés. 
On  sait  qu'une  telle  droite  s'appelle  en  géométrie  une  tuwjenlc 
s,  à  la  courbe  au  point  A.  Elle  indique  la  di- 
rection du  mouvement  du  mobile  pendant 
qu'il  parcourt  l'arc  AA'.  Cette  considération 
conduit  a  attribuer  une  direction  à  la  vi- 
tesse du  mobile,  que  jusqu'ici  nous  avions 
regardée  comme  un  simple  rapport.  La 
vitesse  du  mobile  au  point  A  a  pour  direction  la  tangente  menée  à 
la  trajectoire  en  ce  point;  elle  a  pour  sens  le  sens  môme  du 
mouvement  en  ce  point  de  la  trajectoire.  On  peut  représenter 
la  vitesse  en  grandeur  en  portant  sur  la  droite  AR,  dans  le  sens 
du  mouvement,  une  longueur  AC  égale  à  l'espace  que  décrirait 
le  mobile  dans  l'unité  de  temps,  s'il  parcourait  la  droite  AU 

d'un  mouvement  uniforme  avec  une  vitesse  égale  à  lim.  — ■ 


Fig.  7. 
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d$ 
En  d'autres  termes,  AC  est  égal  à  -r-,  car,  dans  le  mouvement 

uniforme,  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  temps 
mis  à  les  parcourir,  et  par  suite  on  a  la  proportion 


AC_rf» 


ou  bien 


De  cette  manière,  on  peut  représenter  graphiquement  la 
grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  d'un  mobile  en  un  point 
quelconque  A  de  sa  trajectoire.  Le  mobile  se  déplaçant  par 
exemple  dans  le  sens  MN,  on  mènera  au  point  A  une  tangente 
AB  à  la  courbe  MN;  sur  cette  tangente  on  portera,  à  partir  du 
point  de  contact  A,  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une  lon- 
gueur AC  égale  à  l'espace  que  le  mobile  décrirait  d'un  mouve- 
ment uniforme  pendant  l'unité  de  temps,  s'il  conservait,  pen- 
dant toute  cette  durée,  la  vitesse  qu'il  possède  au  point  A.  La 
droite  AC  représenlera  la  vitesse  du  mobile  au  point  A  en  di- 
rection, en  sens  et  en  grandeur.  Cette  représentation  suppose 
l'unifé  de  temps  définie  ;  elle  subsiste  quand  même  on  n'au- 
rait pas  fait  choix  d'une  unité  de  longueur;  car  la  droite  finie 
AC,  qui  exprime  la  grandeur  de  la  vitesse,  est  donnée  par  une 
longueur  effective,  et  non  par  un  rapport  à  une  unité  arbitrai- 
rement choisie. 

En  se  reportant  à  cette  construction  géométrique,  on  saura 
ce  qu'on  entend  par  la  direction  de  la  vitesse  d'un  mobile  en 
un  point  donné  de  sa  trajectoire.  Si  le  mouvement  est  recti- 
ligne,  la  direction  de  la  vitesse  est  la  droite  elle-même  que  le 
mobile  décrit. 

La  recherche  de  la  direction  de  la  vitesse  d'un  mobile  en  un 
point  de  sa  trajectoire  se  ramène  donc  immédiatement  à  la 
construction  d'une  tangente  à  une  ligne.  Nous  allons  montrer 
que  la  recherche  de  la  grandeur  de  la  vitesse  peut  se  ramener 
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COURBE 


à  un  problème  du  même  genre,  au  moyen  de  la  courbe  repré- 
sentative du  mouvement. 

COURBE   REPRÉSENTATIVE   WJ  MOUVEMENT  d'CïI  POCCT,   OU  COURBE 

DES  ESPACES. 

48.  Le  mouvement  du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  connu 
dès  que  Ton  donne,  pour  chaque  instant,  Tare  s  qui  sépare  sur 
la  trajectoire  la  position  actuelle  du  mobile  d'un  point  fixe  pris 
pour  origine.  Cette  relation  entre  l'arc  s  et  le  temps  t  s'ex- 
prime par  une  équation 

•-/M. 

que  Ton  peut  regarder  comme  l'équation  d'une  ligne  tracée 
dans  un  plan. 

Soit  MN  la  trajectoire,  0  l'origine  des  arcs,  et  A  la  position 
du  mobile  au  bout  d'un  certain  temps  t.  L'arc  OA  sera  la  va- 
leur de  s  correspondante  à  cette  valeur  du  temps. 

Menons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  CX,  CT  ;  & 
partir  du  point  C,  portons  sur  Taxe  CX  une  abscisse  CE  propor- 


o 


P  ÊckelU  in  tmp: 


12      3       4      5      6       7    9» 
R  Échelle  italomtuenrs* 


J 


Fig.  8. 

tionnelle  au  temps  t;  cette  construction  suppose  qu'on  ait  fait 
choix  d'une  échelle  arbitraire  P,  dont  les  divisions  égales  cor- 
respondent à  des  intervalles  de  temps  égaux  ;  si  par  exemple, 
les  divisions  de  l'échelle  représentent  des  secondes,  et  que  t 
soit  exprimé  en  secondes,  on  prendra  pour  CE  un  nombre  t 
de  divisions. 
Au  point  E,  ainsi  obtenu,  menons  une  droite  EF  parallèle 
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à  CY,  et  portons  sur  cette  ligne  une  longueur  EF  égale  ou  pro- 
portionnelle à  Tare  OA=«;  on  emploiera  pour  cette  con- 
struction une  seconde  échelle,  l'échelle  des  longueurs,  R, 
dont  les  divisions  égales,  arbitrairement  choisies,  représente- 
ront chacune  l'unité  avec  laquelle  on  aura  mesuré  Tare  OA. 

L'ordonnée  EF  devra  contenir  autant  de  ces  divisions  qu'il  j 
aura  de  fois  cette  unité  dans  Tare  s. 

Si  l'on  répèle  cette  construction  à  différentes  époques,  le 
mobile  occupera  à  ces  époques  différents  points  de  sa  trajec- 
toire, et  à  chaque  position  correspondront  une  valeur  du 
temps  t  qui  fournira  sur  l'épure  une  abscisse,  et  une  valeur 
de  Tare  s  qui  fournira  une  ordonnée  ;  à  chaque  position  À  du 
mobile  correspond  donc  un  point  F  de  l'épure  :  la  suite  des 
points  F  forme  sur  le  plan  YCX  une  ligne  continue,  GH,  qui  re- 
présente la  loi  du  mouvement  du  mobile.  L'arc  s  peut  être  po- 
sitif ou  négatif;  il  est  positif  quand  il  est  compté  sur  la  tra- 
jectoire à  droite  du  point  0,  il  est  négatif  quand  on  le  compte 
en  sens  contraire.  On  distinguera  ces  deux  cas  sur  l'épure  eu 
portant  au-dessus  de  CX  les  ordonnées  qui  représentent  des  va- 
leurs positives  de  *,  et  au  dessous  les  ordonnées  qui  représen- 
tent des  arcs  négatifs.  De  même,  le  prolongement  vers  la 
gauche  de  Taxe  CX  servira  à  porter  les  abscisses  négatives  qui 
correspondent  aux  valeurs  négatives  du  temps  t.  L'origine  des 
temps,  qui  correspond  à  t  =  0,  ou  au  point  C,  est  en  effet 
complètement  arbitraire,  et  une  fois  qu'on  la  adoptée,  on  doit 
regarder  comme  négative  toute  valeur  du  temps  qui  corres- 
pond à  une  époque  antérieure  à  celte  origine. 

D'après  ces  conventions,  on  pourra  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement  d'un  point  par  l'inspection  de 
l'épure  représentative  de  ce  mouvement. 

19.  Proposons-nous  de  déterminer  la  grandeur  de  la  vitesse 
du  mobile  à  l'instant  défini  par  une  certaine  valeur  du  temps, 
t.  A  cet  instant,  le  mobile  occupe  une  certaine  position,  M,  sur 
sa  trajectoire  (fig.  9),  et  cette  position  est  déterminée  par  une 
valeur  particulière  de  l'arc  s.  A  celte  position  et  à  cette  époque 
correspond  sur  l'épure  un  point  F,  dont  l'abscisse  CE  est  me- 
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surée  par  la  valeur  I  du  temps,  et  l'ordonnée  EF,  par  la  valeur, 

s  =  OM,  de  l'arc  de  la  trajectoire. 

Au  bout  d'un  temps  tlt  infiniment  petit,  le  mobile  est  en  M', 

cl  a  parcouru  l'arc  MH'=  tls.  A  ce  nouveau  point  M',  à  celte 
nouvelle  valeur  du  temps,  /  +  </(, 
correspond  sur  l'épure  un  point  F', 
infiniment  voisin  du  point  Y  ;  l'inter- 
valle EE'  représente  tlt ,  cl  la  diffé- 
rence des  ordonnées,  F'K=E'F' — EF, 
■  représente  l'arc  ds.  La  vitesse  cher- 
chée, -tt  est  donc  donnée  surl'épure 

<  c  par  le  rapport  -çrr.  c'est-à-dire  parle 

coefficient  iTinctinoison  de  la  tangente 
l'T,  menée  a  la  courbe  Gll  au  point  F. 

Prenons  sur  la  direction  IK,  à  partir  du  point  F,  la  lon- 
gueur FS  qui  représente  l'unité  de  temps  à  l'échelle,  puis  me- 
nons ST  parallèle  à  CY  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente. 
Les  triangles  semblables  fKF',  FST,  donnent  la  proportion 

: 

de 
de 


1/ 


Dans  le  temps  FK,  le  mobile  parcourt  lespace  KF';  si  donc 
à  partir  du  même  instant  son  mouvement  restait  uniforme 
pendant  l'unité  de  temps  FS,  il  parcour- 
rait l'espace  ST  ;  donc  ST  est  la  grandeur 
même  de  la  vitesse  cherchée. 

Pour  trouver  la  vilesfc  à  un  instanl 
quelconque,  il  suffit  donc  de  mener  à  la 
courbe  représentative  du  mouvementune 
tangente  MT  au  point  M,  qui  correspond 
â  cet  înslant;  puis  de  mener  par  le  point  M 
une  parallèle  MS  à  l'axe  des  temps  CX; 
de  prendre  sur  celte  parallèle  une  longueur  MS  é^ab-  à  l'unité 
de  l'échelle  des  temps,  et  d'achever  le  triangle  MST,  en  me- 
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nant  par  le  point  S  une  parallèle  ST  à  l'ordonnée  MP.  La  Ion  • 
gueur  ST  représentera,  à  l'échelle  des  espaces,  la  vitesse  du 
mobile  à  l'instant  défini  par  la  valeur  du  temps  f =CP. 

La  recherche  de  la  vitesse,  en  direction,  revient  au  tracé 
d'une  tangente  à  la  trajectoire;  le  tracé  d'une  tangente  à  la 
courbe  représentative  du  mouvement  conduit  de  même  à  la 
détermination  de  la  vitesse  en  grandeur. 

20.  On  pourrait  croire  que  la  vitesse,  mesurée  par  le  rap- 

TS       F'K 
port  j=^  ou  -rjr  (fig.  9).  l'est  aussi  par  la  tangente  trigonomé- 

trique  de  l'angle  TFS.  Cette  conclusion  ne  serait  pas  exacte.  En 
effet,  les  deux  termes  du  rapport  ne  représentent  pas  des  quan- 
tités de  même  nature  ;  TS  représente  un  espace  parcouru,  et 
FS  une  durée.  La  vitesse  n'est  pas  égale,  à  proprement  parler, 
au  rapport  des  deux  longueurs  F'K,  FK,  mais  bien  au  rapport 
du  nombre  d'unités  de  longueur  contenues  dans  F'K  au  nombre 
d  unités  de  temps  contenues  dans  FK;  or  l'échelle  des  lon- 
gueurs et  l'échelle  des  temps  qui  ont  servi  à  la  construction 
de  Fépure  sont  tout  à  fait  indépendantes  Tune  de  l'autre.  On 
pourrait  par  exemple  doubler  l'échelle  des  espaces  et  réduire 
à  moitié  l'échelle  des  temps ,  et  on  obtiendrait  une  autre 
courbe  GII  qui  représenterait  encore  le  môme  mouvement. 
Les  angles  TFS  de  la  tangente  à  cette  courbe  seraient  altérés 
par  la  transformation,  et  cependant  les  vitesses  seraient  les 
mêmes. 

La  tangente  Irigonométrique  de  l'angle  TFS  n'est  la  me- 
sure de  la  vitesse  que  dans  le  cas  particulier  où  l'unité  de 
longueur  et  l'unité  de  temps  sont  représentées  sur  l'épure 
par  une  seule  et  même  longueur. 

21.  La  courbe  GII  (fig.  9),  qui  nous  a  servi  à  étudier  le 
mouvement  du  mobile  sur  sa  trajectoire  et  à  déterminer  ses 
vitesses  en  différents  points  ou  à  différents  instants,  prend 
le  nom  de  courbe  des  espaces,  parce  que  les  différences  de  ses 
ordonnées  représentent  les  espaces  successivement  décrits  par 
le  mobile.  Cette  courbe  peut  avoir  des  formes  très  variées, 
suivant  la  loi  de  mouvement  du  point.  Mais  elle  possède  né- 
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t  les  caractères  suivants,  dès  qu'elle  représente 


■;cssairei 

on  n.ouvemcnt  effectif  et  réel  : 

1°  A  chaque  valeur  du  temps  correspond  une  seule  valeur 
de  l'ordonnée,  cor  il  est  impossible  qu'à  un  même  inslant  le 
mobile  soit  à  la  fois  en  plusieurs  points  distincts  de  la  trajec- 
toire, dont  chacun  correspondrait  à  l'une  des  ordonnées  de  la 
courbe; 

2*  La  ligne  des  espaces  forme  un  trait  continu,  car  il  est  im- 
possible que  le  mobile  passe  d'un  point  à  un  autre  de  sa  trajec- 
toire sans  avoir  passé  par  une  série  de  points  intermédiaires. 
Les  ordonnées  successives  de  la  ligne  des  espaces  varient 
donc  par  degrés  infiniment  petits  et  non  par  sauts  brusques  ; 
5*  La  ligne  des  espaces  peut  avoir,  dans  certains  cas,  des 
po'mtt  anguleux ,  On  appelle  ainsi  un  point  A  d'une  ligne  DAB' 
(fig.  11)  où  viennent  se  réunir  deux 
branches  de  courbe,  BA,  AB'  ayant 
des  tangentes  différentes  AT,  AT'.  Il 
résulte  de  cette   disposition  que  la 
vitesse  du  mobile  subit  une  varia- 
tion brusque  à  l'instant  i  =  CD;  en 
effet,  à  gauche  de  l'ordonnée  AD, 
F,    (1  la  vitesse  sera  déterminée  par  une 

construction  où  l'on  fera  usage  de 
la  tangente  AT,  et,  à  droite,  elle  sera  déterminée  par  une  con- 
struction où  l'on  fera  usage  de  la  tangente  AT'.  Si  l'on  prend  sur 
la  figure  une  longueur  DD'  égale  à  l'unité  de  temps,  et  qu'on 
forme  les  triangles  ASE,  ASE',  en  menant  la  droite  AS  parallèle 
à  CX  et  la  droite  D'E  parallèle  à  DA,  la  vitesse  passera  brusque- 
ment de  la  valeur  +  SE,  avant  l'instant! =CD,â  la  valeur — SE', 
après  cet  instant.  Ce  changement  brusque  est  possible  dans  le 
mouvement  des  points  gèoinélriques  ;  nuis,  rigoureusement,  il 
est  inadmissible  dans  le  mouvement  des  points  matériels.  La 
vitesse  d'un  corps  matériel  ne  peut  subir  que  des  changements 
graduels,  et  les  variations  instantanées  de  la  vitesse  d'un  point 
matériel  ne  sont  admissibles  dans  la  mécanique  que  comme 
des  approximations  plus  ou  moins  grossières  ; 


DBS  ESPACES. 


23 


4°  Enfin,  la  courbe  des  espaces  ne  peut  avoir,  en  aucunpoint, 
de  tangente  parallèle  à  Taxe  des  espaces.  Si  la  courbe  venait 
toucher  son  ordonnée  au  point  A,  le  triangle  qui  donne  la  vi- 
tesse se  changerait  en  une  bande  indéfinie  comprise  entre 
deux  parallèles,  et  la  vitesse  serait  infinie,  ce  qui  n'est  admis- 
sible que  dans  certains  mouvements  géométriques. 

En  résumé,  la  courbe  des  espaces  décrits  par  un  point  ma- 
tériel est  une  courbe  continue  ;  et  la  fonction 

qui  la  représente  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
du  temps  t. 

COURBE  DES  VITESSES. 


22.  Supposons  tracée  la  courbe  des  espaces  ABDEFG.  Nous 
savons  construire,  pour  chaque  point  de  cette  courbe,  la  vi- 
tesse du  mobile  sur  sa  trajectoire  à  l'instant  qui  correspond 
à  ce  point.  Cette  vitesse  nous  est  donnée  par  une  certaine  lon- 
gueur, qui  est  parallèle  à  Taxe  CY,  et  qui  représente  à  l'échelle 


Fig.  11 

des  longueurs  un  espace  décrit  dans  l'unité  de  temps.  Nous 
pouvons  nous  servir  de  ces  longueurs  pour  construire  une  se- 
conde courbe  dont  les  ordonnées  indiqueront  les  vitesses  du 
mobile,  comme  les  ordonnées  de  la  première  indiquaient  les 
arcs  décrits.  Menons  une  ordonnée  quelconque  MP  :  construi- 
sons la  vitesse  QR  correspondante  à  l'instant  t  =  CM  ;  prenons 
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sur  l'ordonnée  MP,  à  partir  de  Taxe  CX,  une  longueur 
Mp = QR.  Répétons  cette  construction  pour  un  certain  nombre 
de  points,  et  nous  obtiendrons  une  ligne  abdpefg  qui  sera  la 
courbe  des  vitesses.  On  voit,  par  l'inspection  de  cette  courbe, 
que  la  vitesse  est  positive  du  point  a  au  point  e,  c'est-à-dire  de 
l'instant  t  =  —  Ca  à  l'instant  t  =  +  Ce  ;  cette  période  est  celle 
pendant  laquelle  le  mobile  se  déplace  dans  le  sens  positif  sur 
sa  trajectoire.  Les  points  a  et  e  sont  les  projections ,  faites  sur 
l'axe  des  temps  parallèlement  à  Taxe  CY,  des  points  A  et  E, 
où  l'ordonnée  de  la  courbe  des  espaces  atteint  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  En  ces  points  le  mouvement 
change  de  sens.  La  vitesse  est  maximum  au  point  i,  pour 
t  =  —  CH.  A  cet  instant  la  courbe  des  espaces ,  dont  l'or- 
donnée est -h  111,  a  un  point  d'inflexion  I;  la  tangente  à  la 

courbe  atteint  en  ce  point  son 
maximum  d'inclinaison  sur  Taxe 
CX.  Au  delà  de  t  =  -j-Cey  la  vi- 
tesse est  négative  et  le  mouve- 
ment du  mobile  est  rétrograde. 
S'il  y  avait  des  points  anguleux  S 
dans  la  ligne  des  espaces  (fig.  13), 
il  y  aurait  discontinuité  dans  la 
courbe  des  vitesses;  pour  l'abscisse  CT,  l'ordonnée  de  cette 
dernière  courbe  passerait  subitement  de  la  longueur  Ts  à  la 
longueur  TV. 

Mais  ces  brusques  variations  de  vitesse  sont  inadmissibles, 
comme  nous  l'avons  dit,  dans  les  mouvements  de  points  maté- 
riels. La  fonction  f  (t)  varie  par  degrés  insensibles,  et  reste 
toujours  finie.  Elle  est  donc  continue,  mais  il  est  possible  que 
sa  dérivée,  f*  (/),  éprouve  des  variations  brusques. 
L'équation  du  mouvement 

étant  l'équation  delà  courbe  des  espaces,  l'équation 

•  =  /V) 
est  l'équation  de  la  courbe  des  vitesses.  On  remarquera  que 


'      cl  T  i 
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Ton  peut,  pour  construire  cette  courbe,  prendre  arbitraire- 
ment l'échelle  qui  servira  à  transformer  les  vitesses  v  en 
longueurs. 

23.  Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  le  temps  f; 
le  résultat  de  l'élimination  sera  une  relation  entre  *  et  v ,  qui 
pourra  servira  construire  une  nouvelle  courbe;  les  ordon- 
nées v  de  celte  courbe  représenteront  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  espaces  parcourus,  *,  pris  pour  abscisses  ;  en 
d'autres  termes,  cette  courbe  donnera  les  vitesses  du  mobile 
pour  chaque  position  qu'il  peut  prendre  sur  sa  trajectoire. 

24.  Nous  venons  de  voir  comment  on  pouvait  déduire  du 
tracé  de  la  courbe  des  espaces  le  tracé  de  la  courbe  des  vi- 
tesses. Nous  allons  montrer  comment  on  peut  résoudre  le 
problème  inverse  :  Étant  donnée  la  courbe  des  vitesses,  con- 
struire la  courbe  des  espaces. 

Soit  abef  la  courbe  des  vitesses.  Considérons  le  mouvement 
du  mobile  à  partir  d'une  époque  quelconque,  par  exemple  à 
partir  de  celle  qui  est 
définie  par  l'abscisse 
t  =  —  Ça.  Partageons 
l'axe  des  temps,  à  par- 
tir du  point  A,  en  par- 
ties égales  infiniment 
petites;  elles  représen- 
teront chacune  une  du- 
rée très  courte  6.  Par  les 
points  de  division  menons  les  ordonnées  de  la  courbe,  qui 
représenteront  les  valeurs  successives  de  la  vitesse ,  aux 
époques  définies  par  les  valeurs  suivantes  du  temps  : 

_Ca  +  0,    —  Ca  +  20,    —  Ca  +  30,    —  Ca  +  49,    etc. 

Appelons  dune  manière  générale  v  l'ordonnée  delà  courbe 
pour  une  certaine  valeur  t  du  temps.  Celle  ordonnée  v  repré- 
sentant la  vitesse,  c'est-à-dire  l'espace  décrit  d'un  mouvement 
uniforme  pendant  l'unité  de  temps,  l'espace  décrit  par  le  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  6  sera  le  produit  trô. 


Fig.  u. 


Or  ce  produit  peul  s'interpréter  sur  la  ligure  :  c'est  le  produit 
d'une  ordonnée  B6  par  la  distance  BR'  de  deux  ordonnées 
consécutives,  c'esl-à-dîre  l'aire  du  rectangle  \i]i'b"b,  lequel 
diffère  infiniment  peu  de  l'aire  comprime  entre  l'arc  de  la 
courbe,  l'axe  des  temps  et  les  deux  ordonnées  ÎS6,  b'b'.  Cha- 
cune de  ces  aires  infiniment  peliles  représente 
donc  l'espace  décrit  par  le  mobile  sur  la  trajec- 
toire pendant  un  même  temps  0,  compté  à  partir 
de  l'époque  définie  par  l'abscisse  correspon- 
dante. Les  valeurs  négatives  de  la  vitesse  in- 
•  diquenl  le  mouvement  rétrograde  du  mobile;  on 
Fig  15  devra  donc  prendre  négativement  les  aires  cor- 
respondantes aux  ordonnées  négatives.  Les  si- 
gnes étant  ainsi  définis,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  de 
tous  ces  éléments  de  surface,  à  partir  d'un  point  quel- 
conque a  jusqu'à  un  point  quelconque  m,  le  résultai  que  l'on 
obtiendra,  et  qui  n'est  autre  chose  que  l'aire  de  la  courbe 
des  vitesses,  représentera  le  déplacement  total  du  mobile  sur 
sa  trajecluire,  à  partir  de  l'époque  (  =  — C<i  jusqu'à  l'époque 
t=-hCm;  en  détinilive,  les  dires  successives  île  la  courbe  des 
vitesses,  à  partir  d'un  point  quelconque  a  de  l'axe  des  abs- 
cisses, représenteront  en  grandeur  cl  en  signe  les  déplace- 
ments totaux  successifs  du  point  mobile  sur  sa  trajecloire,  à 
partir  du  poiul  qu'il  occupe  à  l'époque  définie  par  l'abscisse 
du  point  a,  qui  sert  d'origine  à  la  mesure  des  aires. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  des  aires  dans 
la  courbe  des  vitesses  ou,  comme  on  dit  en  géométrie,  à  la 
t]Utntrtitiitede  celle  courbe.  Ce  problème  résolu,  il  suffira,  pour 
définir  entièrement  le  mouvement  du  point,  de  faire  connaître 
le  lieu  qu'il  occupe  sur  sa  trajectoire  à  l'époque  que  l'on  a  prise 
pour  origine  des  aires. 

Le  calcul  intégral  conduit  au  même  résultat.  Donner  l'é- 
quation 

de  la  courbe  de  vitesse,  c'est  donner  la  relation  analytique  qui 
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""'dT 
pace  parcouru  par  rapport  au  temps.  On  a  donc 

di  =  f  [t)di, 

et  on  trouvera  la  valeur  de  s  en  fonction  de  r  en  intégrant  la 
différentielle  ?{f)dl.  On  trouve  ainsi 


'=**+/',  fW* 


L'intégrale  indiquée  représente  l'aire  de  la  courbe  des  vi- 
tesses entre  deux  valeurs  du  temps,  („  et  /. 

25.  La  géométrie  et  le  calcul  intégral  font  connaître  pour 
certaines  lignes  des  procédés  de  quadrature.  Mais  si,  comme 
cela  arrive  souvent,  la  courbe  des  vitesses  ne  rentre  pas  dans 
un  type  connu,  on  aura  recours  aux  procédés  généraux  de 
quadrature  par  approximation,  qui  permettront  de  tracer 
graphiquement  la  courbe  des  espaces  avec  une  suffisante 
exactitude. 

Pour  évaluer  l'aire  ABCD  comprise  entre  la  courbe  AD,  les 
ordonnées  AB,  CD,  et  l'axe  des  abscisses  CB,  on  inscrira  dans 
la  courbe  un  contour  polygonal  AEFG111D,  dont  les  cotés  recli- 
lignes  s'écartent  peu  des  arcs  de 
courbe  compris  entre  leurs  extré- 
mités; et  l'on  évaluera  les  aires 
des  trapèzes  successifs  AEelS,  EF/e, 
FGgf,...  IDCi,  que  la  géométrie  en- 
seigne à  mesurer.  La  somme  de  ces 
trapèzes  représentera  avec  une 
grande  approximation  l'aire  de  la  courbe  cherchée,  car  la 
différence  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  segments  com- 
pris entre  les  cordes  AE,  EF,  KG,. . .  1D,  et  les  arcs  sous-tendus, 
somme  qui  peut  élre  considérée  comme  négligeable  si  l'on  a 
suffisamment  multiplié  le  nombre  des  cotés  du  polygone 
inscrit. 

26.  Une  méthode  due  à  Thomas  Simpson  permet  de  trouver 
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une  valeur  plus  approchée  de  l'aire  cherchée.  Voici  cetle  mé- 
thode, avec  la  démonstration  qu'en  donne  Poncelet.  Parta- 
geons la  base,  BC,  de  Taire  à  évaluer  en  un  nombre  pair,  2n,  de 
parties  égalcs.aux  poinls  e,f,.-hy  p  ;  soit  b  l'une  quelconque  de 
ces  parties  égales.  Menonsles  ordonnées  eE,/F,...  Ml,...  pP,  et 
mesurons  leurs  longueurs  y„,  tj„  y,,--  Sm-d  ïh-h  Sm-  Nous 
allons  évaluer  séparé- 
ment l'aire  comprise 
entre  deux  ordonnées 
conséculives  d'indice 
pair,  par  exemple  en- 
tre les  ordonnées  Afi 
et /F. 
Fj    „  Divisons  l'intervalle 

II/"  en  trois  parties 
(gales  aux  poinls  m  et  u,  el  menons  les  ordonnées  roM,  nS, 
puis  joignons  AM,  MN,  NF.  La  somme  des  aires  des  (rois  tra- 
pèzes ABmM,  MmjiN,  Nn/T",  approchera  beaucoup  de  l'aire 
cherchée  ;  or  elle  a  pour  mesure  la  somme 

î{AB  +  mH)xnm  +  i(mU+nS]xmn  +  l(nH+mXf./ 
=  |x(AB  +  2(mH  +  ->S)+/F). 

Mais  dans  le  Irapèze  m  M  Ni*  la  droite  cE  est  menée  à  égale  . 
dislance  des  deux  bases;  la  porlion  el  de  cette  droite,  com- 
prise entic  les  cotés  MN,  mu,  est  donc  la  demi-somme  des 
hases,  cl  par  suite 

mïl  +  n3=2xej. 

La  somme  cherchée  prend  donc  la  forme 

gX(AB  +  *XeI+/F), 

et  comme  le  point  l  esl  très  voisin  du  point  E,  on  peut  rem- 
placer el  par  «E,  ou  par  y,.  On  trouve  en  définitive  pour  me- 
sure approximative  de  l'aire  AB/"F,  la  somme 

ii'Ja  +  i'Ji +!!*)■ 
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Les  autres  aires  partielles  ftGg>...  MIDC  s'expriment  de 
même,  et  en  définitive  Taire  totale  A  a  pour  mesure  approxi- 
mative 

=  !><(yd+4§rI+fy,+4y,-t-fy4+ +fy»-i+4y*_t  +  yn). 

Posons  donc 

yi+yi+yi+ 4-yta- 1  =  Slf  somme  des  ordonnées  d'indice  impair, 

,  .  ^_     __  ç    somme  des  ordonnées  d'indice  pair,  abstrac- 

yi+y*-r-y«+ -t-fia-i— d*      û(m  Uïie  de8  ^^^  eilrême». 

L'aire  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

Cette  méthode  revient  à  substituer  aux  arcs  de  courbe  AEF, 
FG,  GII,  HD,  des  arcs  de  parabole  passant,  le  premier  par  les 
trois  points  A,E,F,  le  second  par  les  trois  points  F,K,G,  le 
troisième  par  les  trois  points  G,  L,  H,  et  ainsi  de  suite,  les 
axes  de  ces  diverses  paraboles  étant  tous  perpendiculaires  à 
la  base  BC  de  la  surface  à  évaluer. 

27.  On  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  un  espace  décrit,  c'est- 
à-dire  une  longueur,  représenté  par  une  aire  ou  une  surface.  11 
est  facile  de  se  rendre  compte  de  cette  particularité.  Nous  avons 
tu  que  l'espace  élémentaire  décrit  dans  le  temps  6  est  rô  ;  dans 
ce  produit,  v  est  une  longueur,  et  0  un  nombre;  c'est  le  rap- 
port de  la  durée  du  trajet  du  point  mobile  à  l'unité  de  (emps. 
Le  rectangle  élémentaire  vO  n'a  donc  pas  ses  deux  dimensions 
de  même  nature,  et  si  la  figure  fait  de  0  une  longueur,  il  est 

a 

entendu  qu'en  réalité  on  doit  substituer  à  0  le  rapport  «  de 
cette  longueur  à  la  longueur  qui  représente  l'unité  de  temps. 
Alors  l'expression  -rrr  représentera  une  longueur,  c'est-à-dire 
la  seconde  dimension  d'un  rectangle  qui  aurait  rô  pour  sur- 
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face  et  T  pour  première  dimension.  Après  avoir  déterminé,  a 
l'aide  de  l'épure,  les  aires  A  de  la  courbe  des  vitesses,  il  faudra 
donc  diviser  ces  aires  par  la  longueur  T  qui  à  l'échelle  repré- 
sente l'unité  de  temps,  et  les  résultats  de  cette  opération  se- 
ront des  longueurs,  qui  représenteront  les  arcs  de  la  trajec- 
toire, ou  les  ordonnées  de  la  courbe  des  espaces. 

EXTENSION    DE   LA    DÉPIMTION    DU    MOT    VRML 

28.  La  vitesse  d'un  mobile  à  un  instant  donné  est  le  rapport 
de  l'espace  infiniment  petit  qu'il  décrit  sur  sa  trajectoire  au 
temps  employé  à  le  décrire.  Nous  avons  vu  comment  on  pou- 
vait par  la  considération  d'une  courbe  auxiliaire,  celle  des 
espaces,  ramener  la  recherche  de  ce  rapport  à  la  construction 
d'une  tangente. 

Plus  généralement,  lorsqu'une  quantité  variable  quelconque 
Aèpfend  du  temps,  on  appelle  vitesse  de  cette  quantité  à  un 
moment  donné  le  rapport  de  la  variation  infiniment  petite, 
positive  ou  négative,  de  cette  quantité,  au  temps  infiniment 
petit  employé  pour  produire  cette  variation  ;  de  sorte  que  si  x 
désigne  la  quantité  variable  en  fonction  du  temps  t,  la  vitesse 

de  la  quantité  x  est  la  dérivée,  -j-,  de  cette  quantité  par  rapport 

au  temps,  et  comme  on  peut  toujours  représenter  par  les  or- 
données d'une  courbe  les  valeurs  d'une  quantité  quelconque 
qui  dépend  d'une  variable  unique,  pourvu  qu'on  fasse  choix 
d'échelles  arbitraires,  on  saura  trouver  par  la  construction 
des  tangentes  aux  diflérenls  points  de  cette  courbe  les  valeurs 
successives  de  la  vitesse  de  celle  quantité. 

Par  exemple,  un  corps  à  une  température  de  100"  est  exposé 
a  l'air  libre,  par  une  température  extérieure  de  0°  ;  ce  corps 
se  refroidit.  Sa  température  est  ici  la  quantité  variable  avec  le 
temps;  et  la  vitesse  de  cette  quantité  sera  plus  grande  en 
valeur  absolue  au  commencement  de  l'observation  que  vers 
la  fin.  La  courbe  des  températures  successives  présente  la 
forme  AB  {fig.  18). 
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A  l'origine  des  temps,  c'est-à-dire  au  point  0,  qui  corres- 
pond au  commencement  de  l'expérience,  le  corps  a  une  tem- 
pérature OA  =  100*.  Il  se  refroidit  d'abord  1res  rapidement, 
et  sa  température  est  représentée  par  les  ordonnées  décrois- 
santes 

CD,  au  bout  d'une  seconde, 
EF,  de  deux  secondes, 

Gll,  de  trois  seconde»,  etc. 

Au  bout  d'un  Certain  nombre  de  secondes,  1  =  0»,  sa  tem- 
pérature est  représentée  par  BM,  quantité  très  voisine  de  0*, 
ou  de  la  température  du  milieu  où  se  fait  l'expérience.  La 
température  va  donc 
toujours  en  diminuant, 
sans  pouvoir  toutefois 
descendre  au-dessous 
de  zéro  ;  la  vitesse  de  la 
température ,  qui  est 
négative,  va  de  même 
en  diminuant  en  va- 
leur absolue;  car  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  A  est  plus  inclinée  sur  l'axe  OX 
que  la  tangente  au  point  D  ;  celle-ci  l'est  plus  que  la  tan- 
gente au  point  F,  et  ainsi  de  suite;  en  B,  la  tangente  est 
presque  horizontale,  la  diminution  de  température  par  unilé 
de  temps  est  alors  à  peine  sensible. 

Remarquons  que,  dans  ce  cas  particulier,  il  existe  un  point 
mobile  animé  à  chaque  instant  de  la  même  vitesse  que  la 
quantité  variable  dont  nous  venons  de  construire  la  courbe. 
Ce  point  est  le  sommet  de  la  colonne  thermométrique  qui 
sert  à  mesurer  les  valeurs  successives  de  la  température.  La 
courbe  A6  est  la  courbe  des  espaces  relative  au  mouvement  de 
ce  point  dans  le  tube  du  thermomètre,  qui  lui  sert  de  trajec- 
toire. 

29.  On  concevra  de  même  ce  qu'on  appelle  vitesse  d'un 
angle  variable  avec  le  temps,  ou  plus  simplement  vitesse 
angulaire.  Si,  dans  un  certain  lemps  très  court  rft,  un  angle 


Fl(.  18. 


33  VITESSE 

variable  a  reçoit  un  accroissement  positif  ou  négatif  d%,  h 
vitesse  de  l'angle  à  ce  moment  est  le  rapport -r-,  et  la  déter- 
mination de  celte  vitesse  revient  à  la  construction  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  dont  les  abscisses  représentent  les  temps  et 
dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  correspondantes 
de  l'angle  variable. 

50.  Lorsqu'un  point  mobile  A  se  meut  sur  une  ligne  MN" 
tracée  dans  un  plan,  on  est  souvent  conduit  en  mécanique  à 
considérer  les  aires  décrites  dans  ce  plan  par  la  droite  mo- 
bile CA,  menée  à  chaque  instant  d'un  point  lixe  C,  pris  dans 
le  plan,  à  la  position  occupée  par  le  mobile.  Par  exemple, 
entre  deux  positions  M  et  A  du  mobile,  le  rayon  mobile  aura 

I  décrit  l'aire  MCA.  Cette  aire,  comptée  à  partir  dune  origine 
fixe,  qui  est  le  rayon  CM,  est  variable  avec  le  temps;  et  si 
nous  prenons  une  position  A'  inlinimeut  voisine  du  point  A, 
elle  s'accroîtra,  pour  ce  changement  de  position,  de  l'aire  du 
triangle  ACA',  dans  lequel  le  côté  infini- 
\n,    ment  petit  AA'peut  être  considéré  comme 
V     une  ligne  droite.  La  vitesse  île  l'aire  sera 
» 7.  *    donc  le  rapport  de  l'aire  du  triangle  ACA' 
N>-^.       /         au  temps  tlt  mis  par  le  mobile  à  aller  du 
>.     7ja  point  A  au  point  A'.  Or  on  peut  évaluer 

/u  *  la  surface  de  ce  triangle:  elle  est  égale 

Fl|.  w<  à  la  moitié  du  produit  de  sa  base,  AA',  par 

la  hauteur  abaissée  du  point  C  sur  celle 
base,  ou  par  la  distance  Cil  du  centre  des  aires,  C,  5  la  lan- 
ge 
: 


génie  AB  menée  par  le  point  A  â  la  trajectoire.  On  a  donc 


triangle  ACA'  =  JCHxAA', 


et,  divisant  par  le  temps  dt , 


AA' 


.li.lv  .\cv 


instant  donné  est  donc  égale  à  la  vitesse  t>  du  mobile  &  cet 
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instant  multipliée  par  la  moitié  de  la  distance  du  centre  des 
aires  à  la  direction  de  la  tangente  menée  à  ce  même  instant 
à  la  trajectoire.  Mais  ceci  suppose  expressément  que  le  mou- 
vement du  mobile  s'accomplisse  dans  un  plan. 

la  vitesse  de  l'aire  ainsi  définie  s'appelle  quelquefois  vitesse 
aréolaire. 

Lorsqu'un  point  décrit  une  circonférence  de  cercle  d'un 
mouvement  uniforme,  la  vitesse  de  ce  point  est  constante; 
la  vitesse  angulaire  du  point  autour  du  centre  du  cercle 
est  constante  aussi,  et  égale  à  la  vitesse  du  mobile  divi- 
sée par  le  rayon  du  cercle1;  enfin  la  vitesse  aréolaire  du 
point,  autour  du  centre  du  cercle  pris  pour  centre  des  aires, 
est  constante  et  égale  au  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par 
la  moitié  du  rayon. 

Pour  distinguer  la  vitesse  d'un  point  sur  sa  trajectoire  des 
vitesses  d'un  angle,  d'une  aire,  etc.,  on  appelle  vitesse  linéaire 
celle  qui  exprime  le  rapport  de  la  variation  d'une  longueur 
au  temps  employé  à  la  produire. 

VITESSE  DE  LA  VITESSE,   OU   ACCÉLÉRATION  TANGEKTIEUE. 

31 .  Revenons  à  la  courbe  des  espaces,  construite  pour  re- 
présenter la  loi  du  mouvement  d'un  point.  Nous  avons  vu 
comment  on  pouvait  déduire  de  cette  courbe  le  tracé  de  la 
courbe  des  vitesses.  Cette  nouvelle  courbe  donne  par  ses  or- 
données les  vitesses  du  mobile  sur  sa  trajectoire,  aux  instants 
définis  par  les  abscisses  correspondantes.  La  vitesse  est  ici 
une  quantité  généralement  variable  avec  le  temps  ;  on  peut 
donc  appliquer  à  cette  quantité  la  définition  du  mot  vitesse, 
et  déterminer  la  vitesse  de  la  vitesse  linéaire,  «nouvelle  quan- 
tité très  utile  à  considérer  en  mécanique,  et  à  laquelle  on 
donne  le  nom  d'accélération  tangentielle.  Nous  verrons  plus 

*  Cette  relation  suppose  que  l'qn  prend  pour  unité  d'angle,  conformément  à 
l'usage  adopté  en  analyse,  l'angle  au  centre  qui,  dans  un  cercle  quelconque, 
correspond  à  l'arc  dont  la  longueur  est  égale  au  rayon. 

aie  couKsoa.  3 


31  COURBE 

lard  pourquoi  on  ajoute  cette  épithèle  de  tangentiette  au  mol 
:  accélération. 

En  général,  si  t  =f(t)  est  l'équation  du  mouvement  d'un 
point,  la  vitesse  r  est  donnée  par  la  relation 

■-»-««■ 

et  l'accélération  (angentielle  ;  par  l'équation 

Soit  OX  l'axe  des  temps,  OY  l'axe  commun  parallèlement 
auquel  nous  porterons  les  ordonnées  représentatives  des  es- 
paces décrits,  des  vitesses  et  des  accélérations  tangenti  elles. 

On  donne  la  courbe  des  espaces,  ABCDEF  ;  nous  en  déduirons 
la  courbe  des  vitesses,  abedef,  parla  considération  des  tangentes 
menées  à  la  première  courbe. 
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De  la  courbe  des  vitesses  atwfe/*  nous  pouvons  déduire,  par 
un  procédé  identique,  la  courbe  des  accélérations  tangentielles 
a'b'c'd'e'f',  dont  les  ordonnées  seront  proportionnelles  aux 
rapports  des  accroissements  infiniment  petits  de  la  vitesse 
aux  temps  pendant  lesquels  ces  accroissements  se  sont 
produits. 

La  courbe  abedef  coupe  Taxe  des  temps  en  des  points  a,  d,  f, 
qui  sont  les  projections  des  points  A,  D,  F,  où  la  courbe  des 
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espaces  atteint  un  maximum  ou  un  minimum.  Ces  points  dé- 
finissent les  époques  où  le  mobile  s'arrête  sur  sa  trajectoire 
pour  revenir  sur  ses  pas.  Les  ordonnées  de  la  courbe  des 
vitesses  sont  positives  entre  les  points  a  et  d,  parce  que  le  mo- 
bile a  entre  ces  époques  un  mouvement  direct  ;  elles  sont  né- 
gatives entre  d  et  f,  parce  que  le  mouvement  du  mobile  est 
alors  rétrograde. 

De  même,  la  courbe  a'b'&d'e'f  coupe  Taxe  des  temps  en  des 
points  V  et  jf,  projections  des  points  i  et  k,  où  la  courbe  des 
vitesses  atteint  un  maximum  ou  un  minimun,  et  des  points  I 
et  K,  où  la  courbe  des  espaces  a  une  inflexion.  Les  ordonnées 
de  la  courbe  des  accélérations  sont  négatives  entre  ï  et  fc', 
parce  que,  entre  les  deux  époques  définies  par  ces  points,  la 
vitesse  du  mobile  diminue;  elles  sont  positives  en  dehors  de 
ces  régions,  parce  que  la  vitesse  du  mobile  augmente.  Elles 
passent  par  un  maximum  ou  un  minimum  en  /',  parce  qu'en 
/  la  courbe  des  vitesses  a  une  inflexion. 

52.  Si  Ton  donnait  la  loi  des  accélérations  tangenlielles, 
de  manière  qu'on  pût  tracer  a  priori  la  courbe  a'b'ddfeff^  on 
pourrait  revenir  de  cette  courbe  à  la  courbe  des  vitesses  en 
observant  que  les  aires  de  la  première  courbe  sont  propor- 
tionnelles aux  accroissements  des  ordonnées  de  la  seconde  ; 
ce  problème  est  identique  à  celui  que  nous  avons  résolu  pour 
passer  du  tracé  de  la  courbe  des  vitesses  au  tracé  de  la  courbe 
des  espaces.  Si  pour  une  certaine  valeur  particulière  du 
temps,  ^0=0MP  on  donne  la  valeur  correspondante  r0  =  Mtm 
de  la  vitesse,  on  n'aura  qu'à  évaluer  l'aire  (positive  ou  néga- 
tive) de  la  courbe  des  accélérations  tangentielles  à  partir  de 
l'ordonnée  Mtm',  jusqu'à  une  ordonnée  quelconque  FQ.  Cette 
aire,  qui  sera  ici  négative,  et  égale  en  valeur  absolue  à  la 
surface  }Hjn'q[V^  terminée  à  la  courbe  m'd'l'q',  devra  être  di- 
visée par  la  longueur  T  de  l'unité  de  temps  prise  à  l'échelle  ; 
le  résultat  sera  ce  qu'il  faut  retrancher  de  la  vitesse  de  Mt  m 
pour  avoir,  en  grandeur  et  en  signe,  Ja  valeur  —  Ptç  de  la 
vitesse  à  l'instant  défini  par  l'abscisse  0Pt.  La  connaissance 
d'un  point  m  de  la  courbe  des  vitesses  suffit  donc  pour 
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construire  relte  courbe  d'après  celle  .tics  accélérations  tan- 
genlieltes.  De  môme,  on  pourra  déduire  la  courbe  des  espaces 
de  la  courbe  des  vilesses,  dôs  qu'on  connaîtra  un  point  M 
île  la  courbe  cherchée,  c'est-à-dire  la  valeur  de  l'arc 
s0  =  M,M,  correspondante  à  une  valeur  particulière  du  temps, 
t=0X. 
Analyliquemenl,  si  l'on  a  l'équation 

}  =  ?['}. 

qui  fait  connailre  l'accélération  tangentielle  j  en  fonction  du 
temps  f,  on  en  déduira  la  loi  des  vilesses  par  l'intégra  lion  de 

l'équation  ;=  —,  ce  qui  donne 

puis  la  loi  des  espaces  par  l'intégration  de  l'équation 
—  'Il 

ce  qui  conduit  à  la  relation 

«0el  i'„  sont  des  constantes  arbitraires,  que  l'on  pourra  dèt 
miner  si  l'on  connaît  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse  à 
un  inslant  défini  par  une  valeur  particulière  t0  du  temps. 

La  connaissance  de  la  loi  de  l'accélération  tangentielle  dé- 
finit donc  entièrement  le  mouvement  d'un  mobile  sur  sa 
trajectoire,  pourvu  qu'on  connaisse  aussi  la  position  du 
mobile  à  un  moment  donné  et  sa  vilesse  à  ce  même  mo- 
ment. 

Lorsque  ta  trajectoire  est  une  ligne  droite,  la  tangente  à  la 
trajectoire  se  confond  partout  avec  cette  droite  elle  même,  et 
l'accélération  tangentielle  est,  comme  nous  le  verrons,  la 
seule  accélération  à  considérer  dans  le  mouvement.  Dans  ce 
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cas  particulier,  on  peut  supprimer  Pépithèle  de  tangentielle  et 
dire  simplement  V accélération . 
33.  Entre  deux  des  trois  équations 

on  peut  éliminer  le  temps  f,  ce  qui  conduira  &  des  équa- 
tions de  la  forme 

et  chacune  de  ces  équations  peut  être  regardée  comme  repré- 
sentant une  ligne  ;  la  première  équation  définit  la  ligne  des 
vitesses  en  fonction  des  espaces  ;  la  seconde,  la  ligne  des 
espaces  en  fonction  des  accélérations  tangentielles  ;  la  troi- 
sième enfin,  la  ligne  des  accélérations  tangentielles  en  fonc- 
tion des  vitesses.  Étant  donnée  Tune  de  ces  six  équations,  les 
cinq  autres  se  trouvent  définies,  abstraction  faite  des  con- 
stantes que  les  intégrations  peuvent  introduire.  Qu'on  donne 
par  exemple  la  relation 

X  (»,;)  =  0; 

d*s  ds 

celle  équation,  en  y  remplaçant  j  par  -r^  et v par  — ,  est 

une  équation  différentielle  du  second  ordre,  dont  l'intégrale 
générale  donnera  8  en  fonction  de  t  et  de  deux  constantes 
arbitraires.  Cette  intégrale  tiendra  donc  lieu  de  l'équation 
s  =f  (t)  ;  on  en  déduira  les  quatre  autres  équations  par  la 
différentiation,  puis  par  l'élimination  du  temps. 


ÉTUDE   DU  MOUVEMENT  UNIFOIUIE 

34.  I/équation 
représente  un  mouvement  uniforme,  dans  lequel  la  vitesse 
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à  s  ■  d}  s 

-j-  est  constante  et  égale  à  a.  L'accélération  tangenlielle  -pt 

est  égale  à  zéro. 

Ln  ligne  des  espaces ,  qui  a  pour  équation  s  =  s0-\-  at,  est  une 

ligne  droite  AM,  dont  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine OA  est  égale  à  *0  ;  pour  avoir  un 
second  point  de  la  droite,  prenons,  à 
l'échelle,  sur  Taxe  des  abscisses,  une 
longueur  OD  égale  à  l'unité  de  temps. 
Menons  l'ordonnée  indéfinie  DC,  et  la 
droite  AB  parallèle  à  OX  ;  puis,  à  partir 
du  point  B ,  prenons  BC  =  a.  Le  point  C  appartiendra  à  la 
droite  demandée. 

La  ligne  des  vitesses  est  une  droite  EF  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses,  et  menée  à  une  distance  OE  =  a  de  cet  axe.  On 
pourrait  d'ailleurs  faire  choix  d'une  échelle  spéciale  pour 
évaluer  les  ordonnées  de  cette  ligne.  La  ligne  des  accélé- 
rations tangentielles  est  une  droile  qui  coïncide  avec  l'axe  OX 
lui-même. 

35.  Réciproquement,  si  l'accélération  tangenlielle  d un  point 
mobile  est  constamment  nulle,  sa  vitesse  est  constante ,  et  si  la 
vitesse  d'un  point  est  constante,  le  mouvement  de  ce  point  est 
uniforme. 

Cette  proposition  résulte  d'un  théorème  d'analyse  :  quand 
la  dérivée  d'une  fonction  est  constamment  nulle  pour  toute  valeur 
de  la  variable  comprise  entre  deux  valeurs  données,  la  fonction 
est  constante  dans  l'intervalle  de  ces  deux  valeurs  ;  d'où  l'on 
déduit  facilement  que  deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées  égales 
ont  une  différence  constante. 

Mais  sans  s'appuyer  sur  ce  théorème  on  peut  reconnaître 
sans  peine  la  vérité  de  la  proposition.  11  est  évident  qu'un 
point  dont  la  vitesse  est  constamment  nulle  pendant  un  cer- 
tain intervalle  de  temps,  est  immobile  pendant  cet  intervalle 
de  temps.  Or  l'accélération  tangenlielle;,  vitesse  de  la  vitesse 
t>,  peut  être  regardée  comme  la  vitesse  d'un  point  mobile  dont 
le  mouvement  serait  défini  par  les  valeurs  successives  d'un 
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arc  Vj  compté  sur  une  trajectoire  quelconque.  Si  la  vitesse  ; 
est  constamment  nulle,  le  point  reste  en  repos,  et  Tare  v  a, 
par  suite,  une  valeur  constante. 

Rendons  à  v  sa  signification  de  vitesse;  si  v  est  constante, 
l'espace  parcouru  par  le  mobile  sur  sa  trajectoire,  à  partir 
d'un  point  défini  par  une  valeur  particulière  de  l'arc  s=sQ, 
s'obtiendra  en  multipliant  v  par  le  temps  f,  et  par  conséquent 
l'équation  du  mouvement  sera 

ce  qui  définit  un  mouvement  uniforme. 

36.  Soit  FG  la  courbe  représentative  d  un  mouvement 
quelconque  effectué  par  un  mobile  P  sur  sa  trajectoire  MN. 
OX  est  Taxe  des  temps,  OY  celui  des  espaces.  Prenons  deux 
points  C  et  D  sur  la  courbe  et  menons  la  droite  11K  qui  passe 
par  ces  deux  points.  Cette  droite  peut  être  considérée  comme 
représentant  un  mouvement  uniforme 
qui  s'opérerait  sur  la  même  trajec- 
toire MN. 

Or  on  remarquera  que  le  mobile  fic- 
tif qui  possède  le  mouvement  uniforme 
ainsi  défini,  coïncide  avec  le  mobile  réel 
P  aux  époques  t  =  OA  et  t  =  OB,  c'est- 
à-dire  aux  points  C  et  D',  qui  correspon- 
dent sur  la  trajectoire  aux  valeurs  CA, 
DB ,  de  l'espace  décrit.   La  corde  CD 
représente  donc   le  mouvement  uni- 
forme qui  amènerait  le  mobile  de  sa  position  C'  à  son  autre 
position  D',  dans  le  temps   qu'il   emploie  elfctivement  à 
passer  de  Tune  à  l'autre,  en  vertu  de  son  mouvement  varié. 
La  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  est  donnée  par  le  rapport 

DE 

^=,  ou  par  le  rapport  de  l'espace  total  décrit  C  D'  au  temps 

que  le  mobile  met  à  le  décrire.  C'est  donc  la  vitesse  moyenne 
du  mobile  entre  les  deux  époques  considérées. 

Exemple.  —  Un  mobile  part  du  repos  au  point  E  (fig.  23)  et 
parcourt  la  distance  EF  avec  une  vitesse  graduellement  crois* 
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Fig.    23. 


santé  jusqu'au  milieu  I  de  celte  distance  ;  puis,  à  partir  de 
là,  il  continue  à  se  mouvoir  avec  une  vitesse  graduellement 

décroissante  jusqu'au  point  F, 
où  il  arrive  sans  vitesse. 

OA  étant  à  l'échelle  la  durée 
du  trajet,  ia  courbe  des  espaces 
partira  du  point  0  et  aboutira 
au  point  B ,  à  une  distance 
AB  =  EF.  Elle  sera  tangente, 
en  0,  à  Taxe  OX,  et,  en  B,  à 
une  parallèle  à  cet  axe,  car  la 
vitesse  au  départ,  pour  t=  0, 
et  à  l'arrivée,  pour  t =OA,  est 
nulle  par  hypothèse.  On  peut 
admettre  que  le  mouvement  soit  réglé  de  manière  à  faire 
atteindre  au  mobile  le  milieu  I  de  son  parcours  à  la  moitié  de 
la  durée  de  ce  trajet,  ce  qui  donnera  Oc'  =  {  OA  pour 
l'abscisse  correspondante  au  passage  en  I.  On  sait,  par 
l'énoncé,  qu'en  ce  point  la  vitesse  atteint  son  maximum  ;  la 
courbe  des  espaces  a  donc  une  inflexion  au  point  C.  La  courbe 
des  vitesses  sera  représentée,  clans  ce  cas,  par  une  courbe 
OcA,  passant  par  les  points  0  et  A  et  ayant  en  c  une  tangente 
horizontale,  et  la  ligne  d'da!  des  accélérations  tangentielles 
coupera  l'axe  OX  au  point  c'.  On  pourra  régler  le  mouvement 
de  manière  que  cette  dernière  ligne  soit  droite.  S'il  en  est 
ainsi,  la  courbe  des  vitesses  OcA  sera  une  parabole  ayant  pour 
axe  la  ligne  {/C,  et  les  trois  points  0,  C,B,  seront  sur  une  même 
ligne  droite  OB.  Cette  droite  définit  le  mouvement  uniforme 
moyen  du  mobile  entre  son  départ  E  et  son  arrivée  F.  La 
u  les  se  de  ce  mouvement  uniforme  est  la  moyenne  de  toutes 
les  vitesses  successives  du  mobile,  ou  de  toutes  les  ordonnées 
delà  courbe  OcA. 

Pour  traiter  cette  question  par  le  calcul,  représentons  la 
droite  d'efaf  par  une  équation  de  la  forme 

a  et  b  désignant  des  constantes. 
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Soit  T  la  durée  totale  du  parcours  ;  nous  devons  avoir  j= — a 

î  2a 

•pour  t  =  T;  donc  b  =  -=r,  et  l'équation  précédente  devient 

Remplaçons  j  par  --r-  et  intégrons  ;  il  viendra 


dt 


T 


sans  ajouter  de  constante,  puisque  la  vitesse  v  est  nulle 

pourf  =  0;  cette  équation  représente  la  parabole  OcA  ;  elle 

donne  v=0  pour  t  =  T,  c'est-à-dire  au  point  A,  et  t;  maxi- 

T 
mum  pour  t  =  ^,  au  milieu  de  l'intervalle  OA. 

ds 
Enfin,  remplaçant  v  par  -r.  et  intégrant  de  nouveau,  il  vient 

*~~  2         3T~  2  y      *ï)' 

sans  ajouter  non  plus  de  constante ,  puisque  s  et  t  sont  nuls 
à  la  fois.  Cette  dernière  équation  donne  s  =  J  aTf  pour  *  =  T,  et 
8=^01*  pour  f  =  ±T.  Si  l'espace  total  parcouru,  AB  =EFf 
est  donné  d'avance  et  égal  à  S,  on  en  déduira  la  valeur  de  la 
quantité  a  en  résolvant  l'équation 

ce  qui  donne 

fis 

La  condition  du  contact  de  la  courbe  des  espaces  en  0  ou 
en  B  avec  des  lignes  horizontales  est  toujours  remplie  lors- 
qu'il s'agit  du  mouvement  d'un  corps  matériel  qui  part  du 
repos  et  qui  y  revient,  car  il  est  impossible  que  la  vitesse 
d'un  tel  corps  passe  subitement  de  la  valeur  zéro  à  une 
-valeur  finie,  ou  d'une  valeur  finie  à  la  valeur  zéro;  elle 
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passe,  en  réalité,  par  lous  les  degrés  de  vilesse  intermé- 
diaires. La  subslilulîon  d'une  droite  à  la  courbe,  ou  d'un 
mouvement  uniforme  moyen  au  mouvement  varié  réel,  efface 
celle  transition,  et  fait  succéder  une  vilesse  finie  à  une  vilesse 
nulle.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  substitution  est 
entièrement  fictive. 


APfJ.ICATlON.    —    GfiAPIIIQUK    DES   TRAISS. 

37.  On  appelle,  dans  l'exploitation  des  chemins  de  fer,  gra- 
phique des  trains,  une  épure  où  le  mouvement  de  lous  les 
trains  est  représenté  par  des  lignes  droites. 

Pour  construire  cette  épure,  on  prend  sur  un  axe  horizontal 
1\  parties  égales  représentant  les  heures  d'une  journée  ;  on 
les  subdivise  chacune  en  parties  plus  petites  représentant  des 
intervalles  de  10  minutes  ;  les  intervalles  plus  petits  sont  ap- 
préciés à  l'œil.  Sur  un  autre  axe,  perpendiculaire  au  pre- 
mier, on  porte  des  parties  proportionnelles  aux  distances,  el 
l'on  place  les  stations  successives  de  la  ligne  d'après  leurs 
distances  à  l'origine  du  chemin.  Celte  construction  permet 
de  couvrir  l'épure  d'un  réseau  de  droites  rectangulaires, 
dont  les  unes,  verticales,  correspondent  à  une  heure  déler- 
minée  de  la  journée,  el  les  autres,  horizontales,  à  une  slalion 
déterminée. 

Considérons  un  fragment  de  l'épure  du  mouvement  des 
trains.  Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  stations  réparties  sur  l'axe 
vertical  à  leurs  dislances  respectives;  les  verticales  éq,uidis- 
tanles  XII,  1,11,111,  représentent  les  heures  de  midi,  1  heure, 
2  heures,  etc. 

Un  train  part  de  la  slalion  A  à  midi  et  arrive  à  la  station  B 
à  midi  50  minutes.  Le  mouvement  moyen  qu'il  a  pendant  ce 
trajet  e^t  représenté  par  la  droite  ab. 

Le  train  reste  5  minutes  dans  la  slalion  B.  11  repart  donc  à 
midi  35  minutes.  Sa  vilesse  moyenne  étant  supposée  la  même, 
le  mouvement,  à  partir  de  la  station  B,  sera  représenté  par 


une  droite  b'e  parallèle  à  ab.  Celte  droite  vient  couper  la  ligne 
de  la  station  C  au  point  correspondant  à  1  heure  1 5  minutes. 
Si  le  train  passe  ensuite  25  minutes  dans  cette  station  C,  il 
en  repart  à  1  heure  40  minutes  et  arrive  à  la  station  D  a 
2  heures  5  minutes;  il  en  repart  à  2  heures  10  minutes  et 
arrive  à  la  station  E  1  2  heures  55  minutes,  et  ainsi  de 
suite. 
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Son  mouvement,  réduit  aux  vitesses  moyennes  en  dehors 
des  temps  d'arrêt,  est  donc  représenté  par  la  ligne  brisée 
aWcddd't,  dont  les  parties  inclinées  correspondent  à  la  mar- 
che et  les  parties  horizontales  au  stationnement. 

Les  trains  plus  lents  sont  représentés  par  des  lignes  plus 
voisines  de  l'horizontale,  telles  que  le  tracé  -x^'f...;  les 
trains  plus  rapides,  par  des  lignes  plus  voisines  de  la  verticale; 
tel  est  le  tracé  aacctftfee.  Il  correspond  à  un  train  rapide,  qui 
part  de  A  à  midi  50,  qui  truie  la  station  B,  arrive  en  Cà  1  heure 
30  minutes,  en  repart  a  1  heure  35  minutes,  brûle  la  station  D 
et  arrive  à  la  station  E  à  2  heures  5  minutes.  On  voit  que  ce 
train  part  du  point  A  plus  lard  que  le  train  abb'c...,  et  qu'il 
atteint  et  dépasse  ce  train  dans  ta  station  C;  le  train  abb'c... 
est  alors  garé  cl  le  train  rapide  repart  plus  tôt  que  lui.  Le 
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graphique  des  trains  met  en  évidence  ces  rencontres  do  trains 
de  différentes  vitesses,  et  permet  de  combiner  les  heures  de 
leurs  passages  aux  divers  points  d'arrêt  de  manière  à  éviter 
les  collisions. 

Les  Irains  qui  marchent  en  sens  contraire  sont  figurés  sur 
l'épure  par  des  lignes  inclinées  dans  l'autre  sens.  Ainsi,  le 
train  i88Y  part  de  E  à  1  heure  50  minutes,  arrive  en  D  à 
2  heures  25  minutes,  y  séjourne  5  minutes  et  arrive  en  C  à 
2  heures  55  minutes,  Il  croise  les  deui  trains  aacceeat  obcile 
dans  l'intervalle  compris  entre  les  deux  stations  t>  et  F,,  ce  qui 
n'a  pas  d'inconvenant  si  le  service  est  établi  sur  la  double 
voie  entre  ces  stations.  A  s'en  rapporler  strictement  a  l'épure, 
onpourraitdéterminer  l'heure  et  lelieu  de  chacun  des  croise- 
ments. En  effet,  la  droite  c'i'ee  coupe  la  droite  eÎ  en  un  point 
m  qui  correspond  sur  l'axe  des  dislances  à  uncerlain  point  du 
chemin,  bien  défini  pirsa  distance  Ain'  à  l'origine,  et  sur  l'axe 
des  temps,  à  un  point  qui  définît  une  heure  bien  déterminée. 
Maïs  nous  avons  vu  que  la  substitution  d'une  droite  à  la  courbe 
des  espaces  revient  à  la  substitution  d'un  mouvement  moyen 
uniforme  au  mouvement  réel,  qui  est  nécessairement  varié  : 
c,c,  de  sorte  qu'en  réalité  les  lignes 

du  mouvement  vrai,  au  lieu  d'être 
droites,  devraient  être  des  courbes 
sinueuses,  analogues  à  celle  que 
nous  avons  indiquée  dons  le  para- 
graphe précédent.  Cette  altération 
peut  déplacer  les  points  de  ren- 
contre des  deux  lignes,  comme  on 
le  voit  par  la  figure  ci-contre. 
Les  deux  droites  tfdee ,  eS  se  cou- 
pent en  m.  Mais  les  courbes  réelles  ont  des  formes  sinueuses, 
telles  que  c'c'pqet,  er*3,  et  elles  se  coupent  en  |t;  le  point  de 
rencontre  est  donc  déplacé  sur  la  ligne  vers  le  point  E  de  la 
quantité  m'/. 


"\ 
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MOU SEMENT    RECTILIGNE  UKlFORMÉHEITr   VARIÉ. 

38.  Le  mouvement  rectiligne  et  unifonne  est  le  plus  simple  de 
tous  les  mouvements  ;  c'est  celui  pour  lequel  la  vitesse  est 
constante,  et  dans  lequel  les  espaces  parcourus  croissent  pro- 
portionnellement au  temps.  L'accélération  est  constamment 
nulle  dans  ce  mouvement.  Le  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment vaiié  est  de  même  le  plus  simple  des  mouvements  variés. 
C'est  celui  dans  lequel  Y  accélération  est  constante,  et  dans  le- 
quel la  vitesse  croît  proportionnellement  au  temps.  Ces  deux  con- 
ditions rentrent  l'une  dans  l'autre.  En  effet,  si  la  vitesse  croit 
proportionnellement  au  temps,  l'accélération,  qui  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  la  vitesse,  est  une  quantité  constante 
qui  indique  l'accroissement  de  la  vitesse  du  mobile  pendant 
l'unité  de  temps.  Et  réciproquement,  dire  que  l'accélération 
est  constante,  c'est  dire  que  la  vitesse  croit  d'une  même 
quantité  pendant  des  temps  égaux,  ce  qui  revient  à  dire 
qu'elle  croit  proportionnellement  au  temps. 

Le  mouvement  uniformément  varié  est  essentiel  à  considé- 
rer dans  la  mécanique  ;  nous  verrons  qu'on  y  ramène  tous  les 
autres.  C'est  de  plus  une  espèce  de  mouvement  qu'on  réalise 
avec  une  grande  facilité  ;  car  il  suffit  de  laisser  tomber  un 
corps  pesant  suivant  la  verticale  pour  en  avoir  un  exemple. 

L'accélération  j  du  mouvement  varié  étant  donnée,  il  est 
facile  d'en  déduire  la  vitesse  v,  à  un  moment  quelconque,  dès 
qu'on  connaît  la  valeur  v0  de  la  vitesse  à  un  instant  déter- 
miné, pour  t=0  par  exemple.  On  sait  en  effet  que  par  chaque 
unité  de  temps,  la  vitesse  s'accroît  de  la  quantité;;  donc  au 
bout  de  t  unités  de  temps,  la  vitesse  v0  se  sera  accrue  de  la 
quantité  ji,  et  la  vitesse,  à  ce  moment,  sera  représentée  par 
l'expression 

C'est  à  quoi  on  serait  parvenu  en  intégrant  l'équation 

dv 
2l=* 


o 
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dans  laquelle  j  a  une  valeur  constante  ;  vê  est  la  constante  in- 
troduite par  l'intégration. 
Pour  avoir  «,  on  intégrera  de  même  l'équation 

ce  qui  donne 

On  arrive  géométriquement  au  même  résultat  en  appliquant 
la  méthode  du  §  24.  Construisons  la  ligne  représentative  des 

vitesses,  qui  est  ici  une  droite  AB,  défi- 
jv"  nie  par  son  ordonnée  à  l origine OA=t>#> 

et  par  son  inclinaison]. 

Considérons   un    instant  défini  par 
j    l'abscisse  f =OC  ;  l'ordonnée  CD  corres- 
pondante sera  la  vdcur  de  la  vitesse  à 
'8'   '*  cel  inslant ,  et  Taire  de  la  ligne  des  vi- 
tesses, à  partir  de  l'instant  f  =  0  jusqu'à  l'instant  f=OC, 
sera  égale  à  la  surface  du  trapèze  AOCD,  c'est-à-dire  à 

i(A0  +  O>)x0C. 

On  sait  qu'il  faut  diviser  cette  surface  par  la  longueur  qui 
représente  l'unité  de  temps  pour  avoir  une  longueur  égale  à 
l'espace  parcouru  par  le  mobile;  mais  cette  division  revient  à 
remplacer  la  longueur  OC  par  le  nombre  t  d'unités  de  temps 
quelle  représente  à  l'échelle.  Nous  avons  de  plus  : 

ao = r0. 

CD  =  r0  +  jt. 

Donc  enfin  l'espace  parcouiu  pendant  le  temps  t  est  donné 
par  l'expression 

ou  bien 

Si  s0  est,  à  l'instant  f =0,  la  distance  du  mobile  à  l'origine 
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prise  sur  la  trajectoire,  nous  aurons,  pour  déterminer  la  va- 
leur de  la  distance  au  bout  du  temps  f ,  l'équation 

Remarquons  que  l'accroissement  s — s0,  ou  l'espace  par- 
couru pendant  le  temps  f,  se  compose  de  deux  parties  : 
l'une,  v0t,  est  celle  qu'aurait  décrite  le  mobile  s'il  avait  con- 
servé pendant  tout  ce  temps  la  vitesse  v0  qu'il  possédait  à 
l'instant  f=0;  l'autre,  \jt%,  ne  dépend  que  de  l'accéléra- 
tion ;,  et  serait  par  conséquent  la  même  si  le  mobile  était 
parti  du  repos  à  l'instant  f  =  0. 

La  première  partie  est  proportionnelle  aux  temps,  la  se- 
conde est  proportionnelle  aux  carrés  des  temps. 

La  ligne  représentative  des  espaces  est  dans  ce  cas  une 
parabole. 

39.  Il  est  facile  de  déduire  de  ces  formules  les  lois  géné- 
rales de  la  chute  des  corps  pesants.  L'expérience  montre 
que  lorsqu'on  laisse  tomber  un  corps,  la  pesanteur  lui  com- 
munique en  une  seconde,  si  l'observation  est  faite  sous  la 
latitude  de  Paris  et  à  peu  de  hauteur  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer,  une  vitesse  de  9m,8088  ;  ce  nombre  est  légèrement 
variable  d'un  point  à  l'autre  du  globe.  On  le  représente  par 
tj  ;  c'est  l'accélération  produite  par  la  pesanteur  ;  les  formules 
du  mouvement  vertical  des  corps  pesants  s'obtiendront  donc 
en  remplaçant  dans  les  équations  précédentes  l'accélération 
j  par  le  nombre  </,  et  l'on  aura 

v=v0+gt, 

Supposons  que  le  corps  tombant  parte  du  repos,  et  comp- 
tons les  dislances  s  sur  la  verticale  à  partir  du  point  où  il  a 
commencé  sa  chute,  Nous  aurons  à  faire  s0=0  et  v0=0  dans 
les  formules,  qui  deviendront 

9  =  \gt*. 

jupposons  au  contraire  qu'on  lance  le  corps  de  bas  en  haut 
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avec  une  vitesse  v0,  et  qu'on  demande  la  hauteur  s  à  laquelle 
il  montera.  Les  formules  seront 

Comptons  positivement  les  distances  en  descendant  au-des- 
sous de  l'origine  et  négativement  dans  le  sens  contraire  :  i\ 
sera  négatif,  puisque  la  vitesse  initiale  est  dirigée  par  hypo- 
thèse dans  le  sens  des  s  négatifs.  Remplaçons  donc  v0  par — Y, 
V  étant  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  initiale.  11  viendra 

r  =  —  V+0*, 

Le  corps  montera  jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit  nulle  ;  donc 
l'instant  où  il  cessera  de  monter  sera  donné  en  faisant  t?=0. 
On  en  déduit 

9 

Substituant  cette  valeur  de  t  dans  l'autre  équation,  nous 
aurons 

v*    .      v*        v« 

9      *        9*  -9 

C'est  la  valeur  de  s  à  laquelle  le  mobile  lancé  de  bas  en  haut 

s'arrête  pour  redescendre.  Elle  est  négative,  parce  que  nous 

comptons  négativement  les  s  dans  le  sens  montant  à  partir  de 

V1 
l'origine,  et  sa  valeur  absolue  est  =-. 

Si  donc  on  voulait  faire  monter  verticalement  un  corps 
pesant  à  une  hauteur  II  au-dessus  de  son  point  de  départ,  il 
faudrait  lui  imprimer  de  bas  en  haut  une  vitesse  V  satisfai- 
sant à  l'équation 

Y1 

■-*• 

ce  qui  donne,  en  résolvant,  V  =  ^2gll. 
40.  Problème.  —  Un  observateur,  placé  sur  le  haut  d'une 
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tour,  laisse  tomber,  en  dehors  de  la  tour,  une  pierre  qui  vient 
frapper  le  sol.  11  note  le  temps  t  écoulé  entre  l'instant  où  il 
a  al  andonné  la  pierre  et  l'instant  où  il  entend  le  bruit  du 
choc.  On  demande  la  hauteur  de  la  tour,  en  tenant  compte 
du  temps  que  le  son  a  employé  pour  remonter  du  sol  à  l'oreille 
de  Fobservateur.  La  durée  observée  est  de  4  secondes,  et  la 
vitesse  du  son  dans  l'air  est  de  540  mètres. 

Soit  x  la  hauteur  de  la  tour,  comprise  entre  le  sol  et  l'oreille 
de  l'observateur  ;  nous  supposerons  que  l'observateur  laisse 
tomber  la  pierre  à  partir  de  cette  hauteur. 

Le  temps  observé,  f,  se  compose  de  deux  parties  :  la  pre- 
mière est  le  temps  t'  que  la  pierre,  parlant  du  repos,  met  à 
parcourir  la  hauteur  x  en  tombant  avec  une  accélération  con- 
stante égale  à  g;  ce  temps  est  donné  par  l'équation 

donc 

La  seconde  partie  C  est  le  temps  que  le  son  met  à  parcourir 
la  distance  x  du  sol  à  l'oreille  de  l'observateur ,  avec  une 
vitesse  constante  de  340  mètres  ;  on  a  donc 


<•= 

X 

=  340; 

d* 

où  résulte  1  équation 

(*) 

y/i+ 

Isolons  le  radical  dans  le  premier  membre  et  élevons  au 
carré  :  il  viendra 


y~"~§       340^(340)** 

ou  bien 

*-u(—  +  540/ W  (340*)*:=  0. 

vie   C0UNBQ9. 
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Celte  équation  a  deux  racines  réelles  et  positives  ;  une  seule 
satisfait  à  l'équation  (1),  si  Ton  y  prend  positivement  le  radical; 
l'autre,  la  plus  grande,  correspond  à  la  détermination  négative 
du  radical,  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  du  problème. 

L'équation  (1)  se  résout  facilement  par  approximations  suc 

cessives.  Négligeant  d'abord  ^ttt,  on  obtient 

x=i^=8x0,8=78-,4, 

valeur  trop  grande. 

La  seconde  valeur  approchée  s'obtiendra  au  moyen  de 
Téquation 

=  69"  ,04; 

elle  est  trop  petite. 
La  troisième  valeur  approchée  sera  de  même 

t ^-J=î9,8x(3f80)«=*x9,8xl4,44=:70V5; 

elle  est  approchée  par  excès.  L'opération  suivante  donnerait 
70m,58.  On  pourra  serrer  d'aussi  près  qu'on  voudra  la  valeur 
cherchée  en  faisant  un  nombre  suffisant  de  substitutions. 


CHAPITRE  II 
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41.  L'emploi  de  la  méthode  des  projections  permet  de  sim- 
plifier notablement  l'étude  des  questions  de  mécanique.  On 
sait  que  la  géométrie  descriptive  a  pour  but  de  ramènera  des 
constructions  planes  les  opérations  nécessaires  à  la  solution 
d'un  problème  de  géométrie  de  l'espace.  De  môme,  la  méthode 
des  projections  ramène  la  considération  d'un  mouvement  qui 
s'accomplit  dans  l'espace,  à  celle  de  mouvements  de  points 
situés  dans  des  plans,  mouvements  plus  faciles  à  étudier.  On 
peut  pousser  plus  loin  cette  simplification.  Car  à  un  mouve- 
ment plan,  dont  la  trajectoire  est  généralement  courbe,  on 
peut  substituer  les  mouvements  rectilignes  des  projections  du 
point  mobile  sur  deux  axes  fixes.  La  même  réduction  s'ap- 
plique à  l'espace.  11  suffit  de  projeter  le  point  mobile  sur  trois 
axes  fixes  ;  l'étude  des  mouvements  rectilignes  des  trois  pro- 
jections conduit  à  la  connaissance  de  tous  les  éléments  du 
mouvement  qu'on  s'est  proposé  d'étudier. 

Rappelons  d'abord  quelques  définitions. 

42.  Etant  donnés  un  plan  fixe  P  et  une  droite  fixe  L,  on 
appelle  projection  d'un  point  M  sur  le  plan  P  le  point  m  où  ce 
plan  coupe  une  droite  menée  par  le  point  M  parallèlement  à 
la  droite  L. 

Lorsque  la  droite  L  est  perpendiculaire  au  plan  P,  la  pro- 
jection est  dite  orthogonale  :  c'est  la  convention  qu'on  fait  dans 
la  géométrie  descriptive. 
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M'a 


Dans  tous  les  cas,  la  droite  Mm,  qui  joint  le  point  H  à  sa 
projection,  s'appelle  droite  projetante. 

La  projection  d  une  ligne  quelconque  R  sur  le  plan  P  est  le 
lieu  géométrique  des  projections  sur  ce  plan  des  points  de  la 
ligne  R  ;  c'est  l'intersection  du  plan  P  avec  une  surface  cylin- 
drique engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  s'ap- 
puierait constamment  sur  la  ligne  R 
en  restant  toujours  parallèle  à  la  di- 
rection de  la  droite  L. 

Lorsqu'un  point  mobile  M  parcourt 
une  trajectoire  quelconque  R,  ima- 
ginons qu'on  projette  à  chaque  in- 
stant sur  le  plan  P,  par  des  droites 
parallèles  à  la  direction  L,  la  position 
du  mobile  à  cet  instant.  La  projection  m  du  point  M  pourra 
être  regardée  comme  un  second  mobile,  qui  parcourrait  la 
projection  r  de  la  trajectoire  R.  On  dit  alors  que  le  mouvement 
du  point  m  sur  la  ligne  r  est  la  projection  du  mouvement  du  point 
M  sur  la  HgneH.  On  voit  que  si  Ton  prend  des  points  M,  M',  M", 
sur  la  trajectoire  R,  et  les  projections  m,  m\  m"  de  ces  points 
sur  la  trajectoire  r,  le  mobile  réel  et  le  mobile  fictif  qui 
en  occupe  la  projection  se  trouveront  simultanément  aux 
points  M  et  m,  aux  points  M' et  m',  aux  points  M"  et  m*. ..  ;  que, 
par  suite,  le  mobile  projeté  mettra  autant  de  temps  à  aller  du 
point  m  au  point  m'  que  le  mobile  réel  en  mettra  à  aller  du 
point  M  au  point  M',  etc.. 


Fig.  27. 


PROJECTION    SUR   UNE  DROITE. 


45.  Etant  donnés  une  droite  fixe  L  et  un  plan  fixe  P,  non 
parallèle  à  la  droite,  on  appelle  projection  d'un  point  M  sur  la 
droite  L  le  point  m  où  cette  droite  L  rencontre  un  plan  mené 
par  le  point  M  parallèlement  au  plan  P. 

Lorsqu'on  prend  le  plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  Lv  la 
projection  est  dite  orthogonale. 
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La  projection  d'une  ligne  quelconque  R  sur  la  droite  L  est 
la  droite  L  elle-même. 

Si,  à  chaque  instant,  on  projette  sur  la  droite  L  la  position 
d'un  mobile  H  qui  se  meut  dans  l'espace  le  long  d'une  trajec- 
toire quelconque  R,  on  obtiendra,  en  considérant  le  mouve- 
ment rectiligne  de  la  projection  du  mobile  le  long  de  la 
droite  L,  un  second  mouvement, 
qu'on  appellera  la  projection  du  pre- 
mier. Les  points  H,  H',  M"...  étant 
des  positions  successives  du  mobile 
sur  la  trajectoire  R,  et  m,  m',  m"... 
leurs  projections  sur  la  droite  L  pa- 
rallèlement au  plan  fixe  P,  le  mobile  Flg"  *" 
ïsctif  mettra  autant  de  temps  à  passer  de  m  en  m',  de  m'  en 
■»*,...  que  le  mobile  réel  à  passer  de  M  en  M',  de  M'  en  M"... 

BEPRÉSEKTATIOM  D'UN  MOUVEMENT  DASS    L*ESPACE. 

44.  Le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace  est  entièrement 
défini  quand  on  connaît  les  projections  de  ce  mouvement, 
faites  sur  trois  directions  fixes  parallèlement  à  des  plans  don- 
nés. Voici  comment  on  procède  pour  donner  cette  définition 
d'un  mouvement. 

Par  un  point  0  de  l'espace  on  mène  trois  droites  fues  OX, 
OY,  OZ,  non  contenues  dans  un  seul  et 
même  plan  ;  ces  trois  droites  sont  deux  if 

à  deux  dans  un  même  plan,  de  sorte  *>> ?' 

que  le  choix  arbitraire  de  ces  trois  axes  v/lj 5-  j 

définit  à  la  fois  (rois  droites  0X,0Y,0Z,  j  \  j 

el  trois  plans  YOZ,  ZOX,  XOY  qu'on  ap-  \k M"~*' 

pelle  plans  coordonnée.  **%- tf' 

Par  un  point  quelconque  M  de  l'es-     y 
pace,  menons  trois  plans,  l'un  parallèle  Pig  K, 

à  YOZ.'l'autreà  ZOX,  le  troisième  à  XOY. 

Le  premier  plan  coupe  l'axe  OX  en  un  point  m,  qui  est  la 
projection  (parallèlement  au  plan  fixe  YOZ)  du  point  M  sur  la 
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droite  OX.  Il  coupe  les  plans  ZOX,  XOY,  suivant  les  droites 
wija',  ron",  respectivement  parallèles  à  OZ  et  à  OY. 
•  Le  second  plan  coupe  Taxe  OY  en  un  point  m',  projection 
de  M  sur  OY,  parallèlement  à  ZOX;  il  coupe  les  plans 
XOY,  YOZ,  suivant  les  droiles  m'y!*,  m'[x,  parallèles  respective- 
ment à  OX  et  à  OZ.  Enfin,  il  coupe  le  premier  plan  suivant  la 
droite  M/',  parallèle  à  Taxe  OZ. 

Le  troisième  plan  coupe  Taxe  OZ  au  point  ro\  projection  de 
M  sur  OZ  parallèlement  à  XOY  ;  il  coupe  les  plans  YOZ,  ZOX, 
suivant  les  droites  ro'V>  r»V>  respectivement  parallèles  à  OY 
et  à  OX;  et  enfin,  il  rencontre  les  deux  premiers  plans  sui- 
vant les  droites  M/,  Mja,  respectivement  parallèles  à  OY  et 
àOX. 

Le  solide  compris  sous  ces  trois  plans  et  sous  les  trois  plans 
fixes  est  un  parallélépipède,  et  le  point  M,  dans  cette  figure, 
est  le  sommet  opposé  à  Vorigine  0.  Les  sommets  tn,  m',  m*, 
situés  sur  les  arêtes  aboutissant  au  point  0,  sont  les  projections 
du  point  M  sur  les  axes  ;  les  autres  sommets  p.,  j/,  {/ ,  sont  les 
projections  du  point  M  sur  les  trois  plans  fixes,  parallèlement 
aux  axes  OX,  OY,  OZ,  qui  forment  les  intersections  mutuelles 
de  ces  trois  plans. 

Si,  à  un  instant  donné,  on  fait  connailre  les  distances  Om, 
Oro',  Om",  de  l'origine  aux  projections  sur  les  trois  axes  d'un 
même  point  M  de  l'espace,  on  pourra  en  déduire  la  position 
correspondante  de  ce  point.  Il  suffit  pour  cela  d'achever  le 
parallélépipède  en  menant  par  m,  m'f  m"  des  plans  respecti- 
vement parallèles  aux  plans  coordonnés.  Ces  trois  plans  se 
couperont  en  un  point  unique,  qui  sera  le  point  cherché. 

De  môme,  si  l'on  donnait  les  projections  p/,  p."  du  point  M 
sur  deux  plans  coordonnés,  on  obtiendrait  le  point  M  en  me- 
nant par  jjl'  et  y."  des  droites  y!  M,  n"  M,  respectivement  paral- 
lèles à  OY  et  OZ  :  l'intersection  de  ces  deux  droites  donne  le 
point  cherché.  La  position  du  point  M  est  donc  définie  par  ses 
projections  sur  deux  plans  coordonnés,  tandis  qu'elle  ne  peut 
être  définie  que  par  ses  projections  sur  trois  axes  coordonnés. 
Hais  il  y  a  généralement  avantage  à  employer  en  mécanique  la 
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triple  projection  sur  les  axes  plutôt  que  la  double  projection 
sur  les  plans. 

Non -seulement  on  ramène  ainsi  tous  les  mouvements  à  des 
mouvements  rectilignes,  mais  encore  les  positions  des  projec- 
tions m,  m',  m"  du  point  M  sur  les  axes  sont  complètement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  tandis  que  les  projections 
yf,  \f  sur  deux  des  plans  coordonnés  sont  assujetties  à  une 
condition  pour  qu'elles  correspondent  à  un  point  de  l'espace, 
car  elles  doivent  être  toutes  deux  situées  dans  un  plan  paral- 
lèle au  troisième  plan  coordonné1. 

Remarquons  encore  que  les  distances  Om,  Om',  Om",  peu- 
vent entrer  dans  les  calculs  avec  l'un  des  signes  -f-  et  — , 
suivant  qu'elles  sont  portées  sur  les  axes  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  l'origine  0;  grâce  h  cette  convention,  à  chaque 
point  M  de  l'espace  correspond  une  valeur  bien  déterminée, 
en  grandeur  et  en  signe,  des  trois  distances  Om,  Om',  Om"  ; 
ces  trois  distances  données  en  grandeur  et  en  signe  font  donc 
connaître  la  position  du  point  M  sans  aucune  ambiguïté. 

On  désigne  ordinairement  par  x  la  longueur  Om,  prise  avec 
son  signe  et  comptée  sur  l'axe  OX;  par  y  la  longueur  Om, 
prise  sur  l'axe  OY,  et  par  %  la  longueur  Om",  prise  sur  l'axe  OZ . 
Ce  sont  les  trois  coordonnées  du  point  mobile.  Le  mouvement 
du  point  M  dans  l'espace  est  entièrement  défini  si  Ton  donne 
les  valeurs  successives  de  x,  de  y  et  de  %  en  fonction  du 
temps  t. 

Quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  on  peut  prendre 
ce  plan  pour  plan  des  XOY  et  y  mener  deux  droites  OX,  OY, 
qui  seront  deux  des  axes  coordonnés.  Le  troisième  axe  OZ 
sera  dirigé  en  dehors  du  plan,  et  comme  le  point  mobile  ne 
sort  pas  de  ce  plan,  sa  coordonnée  %  sera  constamment  nulle. 
Il  n'y  a  donc,  dans  ce  cas  particulier,  que  deux  coordonnées 
variables,  x  et  y,  et  il  suffit  pour  définir  le  mouvement  de 
donner  leurs  valeurs  successives  en  fonction  du  temps  t. 

1  C'est  la  condition  que  l'on  rencontre  en  géométrie  descriptive ,  et  en  vertu 
de  laquelle  les  projections  d'un  môme  point,  dans  toute  épure,  doivent  être  situées 
m  une  même  perpendiculaire  i  la  liane  de  terre. 
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DE  CE  MOUVEMENT  SUR  LES  AXES. 


45.  Les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  2,  en  fonction  du 
emps  f,  définissent  trois  mouvements  rectilignes  ;  nous  pou- 
vons appliquer  à  chacun  d'eux  les  méthodes  données  dans  le 
chapitre  précédent,  et  déterminer  pour  chacun  les  valeurs 
des  vitesses  et  des  accélérations. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  ici  consiste  à  déduire 
des  vitesses  des  coordonnées  2,  y,  s,  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  la  vitesse  effective  du  mobile  sur  sa  trajectoire  à  ce 
même  instant. 

Soit  RR'  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  LL'  une  droite  sur 
laquelle  on  projette  le  mouvement  parallèlement  à  un  plan 

y  fixe;  soient  A,  A',  deux  positions  suc- 

cessives infiniment  voisines  du  mobile 
sur  la  ligne  RU',  et  a,  a\  les  projections 
de  ces  deux  positions  sur  la  lgne  LL'. 
"17  Nous  avons  déjà  remarqué  que  le  vrai 
mobile  met  autant  de  temps  à  aller  de  À 
en  A',  que  le  mobile  idéal  représenté  par  sa  projection  met 
de  temps  à  aller  de  a  en  a'.  Soit  Y  la  vitesse  du  mobile  au 
point  A,  et  v  la  vitesse  du  mouvement  projeté,  nous  aurons 
à  la  fois  : 

w      A  A'       A  an' 

0  étant  la  durée  commune  aux  deux  trajets  AA'  et  aa'.  Donc 


a  a' 
Fig.  50. 
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AV 
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Or  act  est  la  projection  sur  L  de  l'élément  rectiligne  AA'  ; 
il  y  a  entre  aa'  et  AA'  un  certain  rapport  qui  dépend  des  situa- 
tions relatives  de  ces  deux  éléments.  Le  même  rapport  exis- 
tant entre  les  vitesses  v  et  V,  nous  pourrons  dire  par  analogie 
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que  v  est  la  projection  de  V.  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  V 
pouvait  être  considérée  comme  une  longueur  portée  en  A  sur 
la  tangente  à  la  trajectoire  ;  par  l'extrémité  V  de  cette  lon- 
gueur, menons  un  plan  projetant,  qui  rencontrera  en  v  la 
droite  L.  Les  deux  droites  AV,  av  étant  rencontrées  respective- 
ment aux  points  A,  A',  V,  et  a,  a*,  v,  par  trois  plans  paral- 
lèles,  sont  coupées  en  parties  proportionnelles,  et  l'on  a 


AV       AA' 


av 


aaf 


V 
a 


Si  donc  AV= V,  on  a  aussi  av  =  tr,  de  sorte  que  la  vitesse 
v  du  mouvement  projeté  s'obtient  en  projetant  la  vitesse  V  du 
mouvement  fiel. 

La  même  proposition  s'applique  à  la  projection  du  mouve- 
ment sur  un  plan  parallèlement  à  une  droite  fixe. 

46.  Il  est  aisé  maintenant  de  résoudre  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  tout  à  l'heure. 

Soient  a,  6,  c,  les  projections  d'une  des  positions  A  du  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  R. 

Nous  savons  par  le  théorème  qui  précède  que  la  vitesse  du 
point  a  est  la  projection  sur  OX  de  la  vitesse  du  mobile  au 
point  A;  que  la  vitesse  du  point  b 
est  Ja  projection  de  la  même  vi- 
tesse sur  OY  ;  qu'enfin  la  vitesse 
du  point  c  est  la  projection  de 
la  même  vitesse  sur  OZ.  Prenons 
donc  sur  les  trois  axes,  à  partir 
de  a,  b,  c,  des  quantités  aa\  bb\ 
tdi  égales  ou  proportionnelles 
aux  vitesses  respectives  de  ces 
points,  et  cherchons  le  point  Y 
qui  a  pour  projections  a',  b' ,cf  \ 
la  droite  AV  sera  la  vitesse  demandée  en  direction  et  en  gran- 
deur. Au  lieu  de  procéder  ainsi,  nous  pouvons  mener  par  le 
point  A  trois  droites  Aa%  A6",  Ac%  parallèles  et  égales  respec- 
tivement à  aaf  9  W%  e€%  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Le  plan 


Fis.  31. 
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Fig.   3*. 


mené  par  a9  parallèlement  au  plan  YOZ  passera  par  le  point  d*\ 
de  môme  les  plans  menés  par  V  et  par  c*,  parallèlement  à  ZOX 
et  XOY,  passeront  respectivement  par  b"  et  par  cf.  Ces  trois 
plans  achèvent  un  parallélépipède  qui  a  pour  arêtes  aboutis* 
sant  au  point  A  les  trois  vitesses  Aa",  Afc",  Ac",  égales  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  aa\  W%  ce".  La  vitesse  cherchée  AV  est  la 
diagonale  de  ce  parallélépipède.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

La  vitesse  du  mouvement  effectif  est ,  à  chaque  instant,  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  d'un  paral- 
lélépipède dont  les  arêtes  sont  égales  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  du  mouvement  projeté 
sur  les  trois  axes. 

Lorsque  le  mouvement  est  plan,  le  pa- 
rallélépipède se  réduit  à  un  parallélo- 
gramme ;  et  la  vitesse  AV  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  dont  les  côtés 
Aa",  Afr",  sont  égaux  et  parallèles  aux  vitesses  aa\  bb',  du 
mouvement  projeté  sur  les  deux  axes,  OX,  OY,  et  dirigés  dans 
le  même  sens  que  ces  vitesses. 

47.  On  pourrait  procéder  de  même  pour  les  accélérations 
des  mouvements  projetés  sur  les  axes;  mais  on  obtiendrait, 
non  pas  l'accélération  tangenlielle  du  mouvement  effectif,  la 

seule  que  nous  ayons  encore  considé- 
rée, mais  V accélération  totale ,  que 
nous  étudierons  dans  un  autre  cha- 
pitre. 

48.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  né- 
cessaire, pour  trouver  la  vitesse  d'un 
mouvement  réel,  de  former  entière- 
ment le  parallélépipède  des  vitesses 
des  mouvements  projetés;  il  suffit 
d'en  construire  trois  arêtes,  savoir  Aa"  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  de  la  projection  sur  l'axe  OX,  a"  V"  égale  et  parallèle  à 
la  vitesse  de  la  projection  sur  Taxe  OY,  et  V"  V  égale  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  delà  projection  sur  Taxe  OZ.  On  obtiendra 


c 


Fig.  33. 


PROJETÉ  SUR  TROIS  AXES.  50 

ainsi  le  sommet  Y  du  parallélépipède  opposé  au  sommet  À; 
AY  sera  la  diagonale  de  ce  parallélépipède  et  représentera  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  cherchée. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  le  parallélépipède  de- 
vient rectangle,  et  la  grandeur  de  la  vitesse  V  peut  s'obtenir 
au  moyen  de  l'équation 


— « 


AY  =Aa"  +  a'fc"'+fc"'V  . 

On  a  d'ailleurs,  en  appelant  a,  6,  y  les  angles  que  la  direc- 
tion AY  fait  avec  les  directions  OX,  OY,  OZ  des  axes  coor- 
donnés, 

AaJ,=ÀVcosflc, 
AM=AVcosîj, 
Ac*=AYcosy> 

ou  bien,  en  désignant  par  V  la  vilesse  AY,  et  par  V„  Vr  V, 
les  vitesses  projetées  sur  les  axes, 

Vx=Vcosat 
Vp=Ycos£, 
V«=Vcosy. 

Ces  relations  se  déduisent  immédiatement  des  équations 

dx  =  ds  cos  a, 
dy  =  ds  cos  0, 
dz  =  ds  cos  y, 

en  les  divisant  pardf.  L'accroissement  infiniment  petit,  ds,  de 
Tare  décrit  sur  la  trajectoire  a  en  effet  pour  projections  sur 
les  axes  les  accroissements  correspondants  dx,  di/,  dz,  des 
coordonnées  du  point  mobile. 


RÉSULTANTE  ET   COMPOSANTES   GÉOMÉTRIQUES. 

49.  En  général,  on  appelle  résultante  géométrique  d'un  cer- 
tain nombre  de  droites  finies  AB,  Ac,  Ad,  Ad,  issues  d'un 
même  point  A  de  l'espace,  et  dirigées  chacune  dans  un  sens 


«/ 
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défini,  la  droite  AE  qui  joint  le  point  A  à  l'extrémité  E  du  con- 
tour polygonal  obtenu  en  menant,  par  l'extrémité  B  de  la  pre- 
mière droite  AB,  une  droiteBC  égale  et  pa- 
rallèle à  la  seconde  droite  Ac,  dans  le  sens 
même  où  celte  droite  est  dirigée;  par  le 
point  C,  une  droite  CD  égale  et  parallèle  à 
la  troisième  droite  Ad,  et  dans  le  même  sens 
que  Ad  ;  par  le  point  D  enfin,  une  droite  DE, 
ég;ile  et  parallèle  à  Ae,  et  dirigée  dans  le 
même  sens  que  Af.  La  résultante  a  le  sens 
AE.  Les  droites  Ab,  Ac,  Ad,  Ae,  sont  appelées 
les  composantes,  et  l'opération  prend  le  nom  de  composition. 

Nous  verrons  plus  lard  les  raisons  qui  ont  conduit  à  adop- 
ter ces  définitions. 

Nous  pouvons  dire,  en  nous  servant  de  celte  nouvelle  ex- 
pression, que  la  vitesse  du  mouvement  dans  l'espace  est  la  résul- 
tante géométrique  des  vitesses  dfts  projections  de  ce  mouvement 
sur  trois  axes  coordonnés. 

50.  Les  propositions  suivantes,  qui  nous  seront  très  utiles 
par  la  suite,  se  démontrent  très  facilement. 

I*  la  résultante  géométrique  de  plusieurs  droites  données 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  compose. 

2°  La  résultante  géométrique  de  plusieurs  droites  se  réduit 
à  leur  somme  quand  toutes  ces  droites  ont  la  même  direction 
et  le  même  sens. 

5*  La  résultante  géométrique  de  plusieurs  droites  qui  ont 
la  même  direction,  mais  non  le  même  sens,  est  la  somme 
algébrique  de  ces  droites,  prises  avec  le  signe  -+-  quand  elles 
sont  dirigées  dans  un  sens,  et  avec  le  signe  —  quand  elles  sont 
dirigées  en  sens  contraire. 

4"  Convenons  que  II  désignant  une  droite  finie,  de  longueur 
égale  à  B,  menée  à  partir  du  point  A  dans  une  direction  et  un 
sens  déterminés,  —  R  représentera  une  droite  égale  menée 
à  partir  du  point  A  dans  la  même  direction,  mais  en  sens  op- 
posé- Nous  pourrons  dire  que  si  R  est  la  résultante  géométrique 
de  droites  données  P,  P',  l'"...,  le  polygone  formé  par  la  coin- 
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position  des  droites  P,  P  P...,  et  —  R  se  fermera  de  lui- 
même;  réciproquement,  soit  un  polygone  fermé,  plan  ou 
gauche,  composé  de  droites  P,  F,  P...,  prises  chacune  dans 
le  sens  où  elles  seraient  parcourues  par  un  point  mobile  qui 
ferait  lé  tour  du  polygone  sans  jamais  rétrograder  ;  chaque 
côté,  P,  pris  en  sens  contraire,  est  la  résultante  géométrique 
de  tous  les  autres  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  en 
un  même  point  de  l'espace. 

5°  Projetons  sur  une  droite  donnée,  par  des  plans  paral- 
lèles à  un  plan  fixe,  les  côtés  d'un  contour  polygonal  fermé. 
Pour  attribuer  des  signes  aux  projections,  supposons  un  point 
mobile  qui  ferait  le  tour  du  polygone.  Projetons  ce  mouve- 
ment sur  la  droite,  et  donnons  le  signe  -h  aux  côtés  projetés 
qui  sont  parcourus  dans  un  sens  parla  projection  du  mobile, 
et  le  signe  —  aux  côtés  projetés  qui  sont  parcourus  en  sens 
contraire  ;  cela  posé,  la  somme  algébrique  des  projections 
des  côtés  sur  la  droite  sera  égale  à  zéro. 

6°  Par  suite,  la  projection  de  la  résultante,  prise  avec  son 
signe,  est  la  somme  algébrique  des  projections  des  compo- 
santes. 

V  Lorsque  la  projection  du  polygone  sur  la  droite  se  fait  par 
des  plans  normaux,  la  projection  d'un  côté  est,  en  grandeur 
et  en  signe,  le  produit  de  la  valeur  absolue  du  côté  par  le  co- 
sinus de  l'angle  formé  par  la  direction  de  ce  côté,  avec  la  direc- 
tion positive  de  la  droite  ;  de  sorte  que  si  on  appelle  a,  a',  a"... 
les  angles  successifs  faits  par  les  directions  P,  P,  P"...  avec 
la  direction  positive  de  Taxe  de  projection,  la  résultante  R 
des  droites  P,  P,  P*...,  faisant  un  angle  X  avec  la  môme  direc- 
tion, on  aura 

RcosA  =  PcoBa+P'cos«'-»-P*cosa'-f- =  2Pcosa. 

Si  donc  on  propose  de  composer  des  droites  P,  P',  P...,  fai- 
sant avec  trois  axes  rectangulaires  0&,  Oy,  0*,  des  angles 
donnés 

y»  Y»  t  !••• 
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on  trouvera  la  résultante  R  et  les  trois  angles  X,  p,  v,  qu'elle 
fait  avec  les  mêmes  axes,  en  i  ésolvant  les  équations 

Rcos}=£PcoSa, 
Rcosp=ZPcos£,  m 

Rcos  v  =  2PC0Sy. 

Élevons  au  carré,  ajoutons  et  observons  que  les  angles  X, 
(a,  v,  formés  par  une  même  direction  avec  trois  axes  rectangu- 
laires sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

cos*Jt  4-  COS*/*  +  cos1*  =  1 , 

il  vient 

R*  =  (Zp  COS  a)«+ (^Pcos^-f  (Spcos/Î», 

équation  qui  donne  R,  quantité  positive. 
On  a  ensuite 


cos  A  = 


Zpcosoc 


COS/A  = 


COS  v  = 


2pcos3 
EPcosy 

k 


Les  angles  X,  p,  v,  sont  donnés  par  leur  cosinus,  et  par  suite 
la  direction  R  est  définie  sans  aucune  ambiguïté. 
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51.  Soient  MNune  trajectoire  rectiligne,  et  PQ  Taxe  sur  le- 
quel on  projette  le  mouvement  parallèle- 
ment à  un  plan  donné. 

Prenons  sur  la  trajectoire  des  points  A, 
B,  C,  équidistanls;  les  projections  a,  b9  c, 
de  ces  poinls  sur  Taxe  PQ  seront  aussi 
équidistantes.  Le  mobile  animé  d'un 
mouvement  uniforme  le  long  de  la  droite  MN  parcourt  en 
temps  égaux  les  intervalles  égaux  AB,  BC.  La  projection  du 


Fig.  36. 
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mobile,  qui  décrit  la  droite  PQ,  parcourt  dans  le  même  inter- 
valle de  temps  les  espaces  égaux  ai,  fcc,  pris  sur  sa  trajec- 
toire. Donc  son  mouvement  est  uniforme.  Il  en  résulte  ce  théo- 
rème :  la  projection  sur  une  droite  fixe  d'un  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme  est  un  mouvement  uniforme. 

Si,  au  lieu  de  projeter  le  mouvement  sur  une  droite  paral- 
lèlement à  un  plan  donné,  on  projette  le  mouvement  sur  un 
plan  P  parallèlement  à  une  droite  donnée  L,  tout  mouvement 
rectiligne  dans  V espace  aura  pour  projection  un  mouvement  rec- 
ligne sur  le  plan.  En  effet,  la  trajectoire  du  mouvement  pro- 
jeté sera  la  projection  de  la  ligne  droite  MM'  que  le  mobile 
décrit  dans  l'espace;  elle  s'obtiendra 
donc  en  menant  par  la  droite  MM7  un 
plan  parallèle  à  la  droite  fixe  L;  Tinter- 
section  mm'  de  ce  plan  avec  le  plan  P 
sera  la  droite  décrite  par  la  projection 
du  point  mobile.  De  plus,  on  démontre- 
rait comme  tout  à  l'heure  qu'en  temps 
égaux  la  projection  du  mobile  décrit  des  espaces  égaux  sur 
sa  trajectoire  mm\  si  le  mobile  décrit  lui-même  des  espaces 
égaux  en  temps  égaux  sur  sa  trajectoire  MM'.  Donc  la  projec- 
tion sur  un  plan  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  est  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
52.  Nous  allons  démontrer  une  proposition  inverse. 
Lorsque  les  projections  sur  trois  axes  OX,  0Y9  OZ,  du  mouve- 
ment d'un  point  M,  sont  des  mou- 
vements uniformes,  le  mouvement 
du  point  M  dans  l'espace  est  recti- 
ligne et  uniforme. 

Considérons  trois  positions 
quelconques  Mn  M,,  Mt,  du  mo- 
bile M  sur  sa  trajectoire.  Par 
chacun  de  ces  points  menons 
une  parallèle  à  Taxe  OZ  jusqu'à 
la  rencontre  du  plan  XOY;  par 
le  piedfr  de  cette  parallèle,  menons  une  parallèle  ba  à  Taxe 
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Fig.  37. 
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OY,  jusqu'à  la  rencontre  de  Taxe  OX.  Nous  formons  ainsi  trois 
contours  polygonaux, 

Oa,Mi.       Oa.fr,  M,,        Oas6,Ms. 

dont  les  côtés  successifs  sont  les  valeurs  des  coordonnées  des 
trois  points  Ml?  Mt,  Mt. 

Je  dis  d'abord  que  les  trois  points  b0  b„  b%  sont  en  ligne 
droite. 

Menons,  en  effet,  par  le  point  biy  une  droite  6t  c  parallèle  à 
OX  :  elle  coupera  en  d  la  droite  at  bt  et  en  c  la  droite  a%  b%  ;  les 
parallélogrammes  ax  bx  da„  a%at  dcy  nous  donnent  les  égalités 

bfd  =  ota^        btc  =  tf  |flj. 

La  dislance  ata%  représente  la  variation  de  l'abscisse  x  du 
point  mobile  pendant  le  temps  0  qu'il  a  mis  à  se  transporter 
du  point  Mt  au  point  M,;  pendant  ce  môme  temps  0,  l'ordon- 
née y  de  ce  point  a  passé  de  la  grandeur  at  bt  à  la  grandeur 
at  bt  ;  elle  a  donc  varié  de  la  quantité  at  bt  —  albi=:  b%  d. 

La  vitesse  de  x  qui,  par  hypothèse,  est  constante,  est  donc 

égale  à  -^Jf  et  la  vitesse  de  y  à  -*-. 

Appelons  de  môme  0'  le  temps  que  le  mobile  met  5  aller  du 
point  Mt  au  point  Ms;  les  coordonnées  a;  et  y  varient  dans 
cet  intervalle  de  temps  de  quantités  égales  à  atas  et  à  bjc; 

leurs  vitesses  sont  donc  -^  pour  la  première,  et  -*,-  pour  la 

seconde. 

Et  comme  les  mouvements  des  projections  sont  supposés 
uniformes,  nous  aurons  les  égalités 

btd      b-j; 

~7  =  -v% 
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Divisons  ces  égalités  membre  à  membre,  il  viendra  la  pro- 
portion 

btd       bjjC 
atat  ~~  a%af 

ou  bien 

b{d  ""  btc 

Les  triangles  btdb„  bxcb„  ont  en  d  et  c  des  angles  égaux 
comme  correspondants  ;  les  côtés  qui  comprennent  ces  angles 
sont  proportionnels  en  vertu  de  l'égalité  précédente.  Les  deux 
triangles  sont  donc  semblables,  et  l'angle  bj>xd  de  l'un  est 
égal  à  l'angle  bj>xc  de  l'autre.  Donc  les  trois  points  biy  6t,  b% 
sont  en  ligne  droite. 

On  en  conclut  sur-le-champ  que  les  trois  poinls  Mt,  M,  ,M3, 
sont  situés  dans  un  même  plan  mené  par  la  droite  bx  bt  frs 
parallèlement  à  l'axe  OZ. 

Les  points  6n  6„  frr  sont  les  projections  des  points  Mt,  Mt, 
M,;  le  mouvement  projeté  sur  le  plan  XOYest  doncrectiligne, 
du  moment  que  les  mouvements  projetés  sur  les  axes  OX,  OY 
sont  tous  deux  uniformes. 

Nous  pouvons  ajouter  que  ce  mouvement  est  uniforme. 

En  effet,  0  est  le  temps  que  met  la  projection  du  mobile  sur 
le  plan  XOY  à  parcourir  l'espace  bx  b„  et  0'  est  le  temps  qu'elle 
met  à  parcourir  l'espace  bt  bv  Or  les  triangles  btbtd,  fr^c, 
donnent  la  proportion 

btbt bxd ain% 

btbt      bxc      ata^ 

Mais  ~LJ  = -tt»  car.  le  mouvement  projeté  sur  l'axe  OX 

étant  uniforme,  les  espaces  décrits  sont  proportionnels  aux 
temps  mis  à  les  décrire. 

Donc  rV,=  tt»  et  les  espaces  décrits  sur  la  trajectoire 

bxbt  sont  aussi  proportionnels  aux  temps;  le  mouvement 
projeté  sur  le  plan  XOY  est  par  suite  un  mouvement  uni- 
forme. 

UtC.  COLilGSOS.  5 
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Nous  avons  reconnu  que  la  trajectoire  réelle  MtMtMx  est  con- 
tenue dans  un  plan  mené  par  la  droite  btbj)s  parallèlement  à 
la  droite  OZ.  11  en  résulte  immédiatement  que  cette  trajectoire 
est  droite  et  que  le  mouvement  qui  s'y  opère  est  uniforme. 
Remarquons,  en  effet,  que  ce  que  nous  avons  dit  de  la  figure 
plane  bjbjkjij^a^  nous  pouvons  le  répéter  de  la  figure  plane 
ï\iMiyiJ)J)tbi.  Nous  mènerons  par  le  point  M&  une  parallèle  M/ 
à  la  droite  bfc;  elle  coupera  en  f  l'ordonnée  frjM, ;  les  lon- 
gueurs fMtJ  iMs  seront  les  variations  du  %  du  point  mobile 
pendant  les  temps  0  et  6',  et  nous  savons  qu'elles  sont  propor- 
tionnelles à  ces  intervalles  de  temps;  nous  venons  de  démon- 
trer que  bt  b%,  b%  b%  ou  M^,  \e  sont  aussi  proportionnels  à  ces 
mêmes  intervalles  de  temps;  donc  la  similitude  des  triangles 
M/M,,  M&iMs  est  encore  établie,  et  les  trois  points M^M^M,, 
sont,  par  conséquent,  en  ligne  droite.  Enfin,  les  espaces  MâMt, 
M,  Ms  sont  parcourus  sur  cette  droite  en  des  temps  égaux  res- 
pectivement à  0  et  à  8';  or  ces  temps  sont  proportionnels  aux 
espaces  ;  donc  le  mouvement  du  point  M  est  uniforme,  et  le 
théorème  est  démontré. 

55.  La  géométrie  analytique  y  conduit  beaucoup  plus  rapi- 
dement. 

Soient 

x  =  at  -+■  a, 
y  =  0t  +  ?p 

Z  =  et  +  y, 

les  équations  des  mouvements  uniformes  d'un  mobile  projeté 
sur  les  trois  axes  coordonnés;  le  mouvement  de  ce  mobile  dans 
l'espace  sera  rectiligne  et  uniforme  ;  il  est  rectiligne,  parce 
qu'en  éliminant  t  entre  deux  quelconques  des  trois  équations 
précédentes,  on  obtient  les  équations  de  plans  qui  contiennent 
la  trajectoire  :  savoir 

bz  —  ay=bx  —  a  3, 
cy  —  fo  =  c0  —  l,h 

az  —  ex  =  «y  —  Cx. 

La  trajectoire,  contenue  à  la  fois  dans  divers  plans  distincts, 
est  donc  une  droite,  intersection  commune  de  ces  plans. 
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Le  mouvement  est  uniforme,  car  sa  vitesse  est  constante, 
puisqu'elle  est  la  résultante  géométrique  des  trois  vil  esses 
a9  by  c,  constantes  en  grandeur  et  en  direction,  de  ses  projec- 
tions sur  les  axes. 

54.  Remarque.  —  Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent 
(§36)  comment  on  pouvait  trouver  la  vitesse  moyenne  d'un 
point  sur  sa  trajectoire  entre  deux  époques  déterminées.  Si  l'on 
appliquece  procédé  aux  mouvements  projetés  sur  trois  axes  OX, 
OY,  OZ,  en  ayant  soin  de  les  considérer  chacun  entre  les  mêmes 
époques,  on  obtient  la  vitesse  moyenne  pour  chacun  des  mou- 
vements projetés,  et  on  détermine  ainsi  le  mouvement  moyen 
des  projections  pendant  la  période  considérée.  Mais  le  mou- 
vement réel  dans  l'espace,  qui,  pendant 
cette  même  période,  a  pour  projections 
sur  les  trois  axes  les  mouvements 
moyens  ainsi  déterminés,  n'est  pas,  en 
général,  le  mouvement  moyen  du  mobile 
sur  sa  trajectoire.  En  effet,  le  résultat 
de  la  composition  des  trois  mouve- 
ments  moyens,  qui  sont  tous  trois  rec- 
tilignes  et  uniformes,  est  lui-même  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme.  Soient  donc  A  et  A'  les  positions  du  mobile  aux 
deux  époques  entre  lesquelles  on  a  cherché  les  mouvements 
moyens  des  projections;  le  mouvement  résultant  de  ces  trois 
mouvements  moyens  sera  le  mouvement  uniforme  qui  s9 accom- 
plirait dans  le  même  intervalle  de  temps  le  long  de  la  corde  AA', 
et  non  le  long  de  l'arc  ABA'. 

Si  les  points  A  et  A'  sont  infiniment  voisins,  le  mouvement 
moyen  résultant  s'accomplirait  encore  suivant  la  sécante  AA'; 
mais  cette  sécante  aurait  avec  la  courbe  RR'  deux  points  com- 
muns infiniment  rapprochés,  et  serait  en  réalité  une  tangente  à 
la  courbe.  La  résultante  des  vitesses  des  mouvements  projetés 
est  donc  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  ce  que  l'on 
savait  déjà  par  le  théorème  du  g  46. 
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PROJECTION  SUR  UN    PLAN  d'un  MOUVEMENT  DANS   L*  ESPACE. 

TITESSE   ARÉOLA1RE. 


55.  Supposons  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  rectangulaires.  Soit 
RR'la  Irajecloire  d'un  point  mobile;  soient  A,  A',  deux  posi- 
tions successives  du  point  mobile  ;  a,  a*,  les  projections  de  ces 

positions  sur  Taxe  OX,  et  b%  b\  les 
projections  des  mêmes  points  sur  le 
plan  XOY. 

Les  points  a  et  a'  seront  aussi  les 
projections  sur  OX  des  points  b  et  V% 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A  et  A'  sur  le  plan  XOY. 

Soit  rt*  la  projection  .cur  ce  plan 
de  la  trajectoire  RR'.  Menons  du 
point  0  des  droites  0&,  06'  aux  posi- 
tions successives  de  la  projection  du 
mobile.  Le  rayon  mobile,  qui  joint  le  point  0  à  la  projection 
du  mobile  sur  le  plan  XOY,  engendre  une  aire  qui  s'accroît 
de  la  surface  du  triangle  très  petit  bOb'  lorsque  le  mobile 
passe  du  point  A  au  point  A'.  Si  donc  0  est  le  temps  qu'il  met 
à  parcourir  l'arc  AA',  la  vitesse  de  Faire  projetée  sera  égale  au 
rapport 

surf.  LOt/ 


Fig.  39. 


On  peut  exprimer  cette  vitesse  en  fonction  des  coordonnées 
x=0a,  y=ab  du  mobile  au  point  A  et  des  vitesses  de  ces 
coordonnées. 

Par  le  point  by  menons  bc  parallèle  à  OX,  et  joignons  Oc. 
Nous  aurons 

«urf.  60^=8urf.  OcP — surf.  0c6— surf.  bcf. 

Hais  le  triangle  bcV  a  deux  dimensions  infiniment  petites, 
tandis  que  les  triangles  bOb'f  Ocb\  Ocby  n'en  ont  qu'une. 
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On  a  donc,  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que 
Tare  bb\  ou  F  arc  AA',  est  supposé  plus  petit, 

surf.  60^= surf.  OcP— surf.  Ocb. 

Le  triangle  Ocb'  a  pour  base  cb\  et  pour  hauteur  Oa',  ou 
x  +  aa'  ;  il  a  donc  pour  surface 

Le  triangle  06c  a  de  même  pour  base  bc  =  act%  et  pour  hau- 
teur ba=y;  il  a  pour  mesure 

faa'Xjf. 

Donc 

snrf.  t>Ob'=lcb'(x+aa?)  —  laa'xy. 

cV 
Divisons  par  0,  et  observons  que—  est  la  vitesse >  vv  de  l'or- 

__/ 
donnée  y,  et  que  —est  la  vitesse,  vSJ  de  l'abscisse  x.  11  viendra 

vitesse  aréoiairc= '- =  |  [v9  (x •+• aa*)  —  viy]; 

0 

aa'  est  infiniment  petit,  on  doit  donc  le  supprimer  devant  xy  et 
Ton  a  en  définitive 

vitesse  aréolaire=±(xv9 — yvg). 

Cette  formule  est  générale  pourvu  qu'on  tienne  compte  des 
signes.  Nous  savons  déjà  quels  signes  on  attribue  à  x  et  y.  Les 
vitesses  v„  t>f,  sont  positives  si  le  mouvement  projeté  sur  les 
axes  s'opère  dans  le  sens  qui  accroît  les  coordonnées  x  et  y. 
Enfin,  la  vitesse  aréolaire  projetée  est  positive,  si  le  rayon  Ob 
se  meut  autour  du  point  0  dans  le  sens  qui  amènerait  l'axe  OX 
vers  Taxe  OY. 

,  Nous  sommes  parvenus  à  cette  formule  en  négligeant  dans 
les  équations  certains  termes  infiniment  petits,  surf,  beb' 
dans  la  première,  et  aa!  dans  la  dernière.  Ces  deux  suppres- 
sions se  compensent  exactement.  On  parviendrait  sur-le-champ 
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au  résultat  cherché,  en  appliquant  la  formule  qui  donne  la  sur- 
face S  d'un  triangle  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées 
rectangulaires 

*"  y". 

x"'  y'". 

On  sait  que  le  double  de  cette  surface  est  égal  au  détermi- 
nant 


2S  = 


1    x?     y" 


i    *"   y 


n* 


Ici,  nous  ferons  x,  =  y'  =  0,  pour  faire  coïncider  Pun  des 
sommets  avec  l'origine,  x"  =  x,  y"=y,  ef  x'"  =  x  -H dx% 
y"=y4-dy.  La  surface  rfS  du  triangle  infiniment  petit  bOb' 
sera  donnée  par  l'équation 


2</S  = 


1    0 


i    z+dx    y+dy 


=  xdy — ydx,    • 


Donc 


ffssl(*2-»ff)  =  H*r»-^- 


Sur  les  aulrcs  plans,  la  vitesse  aréolaire  serait  donnée 
par  des  formules  analogues  : 

Sur  le  plan  YOZ...  J  yvx — zr,j\ 
Sur  le  plan  ZOX...£  >t'x  —  xvt). 

Le  sens  positif  des  aires  projetées  sur  le  plan  YOZ  est  le  sens 
de  OY  vers  OZ,  et  sur  le  plan  ZOX,  de  OZ  vers  OX. 

On  voit  donc  que  la  connaissance  des  coordonnées  x,  y,  *, 
d'un  point  mobile  M  et  de  leurs  vitesses  à  un  instant  donné, 


ARÊOUIRES. 
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permet  de  trouver  les  vitesses  à  cet  instant  des  aires  décrites 
sur  les  trois  plans  coordonnés  par  les  projections  sur  ces  plans 
du  rayon  mobile  OH.  Mais  les  formules  obtenues  supposent  les 
coordonnées  rectangulaires. 


EXEBIPLE  DE  MOUVEMENT  PROJETÉ.  —  PROJECTION  SUR  UN  DIAMÈTRE 
DU  MOUVEMENT  UNIFORME  D'UN  POINT  QUI  PARCOURT  UNE  CIRCON- 
FÉRENCE  DE   CERCLE. 


56.    Un  mobile  M  parcourt,  dans  le  sens  de   la  flèche, 
avec  une  vitesse  conslante  V,  la  circonférence  d'un  cercle  AB. 
On  demande  de  déterminer  la  vitesse  du 
point  P,  projection  orthogonale  du  mo- 
bile M  sur  le  diamètre  fixe  AB. 

Nous  désignerons  par  t;  la  vitesse  cher- 
chée, et  nous  conviendrons  de  la  regar- 
der comme  négative  si  elle  est  dirigée 
dans  le  sens  AB,  et  comme  positive  si  elle 
est  dirigée  en  sens  contraire.  Pour  la  dé- 
terminer, considérons  le  mobile  dans  une 
position  M'  très  voisine  du  point  M  ;  la  position  correspon- 
dante du  mobile  projeté  sera  le  point  P',  très  voisin  du  point  P. 
La  vitesse  du  premier  mobile  M  est  connue  :  elle  est  égale  à  >, 
et  si  Ton  appelle  6  le  temps  que  le  mobile  met  à  passer  du  point 
M  au  point  M',  on  aura 


Fib'.    4U. 


MM'  =  V-J. 


On  aura  de  même 


PP'  =  —  vO, 


en  mettant  le  signe  —  devant  v>  parce  que  la  vitesse  de  P 
est  dirigée  dans  le  sens  négatif  PO,  ce  qui  rend  v  négatif.  Par 
suite, 


V 

f 


PP' 

MM'- 
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On  obtiendra  donc  la  vitesse  v  en  cherchant  la  valeur  do 
PI'/ 
rapport  rvrp  lorsque  le  point  M'est  infiniment  près  du  point  M. 

L'arc  MM'  se  confond  alors  avec  un  élément  de  la  tangente 
an  cercle  au  point  M  ;  il  est  donc  perpendiculaire  au  rayon  OM. 
Abaissons  du  point  M  une  perpendiculaire  MI  sur  M'  I*  ;  cette 
droite  MI  sera  parallèle  à  PF,  et  par  suite  sera  égale  à  PP*, 
comme  côtés  opposés  dans  un  même  rectangle.  Donc 

pp'_j*n 

Mil' ~"  MM' 

Or  les  triangles  M'IM,OPM,  sont  semblables  comme  ayant 
leurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun,  et  Ton  a  la  pro- 
portion 

• 

jn  _mp 

WI'"0JI" 

Donc 

v~  -Vxûïi- 

OM  est  une  quantité  constante,  égale  au  rayon  OA  du  cercle. 
La  formule  précédente  indique  donc  que  t»,  vitesse  du  point  P, 
est  proportionnelle  à  l'ordonnée  MP  do  la  circonférence. 

La  vitesse  du  mouvement  projeté  est  nulle  au  passage 
du  mobile  M  au  point  A;  elle  croit  en  valeur  absolue  jusqu'à 
ce  que  le  mobile  M  ait  atteint  le  point  C,  extrémité  du  premier 
quadrant.  Alors  elle  est  égale  à  Y,  car  l'ordonnée  MP  devient 
égale  à  OC,  rayon  du  cercle.  Lorsque  le  mobile  a  dépassé  le 
point  C,  la  vitesse  négative  décroît  en  valeur  absolue,  et  se  re- 
trouve nulle  quand  il  atteint  le  point  B.  Au  delà  de  B,  la  pro- 
jection a  un  mouvement  rétrograde,  la  vitesse  change  donc  de 
signe  et  devient  positive  de  B  vers  A  ;  en  même  temps,  l'or- 
donnée MP  est  dirigée  de  haut  en  bas,  et  doit  entrer  dans  les 
calculs  avec  le  signe  négatif.  Si  donc  on  désigne  par  y  l'ordon- 
née MP  du  point  M,  prise  avec  le  signe -h  ou  le  signe — ,  suivant 
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qu'elle  est  située  au-dessus  ou  au  dessous  du  diamètre  BA,  on 
pourra  poser  l'équation  générale 

R  élant  le  rayon  OA  du  cercle  donné. 

Proposons-nous  de  trouver  l'accélération  ;  du  mouvement 
du  point  P.  Nous  savons  que  cette  accélération  est  la  vitesse 
de  la  vitesse  v.  Or  v  est  le  produit  de  l'ordonnée  y  par  un 

V 

facteur  constant,  — »-.  La  vitesse  de  v  est  donc  le  produit  du 

y 

facteur — |r-  par  la  vitesse  de  y,  qui  reste  à  déterminer. 

Quand  le  mobile  qui  parcourt  la  circonférence  passe  de  M 
en  M',  l'ordonnée  y  s'accroît  de  la  quantité  M'I,  de  sorte  que 

MM 

la  vitesse  de  y  est  la  limite  du  rapport  —  lorsque  MM'  décroit 

indéfiniment.  Les  triangles  semblables  M'IM,0PM  donnent 
l'égalité 


M'I      OP 
MM'  ~~  UM' 

Donc 

OP 
M'I=gixMH', 

et,  divisant  par  6, 

M'I        .,  OP      w      V* 

T  =  v.iessedey=6Sx?=lr, 

en  appelant  x  Yabscisse  OP  du  point  M.  Il  est  facile  de  voir  que 
la  formule  est  générale  pourvu  que  Ton  prenne  l'abscisse  x 
avec  le  signe  -H  si  elle  est  portée  à  droite  du  point  0,  et  avec  le 
signe —  si  elle  est  portée  en  sens  contraire. 

La  vitesse  de  l  ordonnée  est  donc  représentée  en  grandeur  et 

en  signe  par  l'expression  -g~,  et  comme  l'accélération  j  du 
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v 

point  P  est  le  produit  de  cette  vitesse  par  —  g-,  il  en  résulte 
qu'on  a 

.__V*      V_      VTr 
*—       ltXH R«* 

L'accélération  du  point  P  est  négative  tant  que  le  point 
P  reste  compris  entre  A  et  0,  et  positive  quand  il  est  compris 
entre  0  et  B.  Elle  est  proportionnelle  à  la  distance  OP.  Lorsque 
le  mobile  P  est  au  point  A,  x  ==R,  et  l'accélération  j  est  égale 

V1 

à  —  jr  ;  elle  est  nulle  quand  le  point  P  passe  au  point  0. 

En  définitive,  la  vitesse  du  point  P  est  proportionnelle  à  For- 
donnée  MP  du  point  du  cercle  qui  a  OP  pour  abscisse,  et  l'ac- 
célération, toujours  dirigée  de  P  vers  le  centre  0,  ou,  comme 
on  dit,  toujours  centripète,  est  proportionnelle  à  l'abscisse  OP. 

57.  Traitons  analytiquement  le  même  problème. 

Soit  a)  la  vitesse  angulaire  constante  du  rayon  OM  ;  appelons  t 
le  temps,  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  M  passe  au 
point  A.  L'angle  AOM  décrit  par  le  rayon  OM  pendant  le  temps  t 
sera  égal  à  wf,  et  par  suite  la  distance  0P= x  du  mobile  pro- 
jeté au  point  0  sera  donnée  avec  son  signe  par  l'équation 

a:  =  H  cos  «f . 

C'est  l'équation  du  mouvement  projeté. 
La  vitesse  de  ce  mouvement  s'obtient  par  l'équation 

l>=-j--  =  —  R  usinai 
dt 

et  l'accélération  par  une  seconde  différent iat ion 

d*x 
j  =  ~--z=i  —  R«*cos«f. 
dt* 

Si  nous  appelons  V  la  vitesse  linéaire  du  mobile  M ,  nous 

Y 

pourrons  (g  30)  remplacer  co  par  jr  ;  et  observant  de  plus  que 
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Rsin<i>f=PM=y ,  il  vient  les  formules  déjà  trouvées: 


V** 


R*' 


58.  Construisons  la  courbe  des  espaces  qui  définit  le  mou- 
vement du  point  P,  puis  la  courbe  des  vitesses,  et  enfin  la 
courbe  des  accélérations. 


Pour  cela,  observons  que  le  temps  f,  compté  à  partir  de 
l'un  des  moments  où  le  point  M  passe  au  point  A,  est  propor- 
tionnel à  l'arc  AM décrit  parle  mobile  à  partir  de  ce  moment; 
on  a  en  effet 


arc  ÀM=V*. 


Donc 


i= 


arc  AM 


Cela  revient  pour  ainsi  dire  à  admettre  que  le  rayon  OM  est 
l'aiguille  d'un  quadrant  sur  lequel  onlil  les  heures. 

Sur  une  droite  indéfinie  A'X ,  prenons  des  longueurs 
A'C/=C'B'=B'D=D/A'1 ...  égales  au  développement  des  qua- 
drants successifs  AC,  CB,  BD....  Ce  sera  l'échelle  des  temps; 
A'  C  représentera  le  temps  nécessaire  au  mobile  M  pour  aller 
de  A  en  C,  deC  enB.... 

Prenons  le  point  0  pour  origine  des  espaces  décrits  par  le 
point  P. 

Pour  t  =  0,  ou  pour  le  moment  du  passage  du  point  M  au 
point  A,  le  point  P  est  à  une  distance  OA  =  R  de  l'origine  0. 
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Nous  porterons  donc  an  point  A'  une  ordonnée  A'E.  positive 
cl  égale  ou  rayon  OA. 

Quand  M  passe  en  C,  le  point  P  coïncide  avec  le  point  0  ; 
donc,  pour  (  =  C'A',  l'ordonnée  de  la  courbe  des  espaces  es! 
mille. 

Pour  1  =  AB',  c'est-à-dire  au  moment  où  le  mobile  M  passe 
au  point  B,  le  mobile  P  se  trouve  à  une  distance  0B  =  R  de 
l'origine  dans  le  sens  négatif.  Nous  porterons  donc  l'ordonnée 
B'F=B  dans  le  sens  des  ordonnées  négatives. 

ta  courbe  passe  au  point  D'  pour  indiquer  que  le  point  P 
coïncide  avec  le  point  0  lorsque  le  mobile  M  passe  au  point  D. 

Enfin,  quand  M  a  achevé  sa  révolution  entière  et  est  revenu 
nu  point  A,  le  point  P  se  retrouve  en  A  aune  distance  positive, 
OA  — R,  de  l'origine.  La  courbe  passe  donc  par  le  point  G.  dont 
les  coordonnées  sont  A'tG=  R  et  A'A',^=  circonférence  OA. 

Au  delà,  le  tracé  se  répète  indéfiniment  pour  chaque  révo- 
lution successive  du  mobile  M.  Le  mouvement  du  point  P  est 
mi  mouvement  oscillatoire  du  point  A  au  point  B  avec  retour 
du  point  B  au  point  A,  et  se  reproduit  indéfiniment  d'une 
manière  périodique. 

La  courbe  indéfinie  ainsi  obtenue  a  pour  équation 


c'est  donc  une  sinusoïde. 

La  courbe  des  vitesses  peut  se  déduire  directement  de  la 
courbe  des  espaces  ;  mais  on  peut  aussi  employer  la  formule 
»  =  —  lUriiiHf. 

Cette  nouvelle  courbe  passe  aux  points  A',  B',  A',,  et  est 
une  nouvelle  sinusoïde  A'UB'KA',;  on  peut,  en  faisant  clioix 
d'une  échelle  convenable  des  vitesses,  laisser  de  côté  le  fac- 
teur constant  u,,  et  alors  la  sinusoïde  des  vitesses  sera  la 
sinusoïde  des  espaces,  déplacée  vers  la  gauche  d'une  quantité 
C'A'  égale  à  un  quadrant.  C'est  ce  qu'indique  l'équation 
même  de  la  courbe  : 


.(-+«. 
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De  même,  la  courbe  des  accélérations,  abstraction  fuite  du 
facteur  constant  w1,  dont  on  peut  tenir  compte  par  une  divi- 
sion convenable  de  l'échelle  des  accélérations,  sera  la  si- 
nusoïde des  vitesses  déplacée  d'un  quadrant  vers  la  gauche 
et  occupant  la  position  E'C'F'D'G',  ou  encore  la  sinusoïde  des 
espaces  renversée  autour  de  Taxe  des  temps. 

Si  nous  voulions  la  vitesse  moyenne  du  point  P  dans  son  tra- 
jet du  point  A  au  point  B,  il  faudrait  diviser  l'espace  parcouru 
AB=  2R  par  le  temps  T  mis  à  le  parcourir  ;  or  ce  temps  T  est 
la  durée  du  trajet  du  mobile  M,  du  point  A  au  point  B  le  long  de 
la  circonférence  ACB  ;  donc 

ACBou*R  =  TxV 

et 

T     *R 
T=V" 

La  vitesse  moyenne  du  point  P,  dans  une  de  ses  oscillations 
simples,  est  donc  égale  à 

2R        2V 


(tf 


22 
Le  nombre  t.  étant  égal  à  très  peu  près  à  -=-,  on  voit  que  la 

vitesse  moyenne  du  point  P  dans  une  de  ses  oscillations  simples 

7 
est  à  peu  près  les  77  de  la  vitesse  V  du  mobile  M. 

Les  valeurs  absolues  extrêmes  de  la  vitesse  du  point  P  sont 
OetV. 

59.  Enfin,  on  peut  se  proposer  de  construire  la  courbe  des 
vitesses  rapportées  aux  espaces  parcourus;  on  obtiendra 
l'équation  de  cette  courbe  en  éliminant  t  entre  les  deux 
équations 

*=Rc0Sc*f, 
»=  —  Rwsinuf. 

On  obtient  ainsi  l'équation 

GMtf-- 
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qui  représente  une  ellipse  dont  le  demi-axe  horizontal  est  égal 
à  R,  et  le  demi-axe  vertical  égal  à  Rw.  Comme  nous  pouvons 
disposer  arbitrairement  de  1  échelle  des  vitesses,  nous  nous 
arrangerons  pour  que  ces  deux  demi-axes  soient  égaux  ;  alors 

mm 

l'équation  de  la  courbe  cherchée  devient,  en  changeant  - 


en  y, 


ay+<ff- 


i 


ou 


«•  +  y,  =  R1; 


c'est-à-dire  que  cette  courbe  est  la  circonférence  décrite  par 
le  point  M.  Nous  avons  remarqué,  en  effet,  que  la  vitesse  v  du 
point  P  est  à  chaque  instant  proportionnelle  à  l'ordonnée  y  du 
point  M  dans  sa  position  correspondante. 

DU   MOUVEMENT   D'UN  POEÏT  RAPPORTÉ   A  DES   COORDONNÉES  POLAIRES. 


60.  Le  mouvement  d'un  point  M  dans  un  plan  est  entière- 
ment défini  quand  on  donne  à  chaque  instant  les  valeurs  du 

rayon  vecteur  r=OM,  et  de  V angle  po- 
laire 6  =  MOP,  que  la  direction  du  rayon 
vecteur  OM  fait  avec  Taxe  polaire  fixe  OP. 
Soient  M  et  M'  deux  positions  succes- 
sives infiniment  voisines  du  point  mobile 
sur  sa  trajectoire.  Elles  correspondent, 
l'une  aux  valeurs  r  et  0  des  coordonnées, 
l'autre  aux  valeurs  r-t-  dr  et  6  -+-  dô.  L'arc  MM'  est  égal  à  d*, 

ds  ' 

et  le  rapport  ^  est  la  vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Projetons  le  point  M'  en  VLV  sur  la  direction  de  OM,  pro- 
longée s'il  eot  nécessaire.  L'aie  MM'  est  la  résultante  géomè-- 
trique  des  deux  composantes  MMÂ  et  MtM',  dont  les  directions 


Fig.   42. 
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sont  connues  ;  de  sorte  que  la  vitesse  v  s'obtiendra  en  compo- 
sant la  vitesse  -g-1,  portée  suivant  le  rayon  OM,  avec  la  vi- 
tesse -^-,  perpendiculaire  à  ce  môme  rayon.  Tout  se  réduit 

donc  à  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  vitesses. 

La  composante  MMA  est  la  différence  entre  OM,  el  OM  ;  or  OM 
est  la  projection  sur  OM  de  la  droite  OM',  qui  fait  avec  OM 
un  angle  infiniment  pelil  M'OM  =  do.  La  différence  entre  la 
droite  OM' et  sa  projection  OM  est  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur  au  premier.  Cette  proposition  étant  extrêmement 
importante,  nous  en  ferons  l'objet  d'un  lemme  particulier. 

61.  Lemme.  —  La  projection  orthogonale  d'une  droite  finie 
sur  une  direction  qui  fait  avec  cette  droite  un  angle  infiniment 
petit,  est  égale  à  la  longueur  de  la 
droite,  à  moins  dun  infiniment  petit 
du  second  ordre. 

Soit  AB  la  droite  finie;  MN,  la 

direction  sur  laquelle  se  fait  la  pro-   

jection.  Du  point  A  on  abaisse  Aa,     " 
et  du  point  B,  Bfr,  perpendiculaires 
sur  MN.  La  longueur  ab  est  la  pro- 
jection de  AB.  La  construction  re- 
vient à  mener  par  les  points  A  et  B  deux  plans  P  et  Q  perpen- 
diculaires à  MN,  et  à  prendre  les  intersections  a  et  b  de  ces 
plans  avec  la  droite. 

Par  le  point  A,  menons  une  droite  AC  parallèle  à  MN  ;  elle 
sera,  comme  la  droite  MN,  perpendiculaire  aux  plans  P  et  Q,  et 
percera  ce  dernier  plan  en  un  point  C.  Joignons  Çb  et  BC;  la 
droite  AC,  perpendiculaire  au  planQ,  est  perpendiculaire  aux 
deux  droites  Cfr,  CB,  qui  passent  par  son  pied  dans  ce  plan. 
Donc,  d'une  part,  la  figure  AabC  est  un  rectangle,  et  par  suite 
AC=ab;  d'autre  part,  le  triangle  ACB  est  rectangle  en  C,  de 
sorte  que  AC  est  la  projection  orthogonale  de  la  droite  AB  sur 
une  direction  AC  menée  parallèlement  à  MN  par  le  point  A. 
La  projection  d'une  droite  AB  sur  un  axe  quelconque  MN  est 


Fig.  43. 


-J 
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donc  égale  à  la  projection  de  cette  même  droite  sur  tout  autre 
axe  parallèle  au  premier.  Cette  première  partie  de  la  démon- 
stration est  générale  et  ne  suppose  pas 
infiniment  petit  l'angle  BAC  des  deux  di- 
rections AB,  MN. 

Ceci  posé,  nous  avons  à  chercher  (fig.  44) 
une  limite  du  rapport  de  AB  à  sa  projec- 
tion AC,  dans  le  triangle  rectangle  ABC,  lorsque  l'angle  BAC 
est  infiniment  petit. 

Nous  savons  déjà  que  l'oblique  AB  est  plus  grande  que  la 
perpendiculaire  AC.  Posons  donc 


Fig.  44. 


AB 
AC 


=  !+«. 


c  étant  un  nombre  positif,  variable  avec  l'angle  BAC,  et  se  ré- 
duisant à  zéro  quand  l'angle  BAC  devient  nul.  Il  s'agit  de  trou- 
ver une  limite  supérieure  de  e. 
On  tire  de  cette  égalité 


AB  =  ÀC  +  ACXif 


et,  élevant  au  carré, 


AB*  =  Â(^  +  2AC,X«  +  ÂC,Xt,. 

Mais  le  triangle  rectangle  ACB  nous  donne 


ab^ac'  +  bc*. 


Donc 


BC*=2AC*X«  +  ÂC,Xi*. 


Supprimant  le  terme  AC  Xs*,  qui  est  toujours  positif,  il  vient 

2Ïc,x•<Bc^ 
et  par  suite 

Si  BC  est  infiniment  petit  par  rappoit  à  AC,  c   est  moin- 
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BC 

dre  que  la  moitié  du  carré  du  rapport  Tp  ;  e  est  donc  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  et  la  proposition  est  démon- 
trée. 

62.  Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  prin- 
cipe beaucoup  plus  général. 

Prenons  sur  une  droite  indéfinie  XY  un  point  0  pour  ori- 
gine; soit  A  un  point  fixe  donné,  et  P  un  point  mobile  le  long 
de  la  droite.  Joignons  AP.  Cette  longueur  est  une  fonction  de 
la  distance  OP,  et  nous  pouvons  poser 

y=F(x), 

en  appelant  y  la  longueur  AP  et  x  la  distance  correspondante 
OP.  11  est  facile  de  voir  que  la  fonction  F  passe  par  un  mini- 
num  lorsque  le  point  P  vient  coïncider  avec  le 
pied,  C,  de  la  perpendiculaire  AC  abaissée  du 
point  A  sur  la  droite  ;  que,  si  l'on  appelle  a  la 
distance  OC,  la  fonction  prend  les  mêmes  va- 
leurs pour  £  =  a  +  &eta;==a  —  6,  et  qu'en- 
fin, à  mesure  que  x  grandit  en  valeur  absolue, 
y  grandit  indéfiniment  à  partir  de  la  valeur 
j/  =  AC.  La  fonction  ¥(x)  est  continue,  et  pour 
toute  valeur  réelle  et  finie  de  la  variable ,  sa 
dérivée  F'(x)  a  une  valeur  réelle,  finie  et  déter- 
minée; on  peut  ajouter  que  F'(x)  est  aussi  r 
continue,  et  que  cette  fonction  n'éprouve  pas 
de  variations  brusques  quand  la  variable  reçoit  un  accroisse- 
ment infiniment  petit.  Des  qu'on  a  constaté  ces  caractères,  on 
peut  en  conclure  que  la  dérivée  F'(x)  s'annule  pour  x  =  a,  et 
que,  par  suite,  pour  x  =  a-t-h  on  a 

0  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  l'unité.  Donc  la  différence 
AU  —  AC  =  Y(a  +  h)  —  V(a)  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
la  quantité  LC,  qui  est  égale  à  /*. 

UlC.    COU  16X03.  0 
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Il  résulte  de  là  que  le  cosinus  dJun  angle  infiniment  petit  est 
égal  à  l'unité,  à  des  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur  au 
premier;  de  sorte  que,  dans  tous  les  problèmes  où  la  solution 
ne  dépend  que  des  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on  peut 
confondre  (fig.  43)  une  droite  AB  avec  sa  projection  ab  sur 
une  direction  faisant  avec  elle  un  angle  infiniment  petit  ;  car 
cela  revient  à  supprimer  dans  les  équations  du  problème  des 
termes  infiniment  petits  par  rapport  à  ceux  que  Ton  doit  con- 
server. 

63.  Revenons  à  la  question  que  nous  nous  étions  proposée. 

La  droite  OM'  (fig.  42)  faisant  avec  OM  un  angle  dO  infini- 
ment petit,  on  a,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 

et  par  suite 

MMi  =  dr. 

De  môme  le  triangle  rectangle  OMM'  nous  donne 

M/M1  =  OM'sinM'OM=(r+rfr)Xsin(«i0). 

Le  sinus  d'un  arc  infiniment  petit  esl  égal  à  l'arc  lui-même, 
aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près  ;  et  Ton  a,  par 
suite,  en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits  du  premier 
ordre, 

M'M4  =  rdQ. 

dr 
Donc  les  composantes  de  la  vitesse  sont  j-  suivant  le  rayon 

vecteur,  et  -tt-  suivant  une  perpendiculaire  à  ce  rayon.  La 

première  composante  a  reçu  le  nom  de  vitesse  de  glissement, 

et  la  seconde  celui  de  vitesse  de  circulation  ;  celle-ci  est  le  pro- 

d8 
duit  du  rayon  vecteur  r,  par  la  vitesse  angulaire  -*-.  Enfin  la 

.  .  .      .     .    ,  surf.(M'OM) 
vitesse  aréolaire,  égale  a  j- -,  a  pour  expression 

*    dt 
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64.  Pour  passer  des  coordonnées  rectangles  OX=#  et 
NM  =  y  aux  coordonnées  polaires  r  =  0M,  ô  =  M0P,  on  em- 
ploie les  équations 

%  =  rccsff, 
y  =  rsinft. 

Les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile,  suivant  les  axev 
fixes  OP,  OY,  seront  données  par  la  différentialion  de  ces  deux 
équations , 

dx      dr       A  .   Ad9 

dy     dr  .    A  ,  AdQ 

On  obtiendrait  facilement  ces  formules  en  projetant  sur  les 

axes  la  triangle  bfifjtt'. 

dx      du 
Si,  au  contraire,  on  donne  -jt  et  ~ ,  et  qu'on  demande  la 

vitesse  de  glissement  et  la  vitesse  de  circulation,  il  faudra 
résoudre  les  deux  équations  du  premier  degré  : 

Aàr        .    .    ^    d9      dx 


•    '*dv  i         *^    dh      dy 


ce  qui  donnera 


dr      dx        A  ,  dy  .    ^ 

Tt=dicwe+dtnù0' 

d$      dy  dx  .    . 

r5/  =  dicos0~^8m9- 


Si  dans  cette  dernière  équation  nous  remplaçons  cos  0  et 

x      v 
sin  0  par  -  et  — ,  il  viendra,  en  divisant  par  2, 

1   9d9_  \  x<ly  —  ydx 

âr  de""  2      dt      ' 
expression  déjà  trouvée  de  la  vitesse  aréolaire  (§  55.) 


6» 
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65.  La  position  d'un  point  M  dans  l'espace  peut  être  définie 
>ar  les  deux  angles  ô  =  ZOM,  ?=XOP,  et  la  longueur  r=OM 

du  rayon  vecteur.  L'angle  9  mesure  le 
dièdre  compris  entre  le- plan  fixe  ZOI 
et  le  plan  ZOM,  conduit  par  Taxe  OZ 
et  le  point  M  ;  ce  sera  par  exemple 
-  la  longitude  du  point  M  sur  une  sphère 
décrite  du  point  0  comme  centre. 
L'angle  ZOM  est  un  angle  polaire  dans 
le  plan  ZOM,  il  définit  dans  ce  plan  la 
direction  OM;  c'est  la  colatitude  du  point  M.  Enfin  la  dis- 
tance OM  achève  de  fixer  la  position  de  ce  point; 

Abaissant  MP  perpendiculaire  sur  le  plan  XOY,  puis  PL 
perpendiculaire  sur  OX,  nous  aurons  OL=#,  LP=jf,  PM=*t 
dans  le  système  ordinaire  de  coordonnées  rectangles  ;  ces 
coordonnées  sont  liées  aux  coordonnées  polaires  par  les  rela- 
tions 


Fi;.  46. 


HP 

OP: 
OL: 
LP: 


:  OH  COS  0» 

OM  sin  0, 
OP  cos  f, 
OP  sin  fft 


d'où  résultent  les  trois  équations 


2  =  rsin0  cos?, 
y  =.  rsinOsin  9, 
2  =  rci<s  0. 


De  ces  équations  on  tire  la  transformation  inverse  : 

COS0=-, 

r 


*«"£*=!• 
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Pour  avoir  les  vitesses  des  mouvements  projetés  sur  les 
axes  fixes  0&,  Oy,  0*,  on  différenliera  les  trois  premières 
équations.  Il  vient 

dz      dr  .  <f$  .        .      df 

-=7  =  -n  sin  0  cos©  -f  r  cos  0  cos  •  -r.  —  r  sin  0  sin  •  -;  * 
dt       at  T  T  dt  dt 

dy      dr  .     .   .  .    .       dB  .      •        d? 

-~  =-^sin  ôsino-hrcostf  sinf  tt  +rsin0cotf  ~i 

éi      dr       n  .      rf0 

a=^COS0-rsin0^. 

On  peut  ensuite  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  -j-,  —, 

^j: .  ce  qui  donnera,  en  fonction  des  vitesses  projetées  sur  les 

a  Xes  fixes,  la  vitesse  de  glissement  du  point  mobile  sur  le  rayon 
lecteur,  la  vitesse  de  la  colatitude  et  la  vitesse  de  la  longi- 

txide.  Le  produit  r  -g  est  la  tûteM*  (te  circulation  en  latitude, 

et  rsin/h|,  la  vitesse  de  circulation  en  longitude.  Multipliant 

•dr 
successivement  chaque  équation  par  les  coefficients  de  -7-, 

puis  parles  coefficients  de  r  —,   enfin    par   les   coefficients 

do 
de  r  sin  6  ~,  et  faisant  les  sommes,  on  obtient  les  équations 

suivantes,  qu'il  serait  aisé  de  démontrer  géométriquement  : 

dr      .   M        dx       .   A  .     du  dz 

-j- =sin  0cosç>  -r-  -f  sm0sins>  -£  +  cos  0  it, 
al  'ai  '  at  at 

d*  A        dz  ,        A  .     dy        .    nd* 

r^=cos0cos9^4-cos0sinç>^  —  sin  0-^, 


rîin4/=-,infs^cosf2- 


CHAPITRE  III 

DU    MOUVEMENT   RELATIF 


66.  Les  mouvements  dont  nous  nous  sommes  occupés  jus— 
qu'à  présent  étaient  des  mouvements  absolus,  c'est-à-dire  d 
transports  effectifs  d'un  point  mobile  en  divers  points  géomé- 
triques de  l'espace.  Nous  avons  vu  qu'on  peut  les  définir  e 
donnant  en  fonction  du  temps  les  valeurs  successives  des  cooi 
données  #,  y,  *,  du  point  mobile  par  rapport  à  trois  axes 

Nous  allons  étudier  dans  ce  chapitre  le  mouvemetit  relatif  o 
mouvement  apparent;  il  diffère  du  mouvement  absolu  en 
qu'au  lieu  de  chercher  la  trajectoire  et  les  vitesses  du  mobile 
dans  l'espace  absolu,  ou  par  rapport  à  des  axes  fixes,  on 
cherche  la  trajectoire  et  les  vitesses  du  mobile  relativement  à 
des  points  ou  à  des  axes  qui  sont  eux-mêmes  animés  d'un 
certain  mouvement. 

Un  exemple  éclaircira  cette  nouvelle  image. 

Un  voyageur  se  promène  sur  le  pont  d'un  bateau  qui  se 
meut  le  long  d'une  rivière.  On  peut  considérer  le  mouvement 
relatif  du  voyageur  par  rapport  au  bateau  ;  c'est  ce  mouvement 
qui  amène  successivement  le  voyageur  de  l'arrière  à  l'avant, 
de  l'avant  à  l'arrière,  du  côté  droit  au  côté  gauche,  etc.  Tous 
ces  mouvements  sont  caractérisés  par  une  liajecloire  qu'on 
pourrait  tracer  sur  le  pont  du  bateau  et  par  certaines  vitesses 
le  long  de  cette  trajectoire;  la  vitesse  propre  du  bateau  sur 
la  rivière  n'intervient  en  lien  dans  la  détermination  des  été 
ments  de  ce  mouvement;  c'est  un  mouvement  relatif  pour  1' 
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(ude  duquel  on  peut  supposer  que  le  bateau  reste  fixe,  en  fai- 
sant abstraction  du  mouvement  qu'il  possède  sur  la  rivière. 

Si  l'on  connaît  le  mouvement  du  bateau  et  le  mouvement 
du  voyageur  par  rapport  au  bateau,  il  est  clair  qu'on  pourra 
en  déduire  le  mouvement  du  voyageur  par  rapport  aux  bords 
delà  rivière;  on  saura  trouver,  en  effet,  à  chaque  instant, la 
position  exacte  du  bateau  par  rapport  aux  rives,  et,  sur  le  ba- 
teau, la  position  exacte  du  voyageur;  en  reportant  ces  indica- 
tions sur  le  plan  de  la  rivière,  on  y  tracera  la  suite  des  posi- 
tions occupées  par  le  voyageur  ;  ce  sera  la  trajectoire  du  voya- 
geur par  rapport  aux  rives,  et  le  mouvement  du  voyageur  sur 
cette  trajectoire  sera  connu,  puisqu'on  saura  1  heure  de  son 
passage  aux  divers  points  de  cette  trajectoire.  En  résumé,  de 
la  connaissance  du  mouvement  relatif  du  voyageur  par  rapport 
au  bateau,  et  du  mouvement  du  bateau  par  rapport  aux  rives, 
on  peut  déduire  le  mouvement  du  voyageur  par  rapport  aux 
rives. 

Ce  dernier  mouvement  serait  le  mouvement  absolu  du  voya- 
geur si  les  rives  étaient  immobiles.  Or  on  sait  qu'il  n'en  est 
rien,  et  que  la  terre  entière  est  animée  d'un  certain  mouvement 
dans  l'espace.  Connaissant  le  mouvement  du  voyageur  par  rap- 
port aux  rives  et  le  mouvement  absolu  de  la  terre,  on  en  dé- 
duirait de  même  les  positions  successives  du  voyageur  dans 
l'espace,  c'est-à-dire  on  déterminerait  le  mouvement  absolu  du 
voyageur. 

Tous  les  mouvements  que  nous  observons  à  la  surface  de  la 
terre  ou  dans  le  ciel  sont  des  mouvements  apparents  ;  l'obser- 
vateur n'a  pas  conscience  du  mouvement  d'entraînement  qu'il 
subit. 

67.  Proposons-nous  de  résoudre  d'une  manière  générale  le 
problème  suivant  : 

Connaissant  le  mouvement  d'un  point  M  relativement  à  un  sys- 
tème S,  dit  système  de  comparaison,  qui  est  lui-même  mobile  dans 
l'espace y  et  connaissant  le  mouvement  absolu  de  ce  système  S, 
trouver  le  mouvement  absolu  du  point  M. 

Le  mouvement  absolu  du  système  de  comparaison  auquel  on 
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rapporte  le  mouvement  relatif  du  point  M,  est  appelé  mouve- 
ment d'entraînement. 

Le  point  H  décrit  par  rapport  au  système  S  une  certaine 
trajectoire  T,  qui  est  sa  trajectoire  relative  ;  au  bout  d'inter- 
valles de  temps  égaux  entre  eux,  il  occupe  sur  cette  trajectoire 
les  positions  At,  A„  A,,  A4.... 

Hais  la  trajectoire  relative  fait  partie  du  système  S  et  parti- 
cipe à  son  mouvement  d'entraînement.  Elle  occupe  donc  suc- 
cessivement, au  bout  des  mêmes  intervalles  de  temps,  les 

positions  Tn  Tt,  T„  T4.  Le  mobile 
pendant  le  premier  intervalle  de 
temps  passe  de  A&  en  At  sur  sa 
trajectoire  relative;  pendant  le 
même  temps,  la  trajectoire  passe  de 
la  position  T&  à  la  position  Tt;  par 
suite  la  position  réelle  du  mobile, 
au  bout  de  ce  temps,  est  le  point  Bt, 
position  prise  par  le  point  Af.  On 
reconnaîtra  de  même  qu'au  bout 
du  second  intervalle  de  temps  le 
mobile  sera  en  C„  et  au  bout  du 
troisième  en  Dt.  La  trajectoire  abso- 
lue est  donc  la  ligne  Al  PtC.D4,  et  le  mouvement  du  mobile 
est  entièrement  défini,  puisqu'on  sait  que  dans  le  premier 
intervalle  de  temps  il  passe  de  \t  en  Rt,  dans  le  second  de  B, 
en  C„  dans  le  troisième  de  Cs  en  D4,  etc. 

La  relation  qui  lie  la  vitesse  relative  el  la  vitesse  absolue 
du  point  M  se  déduit  de  cette  construction  de  la  trajectoire 
absolue. 

Soit  0  un  temps  infiniment  petit,  pendant  lequel  le  mobile  M 
passe  sur  sa  trajectoire  relative  de  la  position  M  à  la  position  M' 
infiniment  voisine.  Pendant  ce  même  temps  0,  la  trajectoire  se 
déplace  d'une  quantité  infiniment  petite  et  vient  occuper  la  po- 
sition Tft.  Le  point  géométrique  M  de  la  trajectoire  passe  en  Mt, 
après  avoir  décrit  en  vertu  du  mouvement  d'entraînement 
l'élément  recti ligne  MMft.  Dans  le  même  intervalle  infiniment 


Fig.  47. 
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petit  0,  le  point  mobile  passe  en  réalité  du  point  M  au  point  N, 
situé  sur  la  ligne  T|f  à  une  distance  Mt  N  =  MM'  du  point  Mt; 
il  décrit  donc  dans  son  mouvement  ab- 
solu la  diagonale  MN  du  parallélogramme  l  \ 

MMt  KM' construit  sur  les  chemins  MM',MM|9  /      _. .  JN 

dont  l'un  MM'  est  décrit  par  le  mobile  dans  j~^^\lJ 
son  mouvement  relatif,  et  dont  l'autre  se-  M;  ~~~~~ 1 
rait  décrit  par  le  mobile  si,  pendant  le       /  / 

temps  8,  il  était  entraîné  par  le  mouve-    y  /r 

ment  du  système  de  comparaison  S. 

A  la  limite,  les  directions  MM',  MN,  MMP 
sont  les  directions  des  vitesses  du  point  M  :  MM'  est  la  direc- 
tion de  la  vitesse  relative,  MN  celle  de  la  vitesse  absolue,  et 
MMt  celle  de  la  vitesse  d'entraînement  du  point  du  système  S 
avec  lequel  coïncide  le  point  M  au  commencement  du  temps  0 
considéré. 

Les  grandeurs  des  vitesses  sont  données  par  les  limites  des 

#  MM'  MN  MM,     „  t  . 

rapports  —,  —,  — 1-\  elles  sont  donc  proportionnelles  aux 

longueurs  MM',  MN,  MMtl  des  éléments  eux-mêmes,  ou  aux 
côtés  de  l'un  des  triangles  MMt  N,  MM'N.  A  la  figure  MMtNM', 
qui  est  infiniment  petite,  on  peut  substituer  une  ligure  sem- 
blable de  dimensions  finies,  sans  altérer  les  rapports  cherchés. 

En  définitive,  la  vitesse  absolue  V  du  point  M  à  un  moment 
quelconque  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  MV  d'un 
parallélogramme,  dont  les  côtés  Mu,  Mu, 
représentent  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, le  premier  la  vitesse  relative,  v,  du  ?.%n  i9 
point  M,  le  second  la  vitesse  d'entraîne- 
ment, u,  du  point  géométrique  du  système  de  comparaison 
avec  lequel  le  mobile  M  coïncide  au  même  moment. 

Ce  théorème  s'exprime  plus  brièvement  de  la  manière  sui- 
vante: 

La  vitesse  absolue  est  la  résultante  de  la  vitesse  relative  et  de 
le  vitesse  d'entraînement. 
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68.  Si  l'on  donne  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  ab — 
salue  MV  et  la  vitesse  d'entraînement  Mu,  il  est  facile  d'en  de — 
duirc  la  vitesse  relative;  en  effet,  la  vitesse  relative  Mu  serr_3 
égale  et  parallèle  à  la  droite  «V,  qui  achève  le  triangle  M«V 

On  peut  dire  aussi  que  la  vitesse- 
relative  Me  est  la  résultante  de  /<-» 
vitesse  absolue  MV  et  de  la  vitess-  - 
d'entraînement  Mu',  pris*  en   sen   % 
rig.  so.  contraire. 

En  elTct,  si  l'on  prend  Mu'  =  M 
sur  le  prolongement  de  la  droite  «M,  et  qu'on  joigne  u'v  et  v 
la  figure  MVu'h  sera  un  parallélogramme  dont  Mu  sera  la  di 
gonale. 

On  prouverait  de  même  que  la  vitesse  a" entraînement  est  /«/ 
résultante  de  la  vitesse  absolue,  et  de  la  vitesse  relative  changée 
de  sens. 

69.  Nousavonssupposé,  pour  résoudre  celte  question,  que 
mouvement  d'entraînement  était  un  mouvement  absolu.  Mais 
la  proposition  subsiste  encore  si  le  mouvement  d'entraîné- 
ment  est  lui-môme  un  mouvement  apparent  ou  relatif,  de  sorte 
qu'on  peut  la  généraliser  de  la  façon  suivante: 

Lorsqu'un  point  M  est  en  mouvement  relatif  par  rapport  a  m 
système  de  comparaison  S,  qui  a,  par  rapport  à  un  second  sys- 
tème S',  fixe  ou  non  fixe,  un  mouvement  relatif  connu,  la  v'ttew 
relative  du  point  M  par  rapport  au  système  S'  est  la  résultante 
delà  vitesse  relative  du  même  point  par  rapport  au  systèmes, 
et  de  la  vitesse  relative  d'entraînement  du  peint  du  système  S  qui, 
à  rinstant  considéré,  coïncide  avec  le  point  M. 

Si  donc  on  connaît  le  mouvement  absolu  du  système  S',  le 
mouvement  relatif  du  système  S  par  rapport  à  S',  et  enfin  le 
mouvement  relatif  du  point  M  par  rapport  au  syslème  S,  on 
pourra  trouver  le  mouvement  absolu  du  point  M  par  la  comyo- 
lit'wn  de  ces  trois  mouvements  ;  la  vitesse  absolue  de  M  sera  1* 
résultante  de  la  vitesse  relative  de  M  par  rapport  à  S,  de  l* 
vitesse  relative  de  S  par  rapport  à  S',  et  de  la  vitesse  absolue 
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Par  le  point  M,  menons  une  droite  Mu',  qui  représente,  en 
direction  et  en  grandeur,  la  vitesse  u'  du  point  du  système  S' 
qui  coïncide  à  un  certain  instant  avec  le  point  mobile  M  ;  par 
l'extrémité  vf  de  cette  vitesse,  menons  u'u,  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  u,  par  rapport  au 
système  S,  du  même  point,  considéré  comme  appartenant  au 
système  S.  La  droite  Mu  représentera,  en 
vertu  du  théorème  du  §  67,  la  grandeur  et  la  / 

direction  de  la  vitesse  absolue  du  point  M  du  /    1 

système  S.  Soit  enfin  uV  une  droite  menée  /        1 

par  l'extrémité  u  de  la  vitesse  u't*,  et  repré-     /. \% 

sentant  en  grandeur  et  en  dirgp  lion  la  vitesse  v      ^^\^^ 
du  mobile  M  relativement  au  système  S.  La  Fig  51 

vitesse  absolue  du  mobile  M  s'obtiendra  en 
joignant  MV,  c'est-à-dire  en  composant  les  deux  vitesses  Mu, 
tiV,  ou  encore  en  composant  les  trois  vitesses  Mu*,  h'h,  uV. 
La  même  construction  s'applique  à  autant  de  vitesses  d'entraî- 
nement qu'on  voudra. 

Dans  cet  exemple  et  dans  tous  les  cas  analogues,  le  point  M 
subit  à  la  fois  plusieurs  mouvements  ;  à  chacun  de  ces  mouve- 
ments appartient  une  vitesse  particulière  définie  en  direction 
et  en  grandeur;  et  la  vitesse  absolue  du  point  M  est  la  résul- 
tante des  vitesses  particulières  qu'il  aurait  si  on  le  supposait 
successivement  soumis  à  chacun  de  ces  mouvements  considéré 
seul.  C'est  dans  ce  sens  qu'on  dit  que  ces  vitesses  particulières 
coexistent  pour  le  point  M.  Un  point  en  mouvement  peut  être 
considéré  comme  animé  de  plusieurs  mouvements  simultanés; 
il  suffit  pour  cela  que  la  vitesse  du  point  dans  l'espace  soit  la 
résultante  des  vitesses  particulières  correspondantes  à  chacun 
de  ces  mouvements  simultanés,  abstraction  faite  de  tous  les 
autres. 

70.  Supposons  qu'un  mobile  se  déplace  le  long  d'une  trajec- 
toire AA',  rapportée  à  trois  axes  fixes  OX,  OY,  OZ  (fig.  52).  Pro- 
jetons sur  les  trois  axes,  parallèlement  aux  plans  coordonnas, 
deux  positions  très  voisines  A,  A',  du  mobile  sur  sa  trajectoire 
et  soit  0  le  temps  très  court  qu'il  met  à  parcourir  Tare  A  A'  ;  puis 
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conslruisons  le  conlour  ABCA',  formé  de  Iroîs  élcmenls  recli- 
lignes,  respectivement  parallèles  aux  trois  aies,  et  aboutissant 
aux  extrémités  A  et  A'  de  l'élément 
Jti  décrit.  L'élément  AB  sera  l'accrois- 

sement de  Vx  du  point  A  pendant  le 
temps  ft;  BC  sera  l'accroisse  m  eut  de 

'["À  y ï"      Vy,  et  CA'  l'accroissement  du  s,  de 

V   Y  sorte  que  la  vilesse  alisolue   V  du 

point  A  est,  comme  nous  l'avons 
F'Bi  **■  déjà  observé,  la  résultante  des  vi- 

tesses projetées,  V,,  VF,  V„  qui  sont  égales  respectivement  aux 

..    ..      ,  ,  AB  BC  CA/ 

limites  des  rapports  — ,  —  -J* 
lr  0       0       6 

Nous  pouvons  appliquer  ici  noire  nouvelle  définition  des 
mouvements  simultanés,  et  regarder  les  trois  vitesses  V,. 
V„  V„  comme  coexistant  pour  le  point  mobile;  cette  manière 
de  concevoir  le  mouvement  revient  a  admetlre  que  lune  de 
ces  vitesses  est  une  vilesse  relative,  et  que  les  deux  autres 
sont  des  vitesses  d'entraînement.  On  peut  supposer  parexemple 
que  le  point  A  se  meuve  avec  la  vitesse  \„  sur  une  droite  AI', 
parallèle  à  l'axe  OX;  que  pendant  le  temps  0  que  le  mobile 
met  à  passer  du  point  A  au  point  B  sur  celle  trajectoire  rela- 
tive, la  droite  AX'  soit  animée  dans  le  plan  horizontal  d'un  mou- 
vement d'entraînement  relatif,  qui  fasse  décrire  à  chacun  de 
ses  points,  parallèlement  a  l'axe  OY,  un  élément  égal  à  BC; 
qu'en  outre  le  plan  horizontal  dans  lequel  est  située  la  droite 
AB,  soit  animé  d'un  second  mouvement  d'enlruinement,  paral- 
lèle à  l'axe  OZ,  et  en  vertu  duquel  chacun  de  ses  points  décrive, 
pendant  le  même  temps  0,  un  élément  égal  à  CA'.  La  coexistence 
de  ces  trois  mouvements  équivaut  au  transport  effectif  du 
mobile  du  point  A  au  point  A'. 

Les  problèmes  de  mécanique  se  simplifient  beaucoup  par 
cette  décomposition  d'un  mouvementé»  plusieursaulres  qu'on 
suppose  coexister  dans  le  premier.  On  fait  aussi  un  fréquent 
usage  de  la  proposition  suivante,  qui  est  une  sorte  d'axiome  : 
Le  mouvement  relatif  d'un  système  par  rapport  à  un  autre  n'est 
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pas  altéré  lorsqu'on  communique  à  ces  deux  systèmes  un 
mouvement  d'entraînement  commun. 
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MOUVEMENT  RELATIF  DE  DEUX  POINTS. 

71 .  Soient  x,  y,  s,  les  coordonnées  d'un  point  M;  le  mouve- 
ment de  ce  point  sera  défini  dès  que  x,  y  et  %  seront  données 
en  fonction  du  temps  t. 

Soient  xâ,  t/&,  st,  les  coordonnées  d'un  second  point  Mt,  dont 
le  mouvement  est  également  défini 
par  les  valeurs  de  ces  trois  coordon-         2| 
nées  en  fonction  du  temps  t. 

On  demande  le  mouvement  relatif 
du  point  Ht  par  rapport  au  point  M, 
ou  plutôt,  par  rapport  à  trois  axes  de 
directions  constantes  MÇ,  M tq,  Mç,  me- 
nés par  ce  point  parallèlement  aux  Fig  l3 
axes  Ox,  Oy,  0%. 

11  est  facile  de  voir  qu'en  appelant  Ç,  iq  et  Ç  les  coordonnées 
du  point  Ht  rapportées  aux  axes  mobiles,  on  a  les  relations  : 

n  =  'Ji—'J* 

Ces  équations  résolvent  la  question  :  car  x,  xt,  t/,  yt,  %  et  z% 
étant  des  fonctions  connues  du  temps,  les  différences  £,  vj  elÇ 
sont  aussi  des  fonctions  connues  du  temps,  qui  définissent 
le  mouvement  relatif  cherché. 

En  général,  la  question  du  mouvement  d'un  point  relative- 
ment à  des  axes  mobiles  se  résout  analytiquement  par  une 
simple  transformation  de  coordonnées. 

Le  théorème  sur  les  vitesses  se  déduit  des  équations 


dt 


dzt 
'  dt 


dx 

di9 


dt~  dt~  dt' 

ai  —  dt  ""  dC 
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On  voit,  en  effet,  que  la  vitesse  absolue  du  point  M,  dont  les 
composantes  suivant  les  axes  sont 

àxi      dyt      dz± 
dt'     dt'    ~dt* 

est  la  résultante  géométrique  delà  vitesse  relative  du  même 
point,  dont  les  composantes  suivant  les  axes  sont 

d\     dn     d% 
dt'    dt'    dt' 

et  d'une  vitesse  dont  les  composantes  sont 

dx     dy     dz 
«5'    dt'    dï 

et  qui  n'est  autre  que  la  vitesse  d'entraînement  commune  à  tous 
les  points  du  système  de  comparaison  lié  au  point  M. 

72.  Appliquons  ces  formules  au  cas  particulier  où  le  point  M, 
est  immobile;  nous  pouvons  supposer  qu'il  coïncide  avec  le 
point  0,  et  faire  ^=^  =  ^  =  0.  On  en  déduit 

*  =  -*, 

*  — •  -  y» 

et  par  suite  le  point  immobile  0  a,  par  rapport  aux  axes  issus 
du  point  M,  un  mouvement  apparent  égal  et  contraire  au  mou- 
vement du  point  M  par  rapport  aux  axes  issus  du  point  0. 
La  vitesse  apparente  du  point  0  est  égale  et  contraire  à  la 
vitesse  réelle  du  point  M. 


APPLICATIONS    DE    LA    THÉORIE    DU    MOUVEMENT    RELATIF. 

73.  Soient  AB,  CD  les  rives  parallèles  d'un  fleuve  ;  l'eau  de  ce 
fleuve  s'écoule  par  filets  parallèles,  dans  le  sens  de  la  flèche, 
avec  une  vitesse  constante,  u. 
.  Un  nageur,  parti  du  point  E  sur  la  rive  CD,  traverse  la  rivière 


n 
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en  donnant  à  son  corps  une  vitesse  t>,  connue  en  grandeur  et 
en  direction,  par  rapport  à  l'eau  dans  laquelle  il  nage. 

On  demande  en  quel  point  F  le  nageur  atteindra  l'autre 
rive  ÀB. 

Le  mouvement  du  nageur,  du  point  E  au  point  F,  peut  être 
considéré  comme  un  mouvement  ab- 
solu, en  faisant  abstraction  du  mou- 
vement d'entraînement  commun  qui 
emporte  la  terre  dans  l'espace. 

La  vitesse  absolue  du  nageur  est  la 
résultante  de  sa  vitesse  relative  v  Fig  w 

par  rapport  à  l'eau  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  u  de  l'eau;  on  obtiendra  donc  la  direction 
cherchée,  EF,  en  construisant  au  point  E  le  parallélo- 
gramme uEvV,  dont  les  côtés  Eu,  Eu,  sont  respectivement  égaux 
et  parallèles  à  la  vitesse  d'entraînement  et  à  la  vitesse  rela- 
tive; la  diagonale  EV  représentera  en  grandeur  et  en  direc- 
tion la  vitesse  absolue  du  nageur,  et  le  point  cherché,  F,  sera 
l'intersection  de  la  rive  AB  avec  le  prolongement  de  cette  dia- 
gonale. 

En  un  point  quelconque  1  de  la  trajectoire  absolue  EF,  la 
vitesse  absolue  1\T/  se  décompose  en  deux  vitesses,  Tune  III,  qui 
est  la  vitesse  d'entrainement  u;  l'autre  1K,  qui  est  la  vitesse 
relative  du  nageur  par  rapport  à  l'eau,  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  v. 
Cette  vitesse  v  coûtera  seule  des  efforts  au  nageur. 
Le  nageur,  en  se  mettant  à  l'eau  en  un  point  E,  donné,  peut 
se  proposer  d'alteindre  un  point  F 
déterminé  de  l'autre  rive;  dans  ce 
cas,  il  doit  régler  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  vitesse  relative  v  qu'il 
donne  à  son  corps,  de  manière  que 
la  résultante  de  v  et  de  u,  construite  Fig  ^ 

au  point  E,  ait  une  direction  passant 

par  le  point  F.  Prenons  donc  sur  la  rive  CD  une  quantité  Eu 
égale  et  parallèle  à  la  vitesse  u  de  l'eau  du  fleuve.  Prenons 
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arbitrairement  sur  EF  un  point  Y,  qui  représentera  l'ex- 
trémité de  la  vitesse  absolue,  et  joignons  Vu  :  cette  droite  re- 
présentera en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  t>, 
que  le  nageur  doit  réaliser.  Le  problème  a  une  infinité  de  so- 
lutions, puisque  le  point  V  reste  arbitraire  sur  la  droite  EF. 
Mais  toutes  ces  solutions  ne  sont  pas  également  avantageuses. 
Pour  que  le  nageur  ait  le  moins  de  peine  possible  à  traverser  la 
rivière,  il  convient  que  sa  vitesse  relative  par  rapport  à  Peau 
soit  la  moindre  possible.  Cette  solution  s'obtiendra  en  abais- 
sant du  point  u  la  perpendiculaire  uV  sur  la  droite  EF.  On  trou- 
vera ainsi  le  minimum  admissible  pour  la  vitesse  t>,  car  la  per- 
pendiculaire uV  est  moindre  que  toute  oblique  partant  du 
point  u  et  aboutissant  à  la  droite  EF. 

74.  Un  mobile  M  décrit  uniformément,  avec  une  vitesse  u,  la 
droite  fixe  AB. 

Un  second  mobile  C  se  meut  avec  une  vitesse  v  dans  le  plan 
CAB;  sa  trajectoire  est  une  droite  non  définie  de  position.  On 

demande  quelle  est  la  direction  à 
assigner  à  ce  mobile  pour  qu'il  ren- 
contre le  mobile  M. 

Si  le  point  M  était  en  repos,  la 
Fi*,;G-  trajectoire  à  assigner  au  mobile  C 

serait  la  droite  CM.  Mais  le  point  M  est  animé  le  long  de  AB  d'un 
mouvement  défini  par  la  vitesse  m.  On  ne  change  rien  au  mou- 
vement relatif  des  deux  points  M  et  C,  en  leur  communiquant 
ù  tous  deux  un  mouvement  d'entrainement  commun  (g  70). 
Choisissons,  pour  ce  mouvement  d'entrainement  additionnel, 
un  mouvement  égal  et  contraire  au  mouvement  du  point  M 
sur  la  droite  AB.  Le  point  M  sera  ainsi  ramené  au  repos.  Quant 
au  point  C,  il  sera  animé  de  deux  mouvements,  l'un  dans  le 
sens  CD,  égal,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  la  vitesse  u, 
l'autre  égal  à  la  vitesse  t»,-  mais  de  direction  encore  inconnue; 
la  résultante  de  ces  deux  mouvements  donne  la  direction  du 
mouvement  relatif  de  C  par  rapport  à  M,  et  comme  M  est  main- 
tenant supposé  fixe,  cette  direction  est  CM.  Du  point  D  comme 
centre,  avec  un  rayon  DE  égal  à  v,  déciivons  un  arc  de  cercle, 
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qui  coupe  la  droite  CM  en  un  point  E;  DE  sera  la  direction  à 
donner  au  point  D,  et  la  trajectoire  qu'il  doit  décrire  en  réalité 
est  une  parallèle,  CF,  menée  par  le  point  C  a  cette  droite  DE. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  le  point  F  sera  le  point  de  ren- 
contre des  deux  mobiles.  En  effet,  le  temps  que  le  premier 

CF 
met  à  aller  du  point  C  au  point  F  est  égal  à  —  ;  le  temps  que 

MF 

le  second  met  à  aller  du  point  M  au  point  F  est  — .  Or  les 

triangles  CDE,  MFC,  sont  semblables  et  donnent  la  propor- 
tion 

MF_CF 
CD""  DE' 

ou  bien,  puisque  CD  et  DE  sont  par  construction  proportion- 
nels à  u  et  v, 

MF     CF 


Les  deux  temps  sont  donc  égaux  entre  eux,  et,  par  suite, 
les  mobiles,  qui  sont  au  même  instant  en  M  et  C,  seront  aussi 
au  même  instant  au  point  F. 

Le  problème  peut  n* avoir  pas  de  solution  si  la  vitesse  v  est 
moindre  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  la 
droite  CM.  Car  alors  l'arc  de  cercle  décrit  de  D  comme  centre 
avec  DE  pour  rayon  ne  rencontre  pas  CM.  U  y  aura  deux  solu- 
tions si  v  est  compris  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  D  sur  CM  et  la  vitesse  u,  car  cet  arc  de  cercle  coupera 
la  droite  CM  en  deux  points  situés  au-dessous  du  point  C, 
pourvu  toutefois  que  l'angle  DCM  soit  aigu.  11  n'y  a  qu'une 
solution  si  v>m,  ou  si  l'angle  DCM  est  droit  ou  obtus;  dans 
ce  dernier  cas,  la  condition  v>u  est  nécessaire  pour  que  la 
solution  puisse  être  admise.  Autrement,  le  problème  serait 
impossible,  du  moins  dans  le  sens  strict  de  l'énoncé. 

C'est  ce  problème  qu'un  piéton  C  résout  instinctivement 
quand  il  a  à  traverser  une  roule  parcourue  suivant  la  droite 
AB  par  une  iile  de  voilures  P,  Q. ..  Le  point  M  qu'il  doit  se  pro- 

nic.  coiiigxox.  7 
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poser  d'atteindre  est  alors  un  point  de  l'intervalle  libre  entre 
deux  voilures  consécutives  P,  Q,  et  comme  la  vitesse  des  voilu- 
res est  généralement  plus  grande  que  ceMe  que  le  piéton  peut 
■  se  donner,  il  faut  que  l'angle 

"'x'i^XT — —— -*'        ^M  ,   supplément    de    l'angle 
;'E     ^v  AMC,  soi)  un  angle  aigu;  il  y  a 

1 — r _1  -'«-Q ï û     aIors  deux  solulions,  qui  cor- 
respondent, l'une,  CF,  au  Irian- 
"*'  "'  gle  CDE,  l'autre  CF'  au  triangle 

CDE';  celle  qui  donne  lieu  au  moindre  parcours,  CF,  est  celles 
que  le  piélon  doit  adoplcr  de  préférence.. 

75.  Ce  problème  peut  se  résoudre  géométriquement  d'une 
autre  manière. 
Il  s'agît  du  trouver  sur  la  droite  AB  un  point  F  tel,  que 

FC 
le  rapport,  r-.,,  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  don- 
nés C  et  M  soit  égal  au  rapport  connu  -. 

c  Or  on  sait  que  le  lieu  des  points 

dont  les  distances  ù  deux  points  fixes 
C  el  M  sont  dans  un  rapport  donné, 
est  une  circonférence  de  cercle,  dont 
le  centre  est  situé  sur  la  droite  CM 
qui  joint  ces  deux  points. 

Supposons  d'abord  i'>fi;iious  dé- 
terminerons sur  la  droite  indéfinie 
CM  deux  points  I  elK  tels,  que  l'on  ail 


Puis  nous  décrirons  sur  1K  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence qui  coupera  la  droite  AB  en  deux  points  F  et  F',  silués  de 
différents  côtés  du  point  M.  Chacun  de  ces  points  répond  au 
problème  géométrique  que  nous  nous  sommes  proposé  ;  mais 
le  point  F  seul  donne  une  solution  directe  du  problème 
de  mécanique  que  nous  devions  résoudre,  car,  pour  adopter 
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le  point  F',  il  faudrait,  ou  bien  faire  marcher  lé  point  mobile  M 
sur  sa  trajectoire  dans  le  sens  MA,  au  lieu  du  sens  MB,  ou  bien 
supposer  que  la  rencontre  des  deux  points  a  eu  lieu  au  point  F', 
avant  l'époque  du  passage  des  deux  mobiles  l'un  en  C,  l'autre 
en  M 

Soit  ensuite  v=u.  La  circonférence  de  cercle  se  transforme 
dans  ce  cas  particulier  en  une  droite 
perpendiculaire  au  milieu  H  de  la 
droite  CM.  Il  n'y  a  qu'une  solution 
dans  ce  cas,  et  elle  n'est  admissible 
dans  le  sens  de  l'énoncé  que  si  l'an- 
gle CMB  est  aigu. 

Enfin,  soit  t><t*. 

Nous  résoudrons  le  problème  en  cherchant  sur  la  droite  CM 
deux  points  P  et  K',  l'un  entre  C  et  M,  l'autre  au  delà  de  C  par 
rapport  à  M,  tels,  qu'on  ait 


Fig.  59. 
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Puis  nous  décrirons  sur  I'K'  comme  diamètre  une  circonférence 
qui  coupera  AB  en  deux  points  Ft  et  Y\ ,  ou  qui  touchera  AB,  ou 
enfin  qui  ne  rencontrera  pas  AB.  Dans  le  premier  cas,  il  y  aura 
deux  solutions;  dans  le  second,  il  n'y 
en  aura  qu'une  ;  dans  le  troisième,  il 
n'y  en  aura  aucune  ;  et  les  deux  solu- 
tions du  premier  cas  ou  la  solution  du 
second  cas  seront  admissibles,  pourvu 
que  l'angle  CMB  soit  aigu;  car  alors 
les  points  Fft  et  Y\  seront  situés  à  droite 
du  point  de  départ  M  du  mobile  assu- 
jetti à  décrire  la  droite  AB,  c'est-à-dire  du  côté  vers  lequel  ce 
mobile  se  dirige. 

76.  Action  du  vent  sur  les  girouettes,  suivant  quelles  sont  en 
repos  ou  en  mouvement. 

i     Le  vent  oriente  une  girouette  placée  sur  le  toit  d'une  maison, 
suivant  la  direction  même  dans  laquelle  il  souffle.  -  • 


Flg    Cl. 
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Supposons  qu'on  observe  une  girouette  placée  sur  le  mât 
d'un  bateau.  Soit  M  la  projection  horizontale  du  m:U  à 
un  instant  donné  ;  soit  MA  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vi- 
tesse «  du  vent,  cl  MB  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  v 
.lu  bateau.  Nous  ne  changerons  pas  le  mouvement  relatif  du 
Jialcau  par  rapport  au  vent,  en  imaginant  qu'on  imprime  au 
vent  et  au  bateau  un  mouvement  d'entraînement  commun; 
choisissons  ce  mouvement  de  manière  à  rendre  le  bateau  im- 
mobile; nous  supposerons  donc  qu'on  im- 
prime au  bateau  cl  à  l'air  une  vitesse  MB',  égale 
et  contraire  à  la  vitesse  MB.  Le  bateau  sera 
ramené  au  repos  et  la  vitesse  du  vent  sera  la 
résultante,  MC,  de  la  vitesse  MA  qu'il  possède 
réellement,  el  de  la  vitesse  MB'  qu'on  a  com- 
muniquée fictivement  à  toul  le  système.  Tout 
se  passe  donc  comme  si,  le  baieau  étant  fixe, 
le  vent  avait  une  vilesse  représentée  en  grandeur  el  en  di- 
rection par  la  diagonale  MC  du  parallélogramme  ACB'M.  La 
girouette  du  bateau  s'orientera  donc  dans  la  direction  de  cette 
diagonale. 

La  direction  de  la  girouette  n'est  pas  altérée  par  le  mouve- 
ment du  Iiaii.Mii,  lorsque  le  bateau  et  le  vent  ont  des  vitesses 
dirigées  suivant  la  même  droite. 

Celle  construction  explique  pourquoi  un  même  vent,  V,  agis- 
sant sur  deux  navires  ou  sur  deux  convois  de  chemin  de  fer  qui 
marchent  en  sens  conlraircs,  donnent  aux  drapeaux  des  navires, 
ou  aux  fumées  des  machines,  des 
directions  toutes  différentes. 

-        Le  navire  A  qui  suit  la  roule  XY 

«y^-         avec  une  vilesse  u,  aura  ses  pavil- 

/^?*  Ions  et  sa  fumée  orientés  suivant 

,y  "-— E-  *'    v      MN.diagonale  du  parallélogramme 

*         Fi    ^  MVNu,  construit  sur  le  cùté  MV, 

égal  et  parallèle  à  la  vitesse  V  du 

vent, et  sur  le  côté  Mt1,  égal,  parallèle  et  contraire  à  la  vitesse»» 

du  navire.  Le  navire  A',  qui  parcourt  la  roule  parallèle  X'V 
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avec  une  vitesse  t/,  aura  ses  drapeaux  et  sa  fumée  orientés 
suivant  la  droite  M'N',  diagonale  du  parallélogramme  MVN'V, 
construit  de  même  sur  M'Y,  vitesse  du  vent,  et  H'  t/,  égale  et 
contraire  à  la  vitesse  du  navire. 

77.  Direction  à  donner  à  un  parapluie  pour  s'abriter  quand 
en  marche. 

Un  homme  immobile  doit  tenir  son  parapluie  vertical  pour 
se  garantir  d'une  pluie  qui  tombe  verticalement.  Mais  s'il  mar- 
che dans  une  certaine  direction,  il  doit  incliner  son  parapluie 
dans  cette  direction. 

Soit  At?  la  vitesse  de  la  pluie  suivant  la  verticale,  et  Au  la 
vitesse  de  l'homme  suivant  l'horizontale.  Imprimons  à  l'homme 
et  à  la  pluie  un  mouvement  commun,  égal  et  contraire  à  la 
vitesse  u  de  l'homme.  L'homme  devient  immobile  par  celte 
hypothèse,  qui  n'altère  pas  le  mouve- 
ment relatif  de  la  pluie  par  rapport  à 
lui.  Quant  à  la  pluie,  elle  possède  à  la 
fois  la  vitesse  Au,  suivant  la  verticale,  et 
une  vitesse  Au'  égale  et  contraire  à  la 
vitesse  effective  de  l'homme.  La  résul- 
tante de  ces  deux  vitesses  est  la  vitesse  v.    ~ 

Fig.  C3. 

relative  de  la  pluie.  Tout  se  passe  donc 
comme  si  la  pluie  tombait  suivant  la  droite  AY,  l'homme 
restant  immobile,  et  par  suite  l'homme  doit,  pour  s'en  garan- 
tir le  mieux  possible,  donner  au  manche  de  son  parapluie  une 
direction  parallèle  à  AY. 

L'observation  des  étoiles  a  fait  découvrir  un  phénomène  com- 
plètement identique.  Chaque  étoile  nous  envoie  des  rayons 
lumineux  qui  se  propagent  avec  une  vitesse  de  298,500  kilo- 
mètres par  seconde;  l'observateur  qui,  placé  sur  la  terre, 
pointe  sa  lunette  sur  une  étoile,  reçoit  le  rayon  lumineux  dans 
sa  lunette  comme  tout  à  l'heurejiotre  homme  recevait  les  gout- 
tes d'eau  sur  son  parapluie.  Si  la  terre  était  immobile,  la  lu- 
nette aurait  la  direction  même  du  rayon  lumineux.  Mais  la 
terre  est  en  mouvement;  elle  décrit  autour  du  soleil,  avec 
une  vitesse  moyenne  de  30  kilomètres  à  la  seconde,  une  ellipse 
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dont  elle  achève  le  tour  en  une  année.  La  direction  de  la  lu- 
nette qui  reçoit  les  rayons  émanés  de  l'étoile,  est  donc  la  résul- 
tante de  la  vitesse  de  la  lumière  et  d'une  vitesse  égale  et  con- 
traire à  celle  delà  terre  sur  son  oibîtc  ;  et  par  suite  la  direction 
dans  laquelle  parait  l'étoile,  fait,  dans  le  sens  du  monu'imut 
de  la  terre,  un  petit  angle  avec  la  direction  dans  laquelle 
elle  se  trouve  réellement  située.  De  là  résulte  que  toutes  les 
étoiles  semblent  décrire  annuellement  une  petite  courbe  fer- 
mée à  la  surface  du  ciel.  Ce  mouvement  apparent,  dû  au  mou- 
vement propre  de  la  terre,  constitue  ce  qu'on  appelle  l'aberra- 
tion de  la  lumière. 

78.  Mouvement  annuel  apparent  du  soleil. 

La  terre  T,  que  nous  suppose- 
rons ici  réduite  à  un  seul  point 
matériel,  parcourt  en  un  an  une 
ellipse  AD,  dont  le  soleil  S  occupe 
l'un  des  foyers.  La  vitesse  tf  de  la 
terre  est  dirigée  à  un  instant  quel- 
conque suivant  la  tangente  Tr  à  la 
trajectoire,  et  elle  a  à  chaque  in- 
slanl  une  grandeur  que  nous  supposerons  connue. 

On  propose  de  chercher  le  mouvement  relatif  du  soleil  par 
rapport  à  la  terre,  ou  le  mouvement  apparent  du  soleil  pour 
nous,  qui,  habitant  la  terre,  la  regardons  comme  fixe  dans 
l'espace. 

Ce  problème  se  résoudra  encore  en  imprimant  à  chaque 
instant  aux  deux  points  T  et  S  un  mouvement  d'entraînement 
commun,  égal  et  contraire  à  la  vitesse  v  que  possède  la  terre  à 
cet  instant.  Il  en  résultera  que  la  terre  T  deviendra  immobile,  et 
que  le  soleil  S  aura  à  chaque  instant  une  vitesse  v'  égale  cl  pa- 
rallèle à  celle  que  possède  réellement  la  terre  au  même  instant, 
mais  dirigée  en  sens  contraire.  En  définitive,  le  soleil  S  sem- 
blera décrire  autour  de  la  terre  une  ellipse  égale  à  l'ellipse  Alt, 
dont  la  terre  occupera  un  des  foyers,  et  sa  vitesse  sera  à  chaque 
inslanlégaleelconlraireàcclledelaterrcsur  son  orbite  (g  7*J.. 
Pour  construire  la  trajectoire  appareille  du  soleil,  prenons  dili.j- 
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renies  positions,  T,  T",  T",...  de  la  terre  sur  sa  trajectoire 
réelle;  joignons-les  au  point  S  ;  puis,  par  un  môme  point  Tft  de 
l'espace,  menonsdes  droites  TjSp  TJS/^S'^,...  respectivement 
parallèles  et  égales  à  TS,T'S,T"S...  Le  lieu  des  points  S^S/, 
S/',  ainsi  obtenus  sera  la  trajectoire  cherchée.  L'observateur, 
qui  passe  en  réalité  du  point  T  au  point  T',  sur  sa  trajectoire 
réelle,  et  qui  se  croit  en  repos  en  un  point  Tâ  quelconque, 
verra  pendant  le  même  intervalle  de  temps  le  soleil  parcourir 
Tare  SlS\  de  sa  trajectoire  apparente. 


|a  (    u^ 

V* 

0 

*\ 

~"*«' 

Fi£.  05, 

De  même,  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  qui  s'effectue 
d'occident  en  orient  autour  de  la  ligne  des  pôles,  produit  pour 
les  hommes  l'apparence  d'un  mouvement  de  rotation  com- 
mun à  toute  là  voûte  céleste,  et  qui  s'effectue  d'orient  en 
occident  autour  de  la  même  droite. 

79.  Mouvement  relatif  de  deux  planètes . 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  le  problême,  que  les 
planètes  décrivent  autour  du  soleil,  d'un  mouvement  uni- 
forme, et  dans  le  même  sens,  des  cercles  concentriques  et 
situés  dans  un  même  plan,  et  que  le  soleil  occupe  le  centre 
commun  de  ces  cercles. 

Les  vitesses  des  deux  planètes  sur  leurs  trajectoires  sont 
liées  entre  elles  par  la  troisième  loi  de  Kepler  :  «  Les  carrés 
des  temps  des  révolutions  sont  comme  les  cubes  des  grands 
axes,  »  ou  ici,  comme  les  cubes  des  rayons. 

Soit  donc  S  le  soleil,  supposé  fixe  (fig.  66)  ;  T  une  planète, 
la  Terre,  par  exemple,  à  la  distance  ST=a,  du  soleil  ;  M  une 
autre  planète,  à  la  distance  SM=a\ 
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Appelons  t  et  V  les  temps  que  les  planètes  T  et  M  mettent  à 
faire  le  tour  entier  des  cercles  qui  leur  servent  de  trajectoire. 

La  vitesse  de  la  planète  T  sera 

-^~,  et  la  vitesse  de  M,  — ;-. 

Or,  en  vertu  de  la  loi  de  Ke- 
pler qui  vient  d'être  citée  9 
nous  avons  la  proportion 

*«  _«» 


Donc 


Fig.  CC. 
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et  par  suite 
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=îxÇ=îxJï;=1/î. 

a*      t      a'      y  a5       y  a 


Les  vitesses  sont  donc  entre  elles  en  raison  inverse  des  ra- 
cines carrées  des  rayons  des  orbites. 

Supposons  que  les  deux  planètes  partent  ensemble  d'une 
conjonction,  c'est-à-dire  des  positions  T  et  M,  situées  sur  une 
même  droite  passant  par  le  soleil,  et  du  môme  côté  du  soleil 
sur  cette  droite. 

Au  bout  de  la  durée  ^  d'une  demi-révolulion,  la  terre  par- 
vient en  Tâ,  au  point  opposé  de  son  orbite  ;  la  planète  M  aura, 
pendant  ce  temps,  décrit  un  certain  arc,  MMÂ,  sur  sa  trajec- 
toire; les  arcs  MM4,  TT4>  décrits  dans  le  môme  temps  et 
chacun  avec  une  vitesse  uniforme,  sont  entre  eux  comme 
les  vitesses  des  mobiles,  c'est-à-dire  comme  \a  csihfâ;  on 
aura  donc 


arc  MM,      \fa 


«a 
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équation  où  tout  est  connu,  sauf  l'arc  MM&,  qu'on  en  dé- 
duira. 
La  terre  revient  ensuite,  dans  un  second  intervalle  de  temps 

égal  à  g,  au  point  T  où  elle  était  d'abord;  pendant  ce  temps, 

la  planète  passe  de  Mi  en  M,,  en  décrivant  un  arc  MftM„  égal  à 
MM,. 


Fig.  67. 


De  même  la  planète  décrit  l'arc  Mt&Is=M1Mt,  pendant  que  la 
terre  retourne  de  T  en  Tt,  et  l'arc  M5M4  pendant  qu'elle  va 
deTtenT. 

Supposons,  pour  simplifier  les  constructions,  que  M4  soit 
le  point  opposé  au  point  M  sur  l'orbite  de  la  planète. 

La  terre  et  la  planète,  qui  se  trouvaient  en  conjonction  aux 
points  T  et  M,  se  trouveront  en  opposition  aux  points  M4  et  T. 
Puis  au  bout  de  quatre  autres  demi-révolutions  de  la  terre,  la 
planète  se  retrouvera  à  son  point  de  départ  M,  et  la  terre  à  son 
point  de  départ  T. 

Pour  construire  la  trajectoire  relative  de  M  par  rapport  à  T, 
joignons  par  des  droites  les  positions  simultanées  des  deux 
planètes, TM,  Tt  Mt,  TM„  T^M,,  TM4,  Tt  M5,  TM6,  TtM7,  TM  ;  puis, 
par  un  point  quelconque  0  (fig.  67),  qui  représentera  la  posi- 
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tion  fixe  attribuée  à  la  terre,  menons  des  droites,  Op?  fVi> 
0|x,,  O^,  0[jl4>  O^,  0|a6,  Opuj,  Op,  égales  et  parallèles  à  ces  lignes 
de  jonction.  Le  lieu  des  points  p,  p.iV..  pt,,  sera  la  trajectoire 
apparente.  On  en  aura  d'autres  points  en  fractionnant  les  arcs 
décrits  par  les  deux  planètes. 

Telle  est  la  courbe  que  la  planète  M  semblera  décrire 
par  rapport  à  la  terre.  Les  boucles  correspondent  aux  rétro- 
gradations apparentes  des  planètes  supérieures  au  moment 
des  conjonctions.  La  planète  M,  que  Ton  voit  marcher  dans 
le  sens  direct,  tant  qu'elle  parcourt  les  arcs  XY  de  sa  tra- 
jectoire apparente,  paraît  se  déplacera  la  surface  du  ciel  dans 
le  sens  rétrograde  quand  elle  parcourt  l'un  des  arcs  ZX,  ou 
ou  YW.  Le  mouvement  d'entraînement  de  la  terre  donne  une 
explication  très  simple  de  ce  phénomène. 

80.  11  est  facile  de  construire  la  tangente  en  un  point 
donné  [i  de  la  trajectoire  relative.  En  effet,  cette  tangente  est 
la  direction  de  la  vitesse  relative  de  la  planète  M  par  rapport 
à  la  terre,  laquelle  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue  de 
M,  et  d'une  vitesse  égale  et  contraire  à  la  vitesse  absolue  de  T. 


u 


Fig.  68. 


Soient  à  un  môme  instant  T  et  M  les  positions  des  deux  pla- 
nètes; par  le  point  0  menons  Op,  égal  et  parallèle  à  TM; 
p.  sera  le  lieu  apparent  de  la  planète  M  par  rapport  à  la  pla- 
nète T  supposée  immobile  au  point  0.  Menons  aux  points  T  et 
M  les  tangentes  Tu,  MV,  aux  trajectoires  absolues,  et  prenons 
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sur  ces  tangentes,  dans  le  sens  du  mouvement,  des  longueurs 
Tu,  MV,  égales  ou  proportionnelles  aux  vitesses  des  deux  mo- 
biles. Par  le  point  p,  menons  piu',  égal,  parallèle  et  de  sens  con- 
traire à  Tu  ;  puis  jaV',  égal,  parallèle  à  MV,  mais  de  même  sens 
que  MV.  Construisons  le  parallélogramme  |*i»y  V  ;  la  diago- 
nale pp'  de  ce  parallélogramme  sera  la  direction  de  la  vitesse 
relative  de  M  par  rapport  à  T;  ce  sera  donc  la  tangente  à  la 
courbe  apparente  décrite  par  la  planète  M. 

81.  Cherchons  l'équation  de  la  trajectoire  apparente.  Soient 
n  et  n'  les  moyens  mouvements  des 
planètes  T  et  M  ;  on  appelle  ainsi  les 

2-ïc    2r 
rapports  -^  -^,  qui  expriment  les 

angles  décrits  par  les  rayons  vec- 
teurs ST,  SM'  dans  l'unité  de  temps. 
Prenons  pour  origine  du  temps  l'in- 
stant d'une  conjonction,  ou  du  pas- 
sage de  la  planète  T  sur  le  rayon  SM. 
Les  points  T'  et  M'  étant  deux  positions  simultanées  quelcon- 
ques des  deux  mobiles,  on  a 

T'ST=na,    M>SM:=n'0, 

6  désignant  ici  le  temps.  Rapportons  les  positions  des  planètes 
aux  axes  rectangulaires  SX,  SY;  nous  aurons 
Pour  la  planète  T, 

z=aco$nQt 


Fig.  69. 


Et  pour  la  planète  M, 


y  —  asinnQ, 


ar|:=fl/cosri1d> 
t/1=a/sinn10. 


Les  coordonnées  du  mouvement  relatif,  rapporté  aux  axes 
parallèles  T'£,  T%  seront  donc 

t  =  *i — x  =  a'cosw10 — acositd, 
w=yt  — j/  =  rt/sinn10 — aainnd. 

Ces  deux  équations  définissent  le  mouvement  demandé;  si 
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entre  elles  on  élimine  le  temps  0,  on  aura  l'équation  de  la  tra- 
jectoire apparente,  définie  par  une  relation  entre  les  coordon- 
nées Ç  et  13. 

Si  les  moyens  mouvements  n  et  nft  sont  commensurables 
entre  eux,  la  trajectoire  apparente  se  fermera,  et  son  équation 
sera  algébrique  :  car  il  est  possible  alors  de  trouver  un  temps 
6'  tel,  que  les  arcs  n^ô-f-ô')  et  n(8-hô')  aient  respectivement 
les  mêmes  lignes  trigonométriques  que  les  arcs  nfi  et  nO;  il 
suffit  en  effet  que  nft6'  et  nô'  soient  à  la  fois  des  multiples  de 
2*.  Or,  cela  est  toujours  possible  si  n  et  nx  sont  entre  eux 
comme  deux  entiers  k  et  kt  ;  il  suffit  de  poser 


ce  qui  donne 


ni  n 


Si,  au  contraire,  n  et  nl  sont  incommensurables,  la  courbe 
apparente  fait  un  nombre  infini  de  circuits  autour  du  point  0, 
sans  jamais  retomber  sur  un  arc  déjà  parcouru.  Dans  ce  cas, 
l'équation  de  la  trajectoire  apparente  est  transcendante. 


MÉTHODE  DE  ROBERVAL  POUR  LE  TRACÉ  DES   TANGENTES   AUX  COURBES. 

82.  Le  problème  des  tangentes  aux  courbes  est  l'un  des 
plus  importants  de  la  géométrie,  et  c'est  la  recherche  des  so- 
lutions de  ce  problème  qui  a  conduit  à  la  découverte  du 
calcul  différentiel.  La  cinématique  peut  dans  bien  des  cas 
fournir  la  solution  cherchée. 

Considérons  la  courbe  à  laquelle  on  propose  de  mener  une 
tangente,  comme  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point;  la 
vitesse  de  ce  point  sera  à  chaque  instant  dirigée  suivant  la 
tangente  à  cette  courbe.  Décomposons  à  un  certain  instant 
le  mouvement  du  point  en  deux  mouvements  simultanés  :  la 
vitesse  absolue  du  point  sera  la  résultante  des  vitesses  corres- 
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pondantes  à  chacun  de  ces  deux  mouvements.  Si  donc  on  sait 
trouver  lès  vitesses  de  chacun  d'eux,  on  pourra  construire 
la  tangente  à  la  courbe  par  la  règle  du  parallélogramme  des 
vitesses. 

La  règle  du  calcul  différentiel  revient  à  cet  énoncé.  La  di- 
rection de  la  tangente  en  un  point  (x,  y)  à  une  courbe 

f(Xj  y)  =  0,  est  définie  par  le  rapport  -—.  tiré  de  l'équation 

de  fa  courbe  ;  cela  équivaut  à  dire  que  la  vitesse  du  point  mo- 
bile, décomposée  parallèlement  aux  axes,  a  pour  composantes 
des  vitesses  proportionnelles  à  dx  et  à  dy  ;  mais  l'équation  de 
la  courbe  donne 


£-+?*-• 


ou  bien 


dx    dy 

\7hj)        (dx) 

Donc  enfin  on  obtiendra  la  tangente  cherchée  en  composant 
deux  droites,  l'une,  -r-  >  menée  parallèlement  à  Taxe  des  a?,  et 

l'autre,  —  -^,  menée  parallèlement  à  Taxe  des  y. 

Quelquefois  on  détermine  facilement  Tune  des  deux  vites- 
ses composantes  en  grandeur  et  en  direction,  tandis  que  la 
seconde  est  définie  en  direction  seulement,  ce  qui  ne  suffit  pas 
pour  construire  le  parallélogramme  dont  Ja  tangente  cherchée 
est  la  diagonale.  Dans  ce  cas,  on  peut  souvent  achever  la  so- 
lution en  décomposant  le  mouvement  du  point  d'une  autre 
manière,  dans  laquelle  les  deux  vitesses  composantes  soient 
encore  connues  en  direction,  et  Tune  d'elles  en  grandeur.  Ces 
diverses  méthodes  sont  connues  en  géométrie  sous  le  nom  de 
Méthode  de  Robemal. 

83.  Premier  exemple.  —  Tangente  à  la  concholde.  —  La 
conchoïde  EF  s'obtient  en  menant  par  un  même  point  0  des 


i 


Fis 


70. 
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transversales  OD,  qui  rencontrent  une  droite  fixe  ÀB,  et  en 
prenant  sur  ces  transversales  une  longueur  constante  CD  à 

partir  de  la  rencontre  avec  la  droite  ÀB. 
Soit  D  le  point  auquel  on  demande  de 
mener  une  tangente  à  la  courbe. 

Considérons  une  position  infiniment  voi- 
sine, OD',  de  la  transversale,  ce  qui  nous 
donne  un  point  de  la  courbe,  D*,  infiniment 
voisin  du  point  D.  Soit  C  le  point  de  ren- 
contre de  la  transversale  avec  la  droite  AB. 
Projetons  les  points  C  et  D*  sur  OD;  nous 
décomposons  ainsi  chacun  des  éléments 
CC,  DD\  décrits  par  les  points  mobiles  C 
et  D,  en  deux  éléments  CC  et  CC,  DO* 
et  D"D',  et  si  nous  divisons  ces  éléments 
par  le  temps  infiniment  petit   6,  que  la 
droite  OD  met  à  passer  à  la  position  OD1, 
nous  aurons  les  vitesses  des  points  C  et  D,  et  les  composantes 
de  ces  vitesses  projetées  sur  OD  et  sur  une  perpendiculaire 
àOD. 

Les  longueurs  CD  et  CD'  sont  égales  par  hypothèse  ;  d'ail- 
leurs la  longueur  CD",  projection  de  CD*  sur  une  direction 
qui  fait  avec  OD7  un  angle  infiniment  petit,  est  égale  à  CD',  à 
moins  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  (§61).  Par  suite 
CD"  =  CD,  et  retranchant  de  part  et  d'autre  la  partie  com- 
mune CD,  il  vient  CC  =  DD".  Si  Ton  divise  par  6,  on  voit 
que  les  vitesses  des  points  C  et  D,  projetées  sur  OD,  sont 
égales. 

•  CC 

Les  vitesses  de  ces  points  perpendiculairement  à  OD ,  — - 

D'D" 
et  -r—  ,  sont  entre  elles  comme  CC  et  DD*,  ou  comme  les 
(# 

distances  OC,  0D/,  ou  à  la  limite,  comme  OC  et  OD. 

Prenons  donc,  à  partir  du  point  C  dans  la  direction  CA,  une 

longueur  arbitraire  CH,  qui  représentera  la  vitesse  du  point  C 

le  long  de  la  droite  BA.  Puis  décomposons  cette  vitesse  CH 
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en  deux  vitesses,  Tune  CG  suivant  OD,  l'autre  CK  perpendicu- 
laire à  la  première.  Nous  venons  de  voir  que  la  vitesse  absolue 
du  point  D  a  une  composante  suivant  OD  égale  à  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  point  C,  c'est-à-dire  égale  à  CG.  On 
prendra  donc  DM = CG.  La  composante  de  la  vitesse  du  point 
D  perpendiculairement  à  OD  est  à  la  composante  CK  comme 
OD  est  à  OC.  Au  point  D,  élevons  DL  perpendiculaire  à 
OD,  puis  joignons  OK  et  prolongeons  cette  droite  jusqu'au 
point  L  ;  nous  aurons  la  proportion 

DL_OD 
CK  ~"  OC' 

Donc  DL  est  la  composante  de  la  vitesse  du  point  D,  normale 
àOD. 

Achevant  le  rectangle  LDMT,  on  en  mènera  la  diagonale 
DT,  qui  sera  la  tangente  cherchée. 

La  même  construction  s'applique  à 
la  courbe  EF,  engendrée  par  l'extré- 
mité D  d'une  droite  finie,  CD,  dont 
l'autre  extrémité  C  glisse  le  long  d'une 
ligne  donnée,  AB,  et  dont  la  direc- 
tion reste  tangente  à  une  ligne  9 
PQ.  H  suffit  en  effet  de  remplacer  la 
courbe  AB  par  sa  tangente  CA'  au 
point  C,  et  de  considérer  le  point  de  /f° 
contact  0  comme  un  point  fixe,  par 
lequel  la  direction  CD  est  assujettie  à 
passer  pendant  un  temps  infiniment 

court. 

Nous  indiquerons  plus  loin  une  autre  manière'de  construire 
la  tangente  à  la  conchoïde.  Remarquons  qu'étant  données 
les  deux  lignes  AB,  EF,  et  sachant  que  la  longueur  CD  esl  con- 
stante, la  construction  des  tangentes  en  C  et  D  à  ces  lignes 
permet  de  déterminer  le  point  0 ,  où  la  droite  CD  touche 
l'enveloppe  de  ses  positions  successives. 

84.  Second  exemple.  —  Mener  une  tangente  au  point  M 


Fig.  70. 
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MA 


au  lieu  des  points  tels,  que  le  rapport ,  rrg ,  des  distances 

de  ces  points  à  deux  points  fixes  A  et  B  soit  égal  à  un  nombre 

donné  K. 

Soit  M' un  point  du  lieu  infiniment  voisin  du  point  M.  Abais- 
sons du  point  M' les  perpendiculaires  M'M%  M'M"  sur  lesdroi- 

lfl    lfD  n  .  ...         .  .    MM'     MM*    M'M' 

tes  MA,  MB.  Puis  considérons  les  rapports  —,    -— ,   — — , 

ïfL,  !!LJ!L,  des  longueurs  infiniment  petites  MM',...  M"M', 

à  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  6  que  le  point  mobile 

met  à  aller  du  point  M  au 
point  M'.  Le  premier  rap- 
port est  la  vitesse  du  point. 

Les  deux  suivants,  —r-  et 

M'M'        .  ; 

— —  ,  sont  les  composantes 

de  cette  vitesse  suivant  MA 
et  une    perpendiculaire  à 


Fig.  71. 

MM"  .  M"'M' 


MA.  De  même,  — ^-  et  — —  sont  les  composantes  de  la  vitesse 

absolue  du  point  suivant  MB  et  une  perpendiculaire  à  MB.  Or 
nous  pouvons  déterminer  le  rapport  de  MM"  à  MM"'.  En  effet, 
AM"  diifèrc  de  AM'  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre;  de 
môme  BM"'  diffère  de  BM'  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre;  donc  MM"  et  MM"  sont,  à  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur  près,  les  différences  entre  AM  et  AM',  entre  BM  et 
BM'.  Mais  nous  avons  à  la  fois 


AM  =  BMxK 


et 


AM'=:MI'xK, 


puisque  M  et  M'  sont  deux  points  du  lieu.  Par  suite 

AM— AM'  =  (BM  —  BM'lxK, 
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ou  bien 

UM"=MBI"xK. 

Les  longueurs  infiniment  petites  MM*,  MM1"  sont  entre  elles 
dans  le  môme  rapport  que  les  dislances  MA,  MB;  il  en  est 

1  A  A  A  U  SIM"      »MM"'  tA'        A  .. 

donc  de  même  des  vitesses  -r-  et  — — ,  c  est-a-dire  des  vites- 

ses  du  point  mobile  estimées  suivant  les  directions  MA  et  MB. 

Prenons  la  longueur  MA  pour  représenter  la  vitesse  du  point 
M  projetée  sur  la  direction  MA.  Nous  obtiendrons  la  vitesse 
absolue  de  M  en  composant  MA  avec  une  vitesse  perpendicu- 
laire à  sa  direction,  et,  par  suite,  la  vitesse  absolue  sera  re- 
présentée à  la  même  échelle  par  une  droite  partant  du  point 
M  et  aboutissant  en  un  point  de  la  droite  AN,  élevée  au  point 
A  perpendiculairement  à  A  M.  Par  la  même  raison,  la  vitesse 
absolue  est  représentée  par  une  droite  partant  du  point  M  et 
aboutissant  en  un  point  de  la  droite  BP,  perpendiculaire  à  BM 
menée  par  le  point  B.  Donc  la  droite  qui  représente  cette  vi- 
tesse aboutit  au  point  T,  où  se  coupent  les  droites  AN  et  BP, 
et  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Ici,  nous  avons  obtenu  la  tangente  en  décomposant  le 
mouvement  de  deux  manières,  et  nous  n'avons  pas  eu  à 
déterminer  en  grandeur  les  vitesses  normales  aux  rayons 
MA,  MB. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'après  cette  construction  que  le 
lieu  cherché  est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  la  di- 
rection AB.  Au  point  M  élevons  une  perpendiculaire  sur  MT. 
Ce  sera  la  normale  à  la  courbe  lieu  des  points  M,  et  nous 
allons  prouver  qu'elle  coupe  la  direction  AB  en  un  point  fixe 
0.  Les  angles  MAT,  TBM  étant  droits  par  construction,  les 
quatre  points  M,  A,  T,  B  sont  sur  une  môme  circonférence  et 
MT  est  un  diamètre  de  cette  circonférence;  donc  MO,  perpen- 
diculaire au  diamètre  MT,  est  tangente  à  cette  circonférence 
au  point  M.  L'angle  0MB,  formé  par  une  corde  MB  et  une  tan- 
gente MO,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  MB  sous-tendu 
par  la  corde,  il  est  donc  égal  à  l'angle  inscrit  MAB,  qui  corn- 

tféC.  COLUGHOV*  & 
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prend  le  môme  arc  entre  ses  côtés.  Les  deux  triangles  MÀO, 
MBO,  qui  ont  un  angle  commun  en  0,  et  les  angles  MAO,  BMO 
égaux  entre  eux,  sont  semblables  et  donnent  la  suite  de  rap- 
ports égaux 


B0__MB_M0 
M0"AM""A0 


Donc 


AO=MOxgg  =  MOxK. 


et  par  suite 


bo~k# 


Les  distances  du  point  0  aux  points  A  et  B  sont  donc  enlre 
elles  dans  le  rapport  connu  K\  et,  par  suite,  la  position  du 
point  0  est  fixe  sur  la  direction  AB. 
Les  mômes  relations  donnent  MO1  =  B0xAO,  et  comme 

BO  et  OA  sont  constants,  MO  est  aussi  con- 
stant. Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  cir- 
conférence décrite  du  point 0  comme  centre 
avec  la  grandeur  MO  pour  rayon. 

85.  Tangente  à  une  section  conique.  — 
Soit  F  le  foyer,  AB  la  directrice  correspon- 
dante d'une  conique  MN.  Soit  MF=r, 
MP=/>,  les  distances  d'un  môme  point  M 
de  la  courbe,  au  point  F  et  à  la  droite  AB; 
Fig.  «.  l'équation  de  la  courbe,  dans  ce  système 

particulier  de  coordonnées,  sera 

K  désignant  un  rapport  constant.  Proposons-nous  de  mener 
une  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Prenons  sur  la  courbe  un 
point  M' infiniment  voisin  du  point  M  ;  les  coordonnées  de  ce 
point  seront  r/=M'F  et  p'=M'P'.  Projetons  le  point  M'enI 
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sur  MP,  en  II  sur  MF.  Les  longueurs  MI  el  IIM  seront  les  varia- 
tions simultanées  des  distances  MPet  MF,  quand  le  point  mo- 
bile qui  est  supposé  engendrer  la  courbe  passe  de  M  en  M',  et 
l'on  aura  par  conséquent 

MII  =  KxMI, 

équation  qui  n'est  autre  autre  que  l'équation  de  la  courbe 
différentiée. 

On  peut  faire  passer  le  point  mobile  de  M  en  M'  de  deux 
manières  :  1°  en  le  faisant  glisser  de  M  en  II,  puis  en  faisant 
tourner  le  rayon  FH  autour  de  F  jusqu'à  ce  que  le  point  II 
coïncide  avec  M'  ;  2°  en  le  faisant  glisser  de  M  en  I,  puis  en 
déplaçant  la  droite  PI  parallèlement  à  la  directrice  ÂB,  de  la 
quantité  PI*. 

La  vitesse  du  mobile  suivant  la  tangente  cherchée  a  donc 
pour  projection  sur  MP  une  vitesse  proportionnelle  à  MI,  et  sur 
MF  une  vitesse  proportionnelle  à  MH;  mais  MI  et  MH  sont 
entre  eux  dans  le  même  rapport  que  MP  et  MF.  On  peut  donc 
prendre  MP  pour  représenter  la  projection  de  la  vitesse 
cherchée  sur  la  direction  MP,  et  MF  représentera  alors  la  pro- 
jection de  la  même  vitesse  sur  la  direction  MF.  Il  suffit  par 
conséquent  d'élever  en  F  une  perpendiculaire  FL  sur  MF,  de  la 
prolonger  jusqu'à  la  rencontre  en  L  avec  la  directrice,  et  de 
joindre  LM,  pour  avoir  la  tangente  cherchée. 

Cette  construction  revient  en  définitive  à  construire  un  qua- 
drilatère PMFL,  semblable  au  quadrilatère  infinitésimal 
BIHM',  et  semblablement  placé  par  rapport  au  point  M.  Les 
deux  points  homologues  M'  et  L  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  M  de  similitude,  et  ML  est  la  tangente  demandée. 

86.  Tangente  à  l  ellipse  et  à  l  hyperbole,  rapportées  à  leurs 
foyers.  —  L'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  foyers  est 

r  +  r'=2<i, 

en  appelant  r  et  r/  les  distances  MF,  MF',  d'un  même  point 
de  la  courbe  aux  deux  foyers,  et  2a  la  longueur  du  grand  axe. 
On  en  déduit  en  différentiant 
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OU 


<fr=  — df. 


Fijr.  75. 


Si  donc  le  rayon  F'M  augmente  d'une  quantité  MI'  quand  le 
point  mobile  passe  de  M  en  M',  le  rayon  FM  diminue  d'une 
quantité  MI  égale  à  MF.  On  peut  faire  passer  le  point  M  dans 

sa  position  M'  infiniment  voi- 
sine, en  le  faisant  glisser  d'une 
quantité  arbitraire,  infiniment 
petite,  MI',  le  long  du  rayon  FK, 
puis  en  faisant  tourner  le  même 
rayon  autour  de  F',  pour  ramener 
le  point  F  sur  la  courbe;  dans  ce  mouvement,  le  point  F  dé- 
crit l'élément  FM'  normal  à  FT.  On  peut  amener  aussi  le 
point  M  en  M'  en  le  faisant  glisser  sur  MF  de  la  quantité  MI, 
égale  à  1M',  puis  en  faisant  tourner  le  rayon  MF  autour  du 
foyer  F,  mouvement  dans  lequel  le  point  mobile  décrit  un 
élément  IM'  normal  à  MF. 

Donc  les  projections  de  la  vitesse  du  point  mobile  sur  les 
deux  directions  F'M,  FM  sont  égales.  On  obtiendra  la  di- 
rection de  la  vitesse  en  prenant  à 
partir  du  point  M,  sur  le  prolonge- 
ment de  l'un  des  rayons,  et  sur  la 
direction  même  de  l'autre,  des  quan- 
tités égales  MA,  MB,  et  en  élevant 
des  perpendiculaires  AT,  liT,  sur  ces 
rayons.  Le  point  T,  intersection  des 
perpendiculaires,  appartiendra  à  la 
tangente.  La  construction  rewent  à 
mener  la  bissectrice  de  Fangle  BMF,  adjacent  à  celui  que 
forment  les  deux  rayons. 

On  reconnaîtrait  de  même  (fig.  74)  que  la  tangente  MT à 
l'hyperbole  MN  divise  en  deux  parties  égales  Fangle  des 
rayons  vecteurs  MF,  MF'  menés  aux  deux  foyers  F  et  F'. 
L'équation  de  l'hyperbole  est 


t/-r  =  2o. 
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Les  asymptotes  de  la  courbe  s'obtiendront  en  décrivant  du 
foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  2a,  une  circonfé- 
rence à  laquelle  on  mènera  une  tangente  FA  h  partir  de  l'au- 
tre foyer.  Les  deux  droites  parallèles  F' A  et  FB,  concourent 
en  un  point  infiniment  éloigné,  qui  appartient  à  l'hyperbole. 
La  tangente  en  ce  point,  c'est-à-dire  l'asymptote  cherchée  OC, 
est  une  parallèle  à  ces  deux  droites  menée  à  égale  distance 
de  chacune,  et  passant 
par  conséquent  par  le 
point  0,  milieu  de  FF',  et 
centre  de  la  courbe. 

87 .  Problème.  —  A  par- 
tir d'un  point  0  (Gg.  75), 
on  mène  arbitrairement 
une  transversale  OAB,  qui 
rencontre  en  deux  points 
A  et  B  deux  droites  données  AX,  BY.  On  prend  sur  le  segment 
AB  un  point  I  qui  partage  ce  segment  en  deux  parties  dans  un 

rapport  donné  —  i  en  sorte  qu'on  ait 


Fig.  73. 


IA 
1B 


m 


On  demande  de  construire  la  tangente  à  la  courbe  lieu  des 
points  ainsi  construits. 

Par  le  point  0  menons  une  transversale  infiniment  voisine 
OA'B',  et  prenons  sur  la  droite  fixe  A'B'  un  point  Y  satisfaisant 
à  la  condition 


l'B' 


m 

■     ■  i 

n 


Le  point  P  appartient  au  lieu,  et  II  est  à  la  limite  la  direction 
de  la  tangente  cherchée.  Projetons  les  points  A',  P  etB'  en  A", 
P  et  B%  sur  la  direction  OB  ;  nous  décomposons  ainsi  les  dé- 
placements effectifs  AA\  H\  BB',  chacun  en  deux  déplace- 
ments, l'un  de  glissement  sur  le  rayon  OB,  l'autre  de  circu- 
lation autour  du  point  0.  Les  vitesses  de  circulation  sont 
proportionnelles  aux  éléments  A'A",  IT\   BU",   c'est-à-dire 
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aux  distances  OA',  01',  OB',  ou,  à  la  limite,  aux  distan- 
ces OA,  01,  OB.  Par  les  points  A,  1  et  B  élevons  des 
perpendiculaires  sur  les  trajectoires  AA',  II',  BB',  des  trois 
points  mobiles,  et  coupons  ces  perpendiculaires  par  une 
droite  Ofr,  élevée  en  0  perpendiculairement  sur  la  droite  OB. 
Les  triangles  OaA,  0*1,  OfrB,  rectangles  en  0,  sont  respective- 
ment semblables  aux  triangles  infinitésimaux  M'A",  ITI", 
BB'B",  comme  ayant  des  côtés  perpendiculaires  chacun  à 
chacun.  Mais  nous  venons  d'établir  la  proportion 


Donc 


A'A* 
OA 

IT       B'B* 

""  01  ""  OB 

AA" 
Oa 

11"       BB" 

~~  o;  ~~  oo  ' 

Or  il  est  facile  de  trouver  une  relation  entre  les  trois  glis- 
sements simultanés  AA",  II",  BB".  On  a  en  effet  la  série  de 
rapports  égaux 


IB 


l'A' 
FB' 


Donc 


m 
n 

m 


IA  —  l'A'  __  __ 
IB— l'B'-  n 


Mais  FA'  est  égal,  à  des  infiniment  petits  négligeables  près, 
à  sa  projection  I"A";  l'B'  est  de  môme  égal  à  I"B",  de  sorte 
qu'on  a  à  la  fois 

IA  —  l'A' =11"  —  AA*, 
IB  —  I'B'  =  BB"  —  II». 


La  proportion  devient 


il" —  A  y 
î;U"  —  il'7 


m 


ou  bien,  en  remplaçant  AA",  H",  BB",  par  des  quantités  pro- 
portionnelles, 


Qi  —  ()'/       in       m 


06  —  Oï       ib       n 


Le  point  i  partage  donc  la  distance  connue  àb  en  deux  seg« 
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ments  dans  le  rapport  de  m  à  n;  on  pourra  déterminer  ce 
point,  et  la  droite  il  sera  la  normale  au  lieu  des  points  I. 

88.  La  question  peut  se  généraliser  de  la  façon  suivante. 
Étant  données  trois  courbes  LL',  MM',  NN',  on  mène  tangen- 
tiellemcnt  à  la  courbe  NN'  une  droite  OAB,  qui  coupe  les  deux 
autres  courbes  en  A  et  B.  On  prend  sur  la  portion  AB  un  point 
I  partageant  cette  longueur  dans  un  rapport  donné.  On  de- 
mande de  mener  une  tangente  au  lieu  géométrique  des 
points  I. 

Il  suffira  de  remplacer,  aux  points  A  et  B,  les  courbes  LL', 
MM'  par  leurs  tangentes  AT,  BS,  et  la  courbe  NN',  par  le 
point  de  contact  0,  qui  forme  l'intersection  de  la  trans- 
versale AB  avec  une  posi- 
tion infiniment  voisine  de  *} 
la  même  droite.  On  achè- 
vera la  construction  en  éle- 
vant les  normales  en  A, 
en  B  et  en  0  aux  trois  cour- 
bes données;  les  deux 
premières  normales  Aa,  B&,  déterminent  sur  la  troisième  un 
segment  ab,  qu'on  partagera  en  i  dans  le  rapport  donné  ;  et 
la  droite  il  sera  la  normale  au  lieu  du  point  I. 

89.  Réciproquement  étant  données  trois  courbes  LL',  MM', 
PP,  et  sachant  que  la  portion  AB  d'une  droite  mobile  de  longueur 
variable,  comprise  entre  les  deux  pi^emières  courbes,  est  partagée 
au  point  I  par  la  troisième  dans  un  rapport  donné,  il  suffit,  pour 
trouver  le  point  0  où  la  direction  AB  touche  l'enveloppe  de  ses  po- 
sitions successives,  de  mener  les  normales  Aa,  H,  Bb,  aux  trois 
courbes,  et  de  les  couper  par  une  droite  ba  normale  à  la  direc- 

9 
11 

lion  AB  et  telle  que  le  rapport  77-  soit  égal  au  rapport  donné.  Le 

point  0  est  à  l'intersection  de  cette  droite  et  de  AB. 

Celte  construction  permet  de  trouver  le  centre  de  courbure 
de  certaines  courbes  â. 

*Voy.  Cour$  de  mécanique  d'Edmond  fiour.  —  Cinématique,  p.  52. 


LIVRE  II 


i  MOUVEMENT  CURVILIGNE  ET  DE  L'ACCÉLÉRATION 

TOTALE 


CHAPITRE  UNIQUE 


90.  Nous  avons  déjà  défini  (g  31)  ce  qu'on  entônd  par  accé- 
lération, lorsque  le  mouvement  est  rcctiligne,  et  par  accéléra- 
tion tangentielle,  lorsque  le  mouvement  ne  s'effectue  pas  sui- 
vant une  ligne  droite.  Nous  allons  étendre  la  définition  de 
l'accélération  au  moyen  de  la  théorie  du  mouvement  relatif. 

Considérons  d'abord  un  mouvement  recliligne.  Soit  AB  la 
ligne  droite  qui  sert  de  trajectoire  à  un  mobile  M,  dont  la 


M 


&/ 


il 


o' 


C 


Vis.  77. 


Fig.  78. 


vitesse  est  variable.  Les  vitesses  du  mobile  en  deux  positions 
successives  très  rapprochées,  M,  M\  prises  sur  la  trajectoire, 
seront  généralement  différentes;  appelons  v  la  vitesse  au 
point  M,  et  tf  la  vitesse  au  point  M'  ;  soit  enfin  dt  le  temps  très 
court  qui  s'est  écoulé  entre  le  passage  du  mobile  en  M  et  son 
passage  en  M'. 

Imaginons  qu'un  mobile  fictif  parte  du  point  M  en  même 
temps  que  le  mobile  réel»  avec  la  même  vitesse  v,  et  dans  le 
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même  sens  AB,  mais  que  son  mouvement  soit  uniforme;  puis 
cherchons  quelle  esl  au  bout  du  temps  dt  la  vitesse  relative  du 
mobile  réel  par  rapport  au  mobile  fictif. 

Pour  cela,  nous  appliquerons  le  théorème  du  g  68:  la  vi- 
tesse relative  à  un  moment  donné  est  la  résultante  de  la  vi- 
tesse absolue  et  de  la  vitesse  d'entraînement  prise  en  sens 
contraire. 

Au  bout  du  temps  dt>  la  vitesse  absolue  du  mobile  réel 
est  v'.  Menons  donc  une  droite  OC  égale  à  v\  et  parallèle  à  la  di- 
rection de  la  vitesse,  c'est-à-dire  parallèle  à  la  trajectoire  AB. 

La  vitesse  d'entraînement  est  la  vitesse  du  mobile  fictif;  elle 
est  égale  à  v,  et  elle  est  dirigée  suivant  la  droite  AB  ;  mais  nous 
devons  la  prendre  en  sens  contraire,  ce  qui  revient  à  por- 
ter sur  CO,  de  C  vers  0,  une  quantité  CC7  =  v  ;  la  différence 
OC =t/  —  v  sera  la  résultante  des  deux  vitesses  v'  etv\  c'est 
donc  la  vitesse  relative  cherchée. 

Les  deux  vitesses  v  et  v'  diffèrent  infiniment  peu  Tune  de 
l'autre,  et  la  quantité  infiniment  petite  v'  —  v=dv  est  ce 
qu'on  appelle  la  vitesse  acquise  élémentaire;  si  on  la  divise  par 

dv 
le  temps  df,  le  rapport  -y  exprime  la  quantité  dont  s'accroî- 
trait la  vitesse  du  mobile  pendant  l'unité  de  temps,  si,  pen- 
dant toute  cette  durée,  la  vitesse  recevait  en  temps  égaux  des 
accroissements  élémentaires  égaux. 

Ce  rapport  —r  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  vitesse  de  la 

vitesse  ou  l'accélération  du  mouvement  rectiligne. 

Représentons-le  par  j  ;  nous  aurons  dv  =  jdt  ;  nous  pour- 
rons dire  en  conséquence  que  la  vitesse  du  mobile  s'accroît  pen- 
dant un  temps  très  court  dt  d'une  quantité  égale  au  produit  de 
T accélération]  par  cet  intervalle  de  temps  dt,  ou,  en  employant 
la  notion  du  mouvement  relu tif,  que  le  produit  jdt  est  la  vitesse 
apparente  qu  aurait  le  mobile  au  bout  du  temps  dt,  par  rapport 
-à  un  observateur  qui  pendant  tout  le  temps  dt  conserverait  la  vi- 
tesse v  qu  avait  le  mobile  au  commencement  de  ce  temps. 

La  considération  du  mouvement  relatif  conduit  ainsi  à  dé- 
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composer  le  mouvement  du  mobile,  entre  deux  positions  très 
voisines  M,  M',  occupées  successivement  par  lui  sur  sa  trajec- 
toire, en  deux  mouvements  simples  :  le  premier  est  un 
mouvement  uniforme,  dont  la  vitesse  constante  est  t;  ;  le  second 
est  un  mouvement  uniformément  varié,  qui  part  du  repos  et 
dont  Y  accélération  constante  est;.  Le  mouvement  effectif  du 
mobile  sera  la  résultante  de  ces 

deux  mouvements;  l'espace  (otal  £ 7iT~lx' 

décrit  sera  la  somme  des  deux  es-  Fig.  79. 

paces   respectivement  décrits  en 

vertu  de  chaque  mouvement  considéré  seul,  puisqu'ils  sont 
tous  deux  dirigés  suivant  la  même  droite. 

Or,  en  vertu  du  premier  mouvement  pris  isolément,  le 
mobile  parcourrait  dans  un  temps  0,  très  petit,  une  longueur 
Mm  =  vô;  en  vertu  du  second  mouvement,  le  mobile  partant 
du  repos  parcourrait  une  longueur  égale  à  \  jO*  (§  38) . 

Ces  deux  longueurs,  qui  sont  dirigées  suivant  la  môme 
droite,  s'additionnent  pour  donner  l'espace  réellement  décrit, 

Mais  Mm  =  vô.  Donc 

Delà  résulte  une  nouvelle  méthode  pour  trouver  l'accéléra- 
tion j  dans  le  mouvement  recliligne,  en  considérant  les  espaces 
parcourus. 

On  a  en  effet  à  la  limite,  pour  0  infiniment  petit, 

2»iM' 

Pour  trouver  l'accélération  ;  à  un  instant  donné,  on  prendra 
donc,  au  bout  d'un  temps  0  très  court  après  cet  instant,  la 
distance  mM'  entre  la  position  M'  du  mobile,  et  la  position  m 
qu'il  aurait,  si  pendant  tout  le  temps  0  il  avait  conservé  sa 
vitesse,  et  on  divisera  le  double  de  cette  distance  par  0*.  Le 
quotient  sera  la  mesure  de  l'accélération  cherchée. 

Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont  générales, 
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pourvu  que  Ton  donne  aux  vitesses  0,  t/f  à  l'accélération  j, 
enfin  aux  espaces  décrits  sur  la  trajectoire,  les  signes  algé- 
briques qui  correspondent  au  sens  de  ces  diverses  quantités. 


MOUVEMENT  CURVILIGNE. 


Fig.  80. 


91.  Nous  pouvons  appliquer  les  mêmes  principes  au  mou- 
vement curviligne. 
Soit  AB  la  trajectoire; 

M  et  M',  deux  positions  successives  du  mobile,  Tune  M  au 
commencement,  l'autre  M"  à  la  fin  d'un  intervalle  de  temps  9 
très  court. 

Menons  en  M  et  M'  deux  tangentes  à  la  trajectoire,  et  sur 
ces  tangentes  prenons,  dans  le  sens  du  mouvement,  deux  lon- 
gueurs My ,  MV  égales  aux  vitesses 
du  mobile  à  son  passage  en  H  et 
en  M'. 

Puis  cherchons  la  vitesse  rela- 
tive du  mobile  parvenu  en  M'  par 
rapport  à  un  mobile  fictif  qui  serait  entraîné  le  long  de  Mr, 
avec  la  vitesse  v  que  possède  le  mobile  à  son  passage  en  M. 
Pour  cela,  menons  par  un  môme  point  0  de  l'espace  deux 

droites  OC,  OC,  égales  et  parallèles  à  Mp,  MV. 
Joignons  CC.  Celte  droite  représentera  la  vi- 
tesse relative  cherchée. 

En  effet,  achevons  le  parallélogramme 
OCC'D;  dans  ce  parallélogramme,  la  diago- 
nale OC  est  la  résultante  des  deux  côtés  OC,  OD  ;  la  vitesse 
absolue  v'  du  mobile  au  point  M'  est  la  résultante  de  la  vi- 
tesse OD,  ou  CC,  et  de  la  vitesse  il  entraînement,  0C  =  t\  du 
système  de  comparaison.  Donc  CC  est  la  vitesse  relative  en 
grandeur  et  en  direction. 

Cette  vitesse  relative  est  encore  ce  qu'on  appelle  la  vitesse 
acquise  élémentaire.  C'est  la  vitesse  infiniment  petite  qui  se 
compose  avec  la  vitesse  v  pour  produire  au  bout  du  temps  0  la 
vitesse  v'. 


Fig.  81. 
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CG' 
V accélération  totale  j  est  le  quotient  —  de  la  vitesse  acquise 

élémentaire  par  le  temps  0  du  trajet  du  mobile  de  M  en  M'. 
La  direction  CC,  ou  OD,  est  la  direction  de  l'accélération  ;. 
Dans  le  mouvement  curviligne,  l'accélération  totale  a  une  di- 
rection différente  de  la  vitesse  ;  elle  a  la  même  direction  que 
la  vitesse  dans  le  mouvement  rcctiligne. 

La  vitesse  acquise  élémentaire  s'obtient  en  multipliant  par  0 
l'accélération  totale;. 

L'application  de  la  théorie  du  mouvement  relatif  conduit 
donc  encore  à  décomposer  le  mouvement  réel  du  mobile  pen- 
dant un  temps  très  court  ô,  en  deux  mou- 
vements rectilignes  simultanés.  Le  premier, 
uniforme,  s'effectue  le  long  de  la  tangente 
à  la  trajectoire  au  point  M  avec  la  vitesse 
constante  v  que  le  mobile  possède  à  son  Flg*  **' 

passage  en  M.  Le  mobile  parcourt  en  vertu  de  ce  mouvement 
l'espace  Mm=vô. 

Le  second,  uniformément  varié,  fait  parcourir  au  mobile 
l'espace  rectiligne  mM',  avec  une  accélération  constante  égale 
à  j  ;  ce  second  mouvement  part  du  repos,  et  par  suite,  au  bout 
du  temps  0,  l'espace  décrit  mM'  est  égal  à  \  jô\ 

h* accélération  totale  j  se  déterminera,  en  direction,  par  la 
recherche  de  la  position  que  prend  la  droite  mM'  à  la  limite, 
lorsque  0  décroit  indéfiniment;  en  grandeur,  en  divisant  le 
double  de  la  distance  mM'  par  0\ 

2mM' 

et  en  prenant  la  limite  de  ce  rapport. 

92.  L'analyse  conduit  au  môme  résultat.  Soit  (fig.  83)  AM 
la  trajectoire  d'un  point  mobile,  qui  passe  en  À  à  un  certain 
instant. 

Rapportons  le  mouvement  à  trois  axes  coordonnés,  menés 
par  le  point  A,  AX,  AY,  AZ  ;  nous  prendrons  l'un  de  ces  axes, 
AX,  tangent  à  la  trajectoire  en  A,  et  dirigé  dans  le  sens  du 
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mouvement.  Les  deux  autres  axes,  AY,  AZ  seront  d'abord  di- 
rigés arbitrairement  ;  mais  nous  verrons  qu'il  y  a  intérêt  à 

adopter  pour  l'un  d'eux,  AZ,  une  direction 
particulière  qui  sera  définie  tout  à  l'heure. 
Les  coordonnées  du  mobile,  x,  y,  *,  sont 
connues  en  fonction  du  temps  t,  mesuré 
a  partir  du  passage  du  mobile  en  A,  par 
trois  équations  de  la  forme  : 


Pig.  83. 


y  =  ?  M, 

*  =  *«). 


Nous  supposerons  que  ces  fonctions  soient  développables  en 
séries,  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temps 
f,  au  moins  pour  les  très  petites  valeurs  de  la  variable.  Le 
mouvement,  dans  les  environs  du  point  A,  sera  donc  défini 
par  les  équations 

x  =  aQ-\-ait  +  a%t*-\~aJi+.  ., 
y  =  b0  +  bKt  +  btP  +  bj*  +. . ., 
a  =  c0  4-  ctt  -f-  c^t*  +  c^P  -K . . . 

Or,  la  trajectoire  passant  à  l'origine,  on  a 

ar=0,    y=0,    4=0  pour  (  =  0 

et  par  suite 

a0=bQ=c0=i). 

De  plus,  elle  est  tangente  à  Taxe  des  x\  donc  pour  x=0f 
on  a 


lim.-=0.     et     lini.-=0. 

x  x        ' 


ou  bien,  pour  f=0, 

«i*  H- "***+... 
..       c{t  +  cJ*  -4-...      A 

ce  qui  exige  qu'on  ailfrl  =  0,  c4  =  0,  avec  ax  différent  de  zéro, 
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Ces  hypothèses  réduisent  les  équations  du  mouvement  aux 
termes  suivants  : 

x  =  att  -f-tfjjt-f  as*3-»-...* 

Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes  sont  -7- ,  -r  • 

df    ai 

-j-;  pour  f=0,  on  voit  que  les  composantes  J  et  ~  sont 

nulles,  et  que  -r-  =  at.  Donc  at  est  la  vitesse  du  mobile  à  son 

passage  au  point  À. 

Au  bout  d'un  temps  f,  très  petit,  le  mobile  est  en  B;  pre- 
nons sur  la  tangente  à  la  trajectoire  une  longueur  AE=att; 
joignons  EB,  et  menons  les  ordonnées  BC,  CD,  du  point  B.  La 
longueur  EB  est  la  résultante  des  trois  longueurs  ED,  DC,  CB, 
qui  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  dont  les 
valeurs  sont  : 

ED  =  *  —  att  =  aip  +  ajP+. . ., 
CB  =<:,£• +  c5r*  +.... 

Or  nous  pouvons  disposer  de  la  direction  de  Taxe  AZ,  de  ma- 
nière à  réduire  au  troisième  ordre  de  petitesse  les  éléments 
ED  et  DC.  En  effet,  il  suffit,  pour  réduire  DC  au  troisième 
ordre,  de  mener  AZ  dans  le  plan  oscillateur  de  la  trajectoire 
au  point  A;  car  DC  mesure,  à  un  facteur  près,  la  distance  du 
point  B  pris  sur  la  courbe  au  plan  ZAX  mené  par  une  tangente 
à  cette  courbe  :  distance  qui  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  pour  un  plan  tangent  quelconque,  et  qui  se  réduit  à  un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre  au  moins,  lorsqu'il  s'agit 
du  plan  tangent  particulier  qu'on  nomme  plan  osculateur. 
En  orientant  ensuite  convenablement  Taxe  AZ  dans  le  plan 
osculateur,  on  pourra  réduire  au  troisième  degré  de  petitesse 
la  longueur  ED;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  AZ  la  po- 
sition limite  de  la  droite  EB  quand  l'arc  AB  diminue  indéfini- 
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ment.  Si  l'on  suppose  cette  direction  particulière  de  l'axe  AZ, 
ED  et  DC  seront  des  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  et  on 
aura  par  conséquent  at  =  0  et  frt=0. 
Les  équations  du  mouvement  deviennent 

z  =  ott  +05**+..., 

0  =  65**+..  , 

Abstraction  faite  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
second,  le  mouvement  projeté  sur  Taxe  des  x  est  un  mouvement 
uniforme,  dont  la  vitesse  est  ai  ;  le  mouvement  projeté  sur  Taxe 
des  %  est  un  mouvement  uniformément  varié,  qui  part  du  repos 

avec  une  accélération  j  =  -p-  =  2ct,  et  le  mouvement  projeté 

sur  l'axe  des  y  est  nul.  Le  mouvement  réel  du  point  est  donc 
décomposé,  pendant  un  temps  0  très  court ,  en  deux  mou- 
vements rectilignes,  l'un  uniforme  suivant  la  tangente, 
l'autre  uniformément  varié ,  et  l'accélération  de  ce  dernier 
mouvement  est  Yaccéléralion  totale  du  mouvement  curvi- 
ligne. Pour  l'évaluer,  observons  quelle  a  pour  valeur  2c^. 
Or  06  =  0,0%  en  se  bornant  aux  infiniment  petits  du  second 
ordre;  donc 

et  puisque  à  la  limite  CB  et  EB  se  confondent,  nous  pouvons 
poser 

2EB 

La  direction  de  l'accélération  lotale  est  d'ailleurs  la  posi- 
tion limite  de  la  droite  EB,  quand  le  temps  G  décroît  indéfini- 
ment. Nous  retrouvons  ainsi  les  règles  posées  dans  le  para- 
graphe 91, 


TOTALE. 
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Fig.  84. 


93.  Comme  exemple  de  la  recherche  de  l'accélération  to- 
tale, proposons-nous  de  trouver  l'accélération  totale  dans  le 
mouvement  d'un  point  mobile  qui 
parcourt,  avec  une  vitesse  constante 
V,  la  circonférence  d'un  cercle  de 
rayon  R. 

Soit  M  la  position  occupée  par  le 
mobile  à  un  certain  instant,  M'  la  po- 
sition qu'il  prend  au  bout  du  temps 
très  court  0.  Nous  aurons  arc  MM'  =  V0, 
puisque  le  mouvement  est  uniforme. 

Par  le  point  M,  menons  une  tangente  MT  au  cercle  ;  et  pre- 
nons sur  cette  droite  une  quantité  Mm=Vô=arcMM'.  A  la 
limite,  la  droite  mM'  sera  la  direction  de  l'accélération  cher- 

.  .       ê  2mM' 
cliee,  et  en  sera  la  grandeur,  j. 

L'arc  inûniment  petit  MM'  peut  être  confondu  avec  l'ordon- 
née M'N  abaissée  du  point  M'  perpendiculairement  sur  le  rayon 
OM,  et  par  suite  la  figure  infiniment  petite  MNM'm  est  un  rec- 
tangle dans  lequel  les  côtés  opposés  mM',  MN,  sont  égaux  et 
parallèles. 

Donc,  à  la  limite,  la  direction  de  l'accélération;  coïncide  avec 
le  rayon  MO  ;  en  d'autres  termes,  l'accélération  est  centripète, 
c'est-à-dire  dirigée  du  point  M  vers  le  centre  0. 

Quant  à  sa  grandeur;,  elle  est  donnée  par  l'équation 


;  = 


2xmM/_2xMS 

6*       ~~       0»      ' 


Prolongeons  jusqu'en  P  le  rayon  MO,  et  joignons  M'P,  WVL; 
nous  aurons,  dans  le  triangle  rectangle  PM'M, 


Eir=MHxMP. 


Mais  la  corde  MM',  qui  est  infiniment  petite,  se  confond  avec 
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l'arc  MM',  et  par  suite  est  égale  à  V6  ;  HP  est  égal  au  diamètre  2R 
du  cercle.  Donc 


V*6*  =  MNx2IL 


On  en  déduit 


2MN 


V» 


e*  — ;  —  R- 


Donc  enfin,  lorsqu'un  mobile  parcourt  uniformément  un 
cercle  de  rayon  R  avec  une  vitesse  V,  l'accélération  totale  du 
point  est  dirigée  constamment  vers  le  centre  du  cercle,  et  est 
égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon. 

On  remarquera  par  cet  exemple  combien  l'accélération  totale 
peut  différer  de  Vaccélération  tangentielle  étudiée  dans  le 
livre  Ier ,  ici  la  vitesse  étant  constante,  l'accélération  tangen- 
tielle, vitesse  de  la  vitesse,  est  constamment  nulle,  tandis  que 

V1 

l'accélération  totale  est  constante  et  ésale  à  tt- 


R 


V 


Remarquons  aussi  que  ^  est,  abstraction  faite  du  signe, 

Vaccélération  que  nous  avons  trouvée  (g  41)  pour  le  mouve- 
ment rectiligne  de  la  projection  d'un  mobile  sur  le  diamètre 
fixe  MP,  lorsque  le  mobile,  parcourant  le  cercle  avec  la  vi- 
tesse V,  atteint  l'extrémité  M  de  ce  diamètre. 


ACCÉLÉRATION  DANS  UN  MOUVEMENT  CURVILIGNE  QUELCONQUE.   —  RAPPEL 

DE  CERTAINES  DÉFINITIONS. 

94.  Soit  AB  une  courbe  tracée  d;ins  l'espace.  Considérons 

un  arc  très  petit  MN  de  cette  courbe  : 

nous  pouvons  prendre  sur  cet  arc  trois 

poinls  M,  P,  N,  non  situés  en  ligne  droite 

et  par  ces  trois  points  faire  passer  un 

plan  qui  contiendra  l'arc  MN  entier, 

pourvu  que  la  longueur  MN  soit  asseï 
Fig.  85.  petite  ;  ce  pian  est  ie  pjan  de  ja  (tourte 

dans  la  région  MN,  en  d'autres  termes,  le  plan  oscillateur. 


DANS  LE  MOUVEMENT-CURVILIGNE.  131 

Par  les  trois  points  M,  P,  N,  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite, 
on  peut  faire  passer  une  circonférence  de  cercle,  qui  se  confon- 
dra avec  la  courbe  dans  toute  l'étendue  de  Parc  MN.  Cette  cir- 
conférence est  le  cercle  oscillateur. 

Ces  définitions  supposent  que  Parc  MN  est  infiniment  petit; 
le  plan  osculateur  et  le  cercle  oscillateur  sont  le  plan  limite  et 
le  cercle  limite  que  l'on  obtient  en  un  point  M  donné  quand 
l'arc  MN  décroit  indéfiniment. 

La  normale  principale  à  une  courbe  en  un  point  M  est  la  nor- 
male élevée  à  la  courbe  au  point  M  dans  son  plan  osculateur. 
Elle  passe  par  le  centre  0  du  cercle  osculateur. 

Le  rayon  OM  du  cercle  osculateur  reçoit  le  nom  de  rayon  de 
courbure. 

Menons  deux  tangentes  à  la  courbe,  Pune  au  point  M,  l'au- 
tre au  point  N.  L'angle  de  ces  deux  tangentes,  qu'on  appelle 
angle  de  contingence,  est  la  mesure  de  la  courbure  totale  de 
Parc  MN.  Cet  angle  est  le  même  pour  la  courbe  et  pour  le  cer- 
cle osculateur.  Or,  dans  le  cercle  osculateur,  il  est  égal  à 
Pangle  au  centre  NOM,  et  si  on  évalue  cet  angle,  non  en  degrés, 
mais  en  parties  du  rayon,  suivant  Pusage  de  Panalyse,  on 
pourra  poser 

are  MN  =  OM  X  angle  MON. 

D'où  l'on  déduit 

OM,  ou  le  rayon  de  courbure  = 


angle  MON 


Le  rayon  de  courbure  est  donc  égal  à  la  longueur  de  Parc 
MN  divisée  par  Pangle  de  contin- 
gence, ou  plutôt  est  égal  à  la  limite 
de  ce  rapport. 

95.  Ces  définitions  rappelées, 
considérons  un  mouvement  curvi- 
ligne quelconque  :  soit  AB  la  tra- 
jectoire, Fig88 

M  la  position  du  mobile  à  un  certain  instant, 

v  sa  vitesse  à  cet  instant» 
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M' la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  0  infiniment 
petit, 

v'  la  vitesse  du  mobile  au  bout  de  ce  temps. 

Menons  la  tangente  MT,  et  prenons  sur  cette  droite ,  à 
partir  du  point  M  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une  loi), 
gueur  Mm=vô.  Joignons  mM',  et  projetons  M'  en  m  sur  h 
tangente  MT. 

La  droite  mM'  est  la  résultante  des  deux  éléments  mm\  mil; 

l'accélération  totale,  égale  à  la  limite  du  rapport  — rj—  , 
est  de  même  la  résultante  de  deux  accélérations,  l'une  tangen- 
tielle,  égale  à  la  limite  du  rapport  ,  l'autre    normale, 

et  égale  à  la  limite  du  rapport — -r-.  Proposons-nous  d'éva- 
luer les  longueurs  des  éléments  mm',  m'M' 

Menons  par  le  point  M,  dans  le  plan  osculateur,  une  droite 
MS,  parallèle  à  mM',  et  rapportons  le  mouvement  du  mobile 
aux  axes  MT,  MS;  nous  savons  (g  92)  que  les  équations  du 
mouvement,  aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre, 
seront 

X  =  vt, 

Changeons  Taxe  des.*/,  et  prenons  pour  nouvel  axe  la  nor- 
male MR,  qui  n'est  autre  que  la  normale  principale.  Soit  ji. 
l'angle  SMT  de  l'accélération  totale  avec  la  direction  du  mou- 
vement ,  et  appelons  x'  et  y'  les  nouvelles  coordonnées  :  le 
changement  d'axe  substitue  l'abscisse  Mm'  à  l'abscisse  Mm,  et 
l'ordonnée  normale,  M'm',  à  l'ordonnée  oblique  M'ro  :  cela  re- 
vient à  poser 


et  par  conséquent 


xf=  x  -f-  y  cos  fi9 
yf  =  ysin/i, 

jfssrl+f/jicosjtK, 
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La  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  î  a  pour  composantes, 
suivant  les  nouveaux  axes, 

dx* 

Appliquons  ces  équations  au  passage  du  mobile  au  point 

As! 
M',  en  remplaçant*  par  0,  ou  par  ai;  -j-  est  alors  la  projection 

orthogonale  de  la  vitesse  v'  sur  la  tangente  MT,  et  ~  la 

même  projection  sur  la  normale  principale  MR.  Soit  donc  dw 
Y  angle  de  contingence  de  la  courbe,  c'est-à-dire  l'angle  infini- 
ment petit  formé  par  la  tangente  MT  avec  la  tangente  MT  ; 
nous  aurons 

dsf 

—  =  tK  COS  <hit 

dv' 

•4r  =  V  sin  d<a9 

ou  bien,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur 
au  second, 

dx* 

_  =  *-=,  +  *,. 


-5-  =  v'doè  =  vd&% 


on  a  donc 


9 + dv  =  v  -+■  j  cos  11  dt, 
9dta  =  j  sin  fidt, 


et  enfin 


dv 

g^=;COS/tf 

de*       .  . 
9  dï  ~  J  SU1  **• 


L'accélération  totale,  j,  a  donc  pour  composante  tangentieïle 
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-7-,  et  pour  composante  normale  v  -y. ,  celle-ci  étant  dirigée 

suivant  la  normale  principale. 

96.  En  divisant  Tune  par  l'autre  ces  deux  équations,  on 
élimine  à  la  fois  dt  et;,  et  il  vient 

do         do» 


v       tang/x 

Cette  équation  s'intègre  ;  l'intégrale  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


°r0      J  laug 


les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien  dont  la 
base  est  e  ;  ou  encore  sous  la  forme  exponentielle 

dot 


=  VqpJ 


Elle  conduit  donc  à  exprimer  par  une  fonction  de  quantités 
angulaires  le  rapport  des  vitesses  d'un  point  mobile  en  deux 
points  de  sa  trajectoire. 

La  composante  langentielle  de  l'accélération,  -7-,  est  la  ri- 

tesse  de  la  vitesse;  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  dans  le 
premier  livre  l'accélération  langentielle  (§  31).  La  composante 
normale  prend  le  nom  $  accélération  centripète,  parce  qu'elle 
est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire.  L'ex- 
pression -T-  peut  se  transformer.  On  a,  en  effet,  en  appelant 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  M, 

pdu  =  ds  =  vdt, 

donc 


et 


dût v 

dt"}' 


vdoè t>* 

dt  ""  p' 
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L'accélération  centripète  est  donc  égale  au  carré  de  la  vi- 
tesse divisé  par  le  rayon  de  courbure. 

Si  la  vitesse  v  est  constante,  l'accélération  totale  se  réduit  è 

v* 
l'accélération  centripète,  —  :  résultat  conforme  à  celui  que 

tious  avons  trouvé  directement  pour  le  mouvement  circulaire 
uniforme. 

Lorsque  le  mouvement  est  rectiligne,  l'accélération  centri- 
pète disparait,  car  le  rayon  de  courbure  devient  infini,  et  l'ac- 
célération totale  se  réduit  à  l'accélération  tan genti elle. 

En  résumé,  nous  obtenons  ce  théorème  : 

L'accélération  totale  dans  le  mouvement  curviligne  est  la  résul- 
tante de  deux  accélérations,  Vune  tangentielle, qui  est  égale  à  la 
vitesse  de  la  vitesse,  ï autre  centripète,  qui  est  dirigée  suivant  la 
normale  principale,  et  qui  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé 
par  le  rayon  de  courbure. 

Ces  deux  accélérations  composantes  ont  chacune  leur  rôle 
dans  le  mouvement  d'un  point.  C'est  la  première  qui  pro- 
duit à  chaque  instant  la  variation  de  vitesse  du  mobile  ;  et 
c'est  la  seconde  qui  produit  la  déviation  en  vertu  de  laquelle 
il  abandonne  une  direction  pour  en  prendre  une  autre. 


DÉMONSTRATION  DU  MÊME  THÉORÈME  PAR  LA  CONSIDÉRATION  DES  VITESSES. 

97.  Soient  toujours  M,  M',  deux  positions  successives  infi- 
niment voisines  du  mobile  sur  sa 
trajectoire  AB. 

Pour  trouver  l'accélération  totale, 
nous  savons  qu'il  suffit  de  mener  par 
un  point  C  de  l'espace  deux  droites 
CD,  CE,  égales  et  parallèles  aux  vi- 
tesses Mt;,MV, du  mobile  aux  pointsM 

DE 
et  M',  et  de  prendre  le  rapport  —  de  Fig.  87. 

la  vitesse  acquise  élémentaire,  laquelle  est  représentée  par  le 
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côté  DE  dn  triangle  CDE,  au  temps  0  que  le  mobile  met  à 

aller  de  M  en  M'. 

Nous  pouvons  décomposer  la  vitesse  DE  en  deux  vitesses 

simultanées,  DF,  FE,  en  projetant  le  point  E  sur  la  direction 

DE 
CF  ;  l'accélération  —  se  décomposera  de  même  en  deux  accé- 

DF 
lérations,  Tune  —,  parallèle  à  la  tangente  à  la  trajectoire  au 

FE 
point  M,  et  l'autre  —,  normale  à  cette  tangente,  et  dirigée 

parallèlement  au  plan  oscillateur  qui  contient  à  la  fois  les 

deux  tangentes  Mv,  MV. 

L'angle  ECF  est  Y  angle  de  contingence  de  Fard  MM'  ;  il  est 

infiniment  petit,  et  par  suite  CF  diffère  infiniment  peu  de  CE. 

CE 
La  limite  du  rapport  ^  est  l'unité,  et  Ton  peut  poser 

DF  =  CF—  CD  =  CE  —  CD  =  t>'  —  v. 

Donc 

DF  __  t^  —  v  _  (h 

0  —~ ~  ~"  dïf 

valeur  déjà  trouvée  de  l'accélération  langenliclle. 

D'un  autre  côté,  EF  se  confond  à  la  limite  avec  l'arc  de  cer- 
cle EF'  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  CE  pour  rayon; 
appelons  dw  l'angle  de  contingence  ECF  exprimé  en  parties 
du  rayon.  Nous  aurons 

EF=CEx</w  =  r'rfw. 

L'accélération  centripète,  —,  est  donc  égale  à  — — . 

Mais  le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  au  point  M,  multi- 
plié par  l'angle  de  contingence  du,  donne  la  longueur  de 
l'arc  MM'.  Donc 

.       arc  MM' 

Qui  = • 
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Enfin  Tare  MM'  est  a  la  limite  égal  à  vO.  Substituons  ces 
valeurs  de  u>  et  de  MM'  :  il  vient 


tfdui    vif 


i» 


quantité  qui  doit  être  prise  à  la  limite,  c'est-à-dire  à  l'instant 
où  v'  devient  égal  à  v;  elle  se  réduit  alors  à 


V1 


comme  nous  l'avions  trouvé  par  une  autre  méthode. 


GOURDE   INDICATRICE   DES    ACCÉLÉRATIONS    TOTALES. 


98.  Prenons  sur  la  trajectoire  AB  les  points  M,  Mp  M,,  MJt 
M4,...  positions  du  mobile  à  des  intervalles  de  temps  égaux  à 
6,  c'est-à-dire  au  bout  des  temps  6,  26,  30,  40,  56,....  la  durée 
6  étant  supposée  infiniment  petite. 

Menons  en  ces  points,  dans  le  sens  du  mouvement,  des  tan- 
gentes à  la  trajectoire,  et 
prenons  sur  ces  tangentes 
des  longueurs  Mv,  Mtvt,  M,»,,' 
M,t>,  M4v4,...  égales  respecti- 
vement aux  vitesses  succes- 
sives», vtJ  »f,  vs,  t\,...  que 
possède  le  mobile  à  son  pas- 
sage en  ces  différents  points,     i. 

Par  un  point  C  pris  arbi- 
trairement dans  l'espace,  me- 
nons des  droites  CD,  CDif  CD,, 
CD„  CD4....  égales  et  paral- 
lèles à  Mi>,  Mtvn  M,»,,  M,*,, 

M4t>4 Le  lieu  géométrique  Fig.  ^ 

des  points  D,  Dif  Dlf  Dr  D4.... 

sera  une  ligne  dont  les  arcs  infiniment  petits  successifs  DDt, 

DjP,,  DtDs,  DSD4,...  seront  égaux  aux  produits  des  accélérations 


totales  parla  durée  0.  Cette  courbe  auxiliaire  donne  donc  par 
tes  arcs  les  produits  jO,  et  par  ses  rayons  vecteurs  les  valeurs 
des  vitesses  v.  Nous  l'appellerons  la  courbe  indicatrice  des  ac- 
célérations totales. 

Lorsque  la  trajectoire  AB  est  plane,  l'indicatrice  des  accé- 
lérations totales  est  aussi  plane.  Plus  généralement,  le  plan 
mené  par  le  point  C  langentiellement  à  l'indicatrice  en  un 
point  D  est  parallèle  au  plan  osculaleur  de  la  trajectoire  au 
point  M  qui  correspond  à  ce  point  D. 

Lorsque  le  mouvement  sur  la  courbe  AB  est  uniforme,  l'in- 
dicatrice des  accélérations  est  située  sur  une  sphère  décrite 
du  point  C  comme  centre,  puisque  tous  les  rayons  CD,  CD,,... 
sont  égaux.  Elle  devient  alors  la  ligne  qu'on  appelle  en  géo- 
métrie {'indicatrice  sphéi  ujue  de  la  courbe  AB1 . 

Le  produit  CDxO  est  la  longueur  Mm=rQ  que  le  mobile 
décrirait  sur  sa  tangente Mi>,  si,  à  partir  du  point  M,  il  conser- 
vait un  mouvement  rccliligneet  uniforme.  Nous  savons  enGn 
que  wiM,  =  î  j8*  ;  maisjO=DD,;  donc»iM,  =  jDDtx8.  La  courbe 
indicatrice  des  accélérations  totales  fait  donc  connaître  les  élé- 
ments utiles  à  l'étude  du  mouvement  sur  la  trajectoire,  et  no- 
tamment les  directions  des  accélérations  totales  qui  sont  pa- 
rallèles a  ses  tangentes. 

A  mesure  que  le  mobile  parcourt  la  trajectoire  AB,  on  peut 
imaginer  qu'un  second  mobile  parcoure  l'indicatrice  DDk,  de 
manière  que  les  deux  mobiles  passent  en  même  temps  aux 
points  correspondants,  M  et  D,  M,  et  D,,  M,  etD,,....  des  deux 
courbes.  Les  vitesses  du  mobile  auxiliaire  sur  sa  trajectoire  DD, 
seront  à  chaque  instant  égales  et  parallèles  aux  accélérations 
totales  du  mobile  réel  sur  sa  trajectoire  AB. 

L'indicatrice  des  accélérations  peut  être  définie,  sur  la  sur- 
face du  cône  que  l'on  forme  en  transportant  toutes  les  tan- 
gentes à  la  trajectoire  parallèlement  à  elles-mêmes  eu  un 
même  point  C,  par  une  relation  entre  les  rayons  vecteurs  CD, 
CD,,...  respectivement  égaux  aux  vitesses  v,  el  les  angle» 


'  Voy.  Calcul  différentiel  de  H.  t.  Bertrant,  p.  Û03. 
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DjCD,  DjCDp...  respectivement  égaux  aux  angles  de  contin- 
gence, rfo),  compris  entre  ces  tangentes  successives.  Appelant 
u  V angle  formé  par  l'addition  des  angles  de  contingence  succes- 
sifs, à  partir  d'un  point  de  départ  arbitraire,  l'équation  de 
l'indicatrice  sera  une  équation  polaire  de  la  forme 

et  l'angle  p.  que  fait  la  courbe  avec  un  de  ses  rayons  vecteurs 
est  alors  donné  par  la  formule  des  tangentes  aux  courbes  rap- 
portées à  des  coordonnées  polaires, 

vd<a 

d'où  Ton  déduit  la  relation  différentielle  déjà  obtenue, 

dv dfj> 

v       tang  fk 


ACCÉLÉRATION   DANS    LE    MOUVEMENT    PROJETÉ. 


99.  Soit  AB  la  trajectoire  d'un  mobile,  et  ab  la  projection 
de  cette  trajectoire  sur  un  plan  PF,  parallèlement  à  une  droite 
donnée.  Soient  M,  M' deux  positions  successives  et  infiniment 
voisines  du  mobile  ;  Mt  et  M't,  les  po- 
sitions correspondantes  du  mobile 
projeté.  Menons  la  tangente  Mm  à  la 
trajectoire  AB  au  point  M  ;  cette  droite 
aura  pour  projection  sur  le  plan  PP' 
la  tangente  M^  à  la  courbe  ab  au 
point  Mt.  Prenons  ensuite  sur  la  tan- 
gente à  AB  une  longueur  Mm=v8, 
vêtant  la  vitesse  du  mobile  au  point  M, 
et  6  le  temps  que  le  mobile  met  à  aller  de  M  en  M'.  La  projec- 
tion du  point  m  sur  le  plan  PP"  sera  un  point  m1  de  la  tan- 
gente MjtHp  et  M^j  sera  égale  à  t\0,  vt  étant  la  vitesse  du 
mouvement  projeté;  en  effet,  M1m1  est  la  projection  de  Mm, 
ou  de  v6.  Mais  la  projection  de  la  vitesse  v  est  égale  à  la  vi- 


Fig.  89. 
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tessen,  du  mouvement  projeté,  (g  45);  donc  la  projrction  de  v 
esl  égale  à  vfi ,  el  par  suite  M^rn,  =p,4. 

L'accélération  dans  le  mouvement  réel  est  égale  à  —rï~>  * 

a  pour  direction  la  direction  limite  de  la  droite  tiiM'. 

L'accélération  dans  le  mouvement  projeté  est  égale  à 

cl  a  pour  direction  la  direclinn  limite  de  la  droite  in^l,'. 
Or  celle  droite  m,M,'  est  laprojeclion  delà  droite  mM'. 
Donc  l'accélération  du  mouvement  projeté  est ,  en  direction 
et  en  grandeur,  la  projection  de  l'accélération  du  mouvement 
réel. 

Le  même  théorème  a  lieu  lorsque,  au  lieu  de  projeter  le 
mouvement  sur  un  plan  parallèlement  à  une  droite,  on  le  pro- 
jette sur  une  droite  parallèlement  à  un 
plan.  La  projection  de  la  longueur  Mm, 
prise  sur  la  Lin;>ente,  et  égale  a  t>9,  est 
une  longueur  M,™,,  égale  à  i\H;  et  la 
droite  mM',  qui,  par  sa  direction  el  sa 
ï     s;      m.ir,    t'     grandeur,  définit  l'accélération  du  mou- 
Fjg.  ».  veulent  dans  l'espace,  a  pour  projection 

une  longueur  mtM't,  qui  définit  de  même 
l'accélération  du  mouvement  projelé.  Ici  le  mouvement  pro- 
jeté est  un  mouvement  recliligne,  pour  lequel  l'accélération 
totale  se  réduit  à  l'accélération  tangenliclle. 

On  rapporte  habituellement,  comme  nous  l'avons  vu,  le  mou- 
vement d'un  point  mobile  à  trois  axes  OX,  OY,  0Z,  menés  par 
un  même  point  0  de  l'espace  (fig.  91).  Projetons  sur  ces  (rois 
axes  le  contour  MmM',  formé  par  le  coté  Mm  =  rfl,  pris  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire,  elle  coté  mW=\j&t  qui  ramène  à  la 
position  réelle  M'  du  mobile  sur  sa  trajectoire.  La  projection 
M^M/,  ue  ce  contour  sur  l'axe  OX,  se  composera  de  deux  par 
lies  :  l'une  M1m,=r,0,  l'autre  mlWl  =Jjf8*,  projection  de  mM'. 
Nous  représentons  par  vt  et  jt  la  vitesse  et  l'accélération  du 
mouvement  sur  OX. 
De  même  sur  l'axe  OY,  nous  aurons,  en  employant  des  nota- 


*. 


*. 


m, 
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tions  analogues:  M1m1=yf8t  et  m1M,1=^jfô1;  et  sur  Taxe  OZ, 
M5m,= vfi  et  m$L\=  {jtV. 

Le  côté  mM'a  pour  projections  sur  les  trois  axes  mjM/,  n^M/, 
msM/  ;  nous  pouvons  donc  dire 
que  wM'  est  la  résultante  des  trois 
droites  n^M/,  n^M/,  mjtf,';  car  on 
prouverait,  comme  nous  l'avons 
fait  pourla  démonstration  du  théo- 
rème relatif  aux  vitesses  (g  46), 
que  mM'est  la  diagonale  d'un  pa- 
rallélépipède construit  au  point  m, 
sur  trois  arêtes  menées  à  partir 
de  ce  point,  respectivement  égales 
et  parallèles  à  mftM'19  f^M',,  mJA\. 

Donc  V accélération  totale  du  mobile  dans  C espace  est  la  ré- 
sultante des  accélérations  des  trois  mouvements  rectilignes  ob- 
tenus en  projetant  le  mobile  sur  les  trois  axes  coordonnés  OX, 
OY,OZ. 

Si  s,  t/,  z  sont  exprimés  en  fonction  du  temps  i,  les  projec- 
tions de  l'accélération  totale  sur  les  trois  axes  seront  respec- 
ta .  a    i     ji  <Px  d'y  d*z 
tivement  égales  à  ^^W 


Fig.  91 


DÉCOMPOSITION  ANALYTIQUE  DE  L* ACCÉLÉRATION  TOTALE  SUIVANT  LA 
TANGENTE  ET  LA  NORMALE  PRINCIPALE. 

100.  Soient  X,  p,  v  les  angles  que  la  normale  principale  à 
la  trajectoire,  prise  dans  le  sens  qui  va  de  la  courbe  au  cen- 
tre de  courbure,  fait  avec  des  axes  coordonnés  rectangulaires, 
et  a,  0,  y  les  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes,  la  tangente 
prise  dans  le  sens  du  mouvement .  On  a  les  équations  : 

dx 

—- =UCOSa, 

ai 

^  =  t>cos/3, 

dx 

^=t>COSy, 


142  DÉCOMPOSITION  ANALYTIQUE. 

dans  lesquelles  v  désigne  la  vitesse.  Prenant  les  dérivées  des 
deux  membres  par  rapport  au  temps,  il  vient 


dÈx 

dv 
■dt™ 

a+V  — 

COSK 

dt   ' 

d*y 
dl*~ 

dv 
-dt™ 

£  +  »- 

cosp 

dt  • 

d*z 
dt*~~ 

dv 
di™ 

,      d 

COS7 

dt  • 

Or  on  démontre  dans  le  calcul  différentiel  les  relations 
•suivantes 


COSA  = 

C03/x  = 

COSv  = 


d  cosoc 
dot 

d  cos  ft 
du     ! 

d  cos  y 
du 


diù  représentant  l'angle  de  contingence  pris  positivement;  on 
pourra  remplacer  rfcosapar  rfwcosX,rfcos(i  pardwcosjji, dcosv 
par  dwcos  v,  ce  qui  donnera 


d*x 
dt* 

dhj 

dt* 


dv 


iy/w 


.,  COS  a  H 77-  cos), 

dt  dt 

dv  .   vdot 

-^  cos /S -*- -77  cos/x, 


d*z 

dt* 


dt 
dv 


TO=i£COSy 


dt 

vd  M 


COSv. 


Donc  l'accélération  totale,  résultante  des  trois  accélérations 

777  >  -if?  >  -r^  »  est  aussi  la  résultante  d'une  accélération  -7-, 
al1     dr  7  rfr  af 

dirigée  suivant  la  tangente  dans  le  sens  du  mouvement,  et 

f'/JLf  l  1)* 

d'une  seconde  accélération,  -r-  ou  -,  dirigée  suivant  la  nor- 
male principale  dans  le  sens  centripète. 


RATON  DE  COURBURE  DE  L' HÉLICE.  W. 


Fig.  0*. 


DÉTERMINATION  DU  RATON  DE  COURBURE  DE  CERTAINES  COURBES. 

101.  Il  résulte  des  théorèmes  précédents  un  moyen  de  dé- 
terminer la  grandeur  et  la  direction  du  rayon  de  courbure 
d'une  courbe  donnée  dans  l'espace,  en  un  point  quelconque 
M  de  celte  courbe. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  fasse  parcourir  celte  courbe  par 
un  mobile  animé  d'une  vitesse  con- 
stantes. L'accélération  totale  se  réduit 

alors  à  l'accélération  centripète  —  ** 

Connaissant  la  loi  du  mouvement  c 

du  point  mobile  sur  la  courbe  AB,  /  Ml 

nous  pouvons  en  déduire  la  loi  des       /"■ 

mouvements  de  ses  projections  Mt,       T 

Mt,  Ms,  sur  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ. 

Des  courbes  des  espaces  décrits  en  projection  sur  ces  trois 

axes,  nous  déduirons  les  courbes  des  vitesses  ;  de  celles-ci, 

les  courbes  des  accélérations.  Nous  connaîtrons  donc,  au 

moment  du  passage  en  M,  les  valeurs  des  trois  accélérations 

j*»  j»>  ja»  qui  doivent  se  composer  pour  donner  l'accélération 

v1 
totale  — .  La  diagonale  du  parallélépipède  conslruit  sur  ces 

trois  accélérations  sera  la  direction  cherchée  de  la  normale 

principale  ;  la  longueur  de  cette  diagonale  sera  égale  à  —,  et 

r 

nous  aurons  le  rayon  de  courbure  p  en  divisant  v*  par  cette 
longueur. 

Prenons  pour  exemple  une  hélice  AB  (fig.  93),  tracée  à  la  sur- 
face d'un  cylindre  ACC'A',  qui  a  pour  axe  la  droite  OZ,  et  dont  la 
base  dans  le  plan  XOY,  normal  à  0Z,est  un  cercle  AC  décrit  du 
point  0  comme  centre.  L'hélice  fait  en  tous  ses  points  le  même 
angle  avec  Taxe  OZ  ;  par  suite,  le  mouvement  uniforme  d'un 
mobile  parcourant  l'hélice  a  pour  projection  sur  OZ  un  mou- 


• 
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veinent  uniforme,  dont  l'accélération  est  nulle.  Nous  aurons 
donc;,:— -0.  Quant  aux  accélérations  j„  ;r  elles  se  compose- 
ront en  une  seule,  qui  sera  l'accélération  du  mouvement  cir- 
culaire du  point  H',  projection  de  H  sur 
le  plan  XOY.  Ce  mouvement  circulaire  esl 
aussi  uniforme  ;  si  l'on  appelle  v'  la  vi- 
tesse constante  de  M'  sur  le  cercle  AC, 
l'accélération ,  j,  de  ce  mouvement  sera 

dirigée  de  M'  vers  0,-et  sera  égale  à  -rr* 

It  étant  le  rayon  du  cercle  (g  93).  Nous 
"°  °"  avons  ainsi  àcomposcrau  point  Mune  ac- 

célération égale  à  -y-,  et  dirigée  suivant  la  droite  MI  parallèle 
à  M'O,  avec  une  accélération  j„  qui  est  nulle.  La  résultante  est 
l'accéléra  lion  „--  elle-même,  dirigée  suivant  la  droite  Ml. 

La  normale  principale  à  l'hélice  au  point  M  est  donc  la 
perpendiculaire  MI  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  OZ  de  la 
courbe.  La  longueur  du  rayon  de  courbure  se  déduira  de 
l'égalité 


,=Rx(ï)*. 


Or  -,  est  le  rapport  constant  entre  la  longueur  AM  d'un  arc 

d'hélice,  et  la  longueur  AM'  do  l'arc  de  cercle  qui  forme  sa 
projection.  Soit  ç  l'angle  de  l'hélice  avec  le  plan  XOY;  nous 
aurons 


XODYEHEHr  ELLirTIQIE. 

en  appclanl  h  le  pas  de  l'hùlice.  Donc 


OWÏ 


rnojEcnos  outhogosalg  MB  on  r-LAN  quelconque  k  un  mouvement 

CjnCULAHIE  UMFORUE. 

102.  La  projection  orthogonale  d'un  cercle  sur  un  plan 
oblique  par  rapport  à  bon  plan  est  une  ellipse,  dont  le  grand 
axe  est  égal  au  diamètre  du  cercle,  et  dont  le  petit  axe  est 
égal  au  produit  du  diamètre  par  !c  cosinus  de  l'angle  des  deux 
plans. 

Soit  (fig.  94  et  95)  ABA'LV  une  ellipse,  dont  le  grand  axe 
est  AA',  et  le  petit  axe  1IB';  soilO  le  centre  delà  courbe.  Celle 
ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projection  orthogonale, 
sur  le  plan  de  la  figure,  d'un  cercle  décrit  sur  AA' comme  dia- 
mètre dans  un  plan  incline  tel,  que  le  rayon  OU  mené  dans  ce 
plan  perpendiculairement  à  AA'  ait  pour  projection  le  demi 
petit  axe  OB. 

Supposons  (tig.  95)  qu'un  mobile  M  parcoure  avec  une  vi- 
tesM  constante  u  la  circonférence  de  ce  cercle.  L'accélération 
totale  du  mouvement  de  ce  point  est  dirigée  de  M  versO,  et  est 

égale  à  — ,  a  étant  le  rayon  du  cercle,  c'est-à-dire  le  demi 

grand  axe  OA  de  l'ellipse. 

La  projection  de  l'accélération  totale  sur  le  plan  do  l'ellipse 
sera  l'accélération  totale  du  mouvement  de  la  projection  H' 
du  mobile  M;  elle  sera  donc  dirigée 
de  M'  vers  0,  suivant  la  droite  M'O, 
projection  de  MO. 

Les  aires  décrites  dans  le  plan  du 
■cercle  par  le  rayon  vecteur  MO  ont 
pour  projection  sur  le  plan  de  l'ellipse 
Jes  aires  décrites  par  le  rayon  M'O, 
Or  le  rapport  delà  projection  ortho- 
gonale d'une  aire  plane  à  celle  aire  ne  dépend  que  de  l'angle 


. 
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du  plan  de  la  première  aire  avec  le  plan  de  projection,  et,  par 

suite,  les  aires  décrites  par  le  rayon  H'O  dans  le  plan  de  Tel* 
lipsc  sont  proportionnelles  aux  aires 
décrites  par  le  rayon  MO  dans  le  plan 
du  cercle  ;  ces  dernières  aires  crois- 
sent proportionnellement  au  temps, 
puisque  la  vitesse  du  mouvement 
fiiTïb."  "  circulaire  est  constante.  Donc  lesaires 
décrites  par  le  rayon  M'O  dans  le  plan 

de  l'ellipse  croissent  aussi  proportionnellement  au  temps;  en 

d'autres  termes,  la  vitesse  aréolaire  du  point  M'  autour  du 

centre  0  de  l'ellipse  est  constante. 
Nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'il  en  est  de  même  toutes  les 

fois  que  l'accélération  totale  passe  constamment  par  un  point 

fixeO. 
Enfin,  l'accélération  totale  du  point  M'  est  proportionnelle  à 

la  distance  M'O. 

Pour  le  démonlrcr,  considérons  l'accélération  totale  —    du 

mouvement  circulaire;  cîleest  dirigée  de  M  vers  0.  Nous  pou- 
vons l'exprimer  aussi  par  m'a,  en  désignant  par  w  la  vitesse 
angulaire  constante  du  rayon  mobile  OM.  i< 'accélération  du 
mouvement  projeté  est  la  projection  de  celte  accélération  sur 
le  plnn  de  l'ellipse;  elle  a  donc  pour  mesure  u'flcosM0M'  = 
iu'X  M'O,  cl  est  par  suite  proportionnelle  à  la  distance  M'O. 

105.  Si  on  la  décompose  suivant  les  axes,  on  trouvera  sui- 
vant l'axe  OA  une  accélération  composante  égale  à  w'  xmO, 
et  suivant  l'axe  OU  une  accélération  composante  égale  à 
w'  x  n'O  ;  ces  deux  accélérai  ions  sont  dirigées  vers  le  centre 
0  de  l'ellipse,  de  sorte  que  si  on  appelle  x  et  y  les  coordonnées 
Dm,  niM'  du  point  M',  rapportées  aux  axes  de  la  courbe,  le  mou- 
vement du  point  M'  satisfait  aux  équations: 


ELLIPTIQUE.  Ul 

Réciproquement,  de  ces  deux  équations  on  peut  conclure 
que  le  mouvement  du  point  (x,y)  s'effectue  sur  une  ellipse: 
Elles  s'intègrent,  en  effel,  chacune  séparément,  et  donnent/ 
en  appelant  A,  B,  A',  B'  des  constantes  arbitraires, 

*  =  A  sin  U  -h  B  cos  «/, 
y  =  A'sin  tJ  -h  B'  cos  ut; 

éliminons  t  entre  ces  deux  équations  ;  nous  aurons  pour  l'é- 
quation de  la  trajectoire, 

(B'x — %)*-+-  (Ay  —  À'*)«=  (AD*  —  BA'i», 

équation  qui  représente  une  ellipse  ayant  pour  centre  le 
point  0,  sauf  le  cas  particulier  où  AB'  =  BA';  car  alors  l'é- 
quation représente  une  droite  passant  par  ce  point. 

Rayon  de  courbure  de  l'ellipse. 

104.  Nous  venons  de  démontrer  que  l'accélération  totale 
du  point  M'  est  dirigée  vers  le  point  fixe  0  et  qu'elle  est  pro- 
portionnelle à  la  distance  M'O,  qu'enfin  les  aires  décrites  par 
le  rayon  vecteur  OM'sont  proportionnelles  au  temps. 

Soit  <ù  la  vitesse  angulaire  constante  du  rayon  OM  dans  le 
cercle  ADA\  qui  a  pour 
projection  l'ellipse  ABA'; 
l'accélération  totale  du 
mouvement  projeté  sera 
égale  à  u>»  x  OM'.  On 
peut  déterminer  le  nom- 
bre constant  ai.  En  effet, 
a)  étant  l'angle  décrit 
dans  l'unité  de  temps 
par  le  rayon  OM,  si  Ton  appelle  T  la  durée  du  parcours  entier 

du  cercle,  w  xT  sera  égal  à  2*  et,  par  suite,  o>  =  -^  ;  l'accélé- 

ration  totale  s'exprime  donc  par  -^xOM'. 

'  Si.  ou  la  projette  sur  la  normale  à  l'ellipse  au  point  M',  on 


Fi£.  96. 
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aura  la  composante  centripète  de  cette  accélération,  c'est-à-dire 
-,  en  appelant  v  la  vitesse  du  point  M',  et  p  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse. 

Pour  évaluer  la  vitesse  f,  abaissons  du  point  0  sur  la  tan- 
gente MT  une  perpendiculaire  OT. 

Le  produit  =tx  OT  sera  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps 

par  le  rayon  vecteur  OM'  ;  or,  dans  le  temps  T,  le  rayon  vecteur 
décrit  la  surface  de  l'ellipse  entière,  r.ab.  Donc 

j»XOTxT  =  „(i6, 

et  par  suite 


L'accélération  centripète  a  pour  valeur 

T'x.(uïyxp' 

et  celte  quantité  doit  être  égale  à  la  projection  sur  une  perpen- 

diculairc  à  M'T  de  l'accélération  totale,  -s^-x  OM'.  Mais  OT, 

perpendiculaire  à  la  tangcnlc,  est  la  projection  de  OM'  sur 
celte  direction  ;  donc  enfin  l'accélération  normale  est  égale  à 

■=pX0T,  et  l'on  a  l'équation 


4~* 
d'où  l'on  tire,  en  supprimant  le  facteur  ■=-, 

Celte  équation  fait  connaître  le  rayon  de  courbure  p  t 
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fonction  de  la  distance  OT  du  centre  de  l'ellipse  à  la  tangente. 
Le  produit  du  rayon  de  courbure  par  le  cube  de  cette  distance 
est  constant  et  égal  au  produit  des  carrés  des  demi-axes. 

105.  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  de  l'ellipse.  On  sait 
que  si  l'on  joint  le  point  M'  de  la  courbe  à  F  et  à  F',  la  somme 
M'F  +  M'F'  est  constante  et  égale  à  2û,  et  que  la  tangente  MT 
coupe  en  deux  parties  égales  l'angle  HM'F  adjacent  à  l'angle 
F'M'F.  Du  point  F  abaissons  FP  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente, et  prolongeons  cette  tangente  jusqu'en  S ,  point  de 
rencontre  avec  la  direction  de  l'axe  AA'.  Les  triangles  sem- 
blables OST,  FSP  donnent  la  proportion 

0T__0S 

Fr~~  FS 

Mais  la  bissectrice  M'S  de  l'angle  extérieur  au  triangle  M'FT 
coupe  la  base  FT  en  deux  segments  SF,  SF'  proportionnels 
aux  côtés  adjacents  MT,  MT;  on  a  donc  la  proportion 

M'F'  _  SP 
M'F~"  hï; 


d'où  Ton  déduit 


M'F'  -f  M'F      SF'+SP 


M'F  SF 

Or 

M'F'+M'F=2a    et    SF'+SF  =  20S. 

Par  suite 

25—  JL 

bF~M'F* 

Celle  égalité,  comparée  à  la  première,  nous  montre  que 

0T=FPXjpF. 

Et,  par  suite,  substituant  dans  la  relation 

l>XÔTs=fl*6»f 
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il  vient 

(FP  \* 

ou  bien 

/  fp  \»_  &« 

FP 
Le  rapport  ^  est  le  cosinus  de  l'angle  a  que  le  rayon  FM' 

fait  avec  la  droite  FP,  ou  avec  la  normale  M'C.  L'équation  pré- 
cédente revient  donc  à  celle-ci  : 

pCOSsa=  — . 
r  a 

Soit  C  le  centre  de  courbure.  Du  point  C,  abaissons  une  per- 
pendiculaire CR  sur  M'F;  du  pied  R  de  cette  perpendiculaire»» 
abaissons-en  une  autre,  RR',  sur  M'C,  et,  enfin,  du  pied  R'  d^ 
cette  seconde  perpendiculaire,  abaissons -en  une  troisième^ 
R;R",  sur  M'F.  Nous  aurons  les  relations  : 

M'R  =  M'C  COS  a  =  p  COS  a, 
M'R'  ==  M'R  cos  a  =  p  cos*  a , 

M'R"  =  M'R'  cos  a  =  p  cos5  a  =  — . 

r  a 

Donc  la  longueur  M'R"  est  constante,  et  égale  à  —  ,  para- 
mètre de  l'ellipse. 

Celle  remarque   donne  une  construction  très  simple  du 
rayon  de  courbure  en  un  point  M'  de  l'ellipse. 

Menons  la  normale M'N  et  joignons  le  point  M'a  l'un,  F,  des 

foyers.  Sur  la  droite  M'F,  prenons  une  longueur  M'R"  égale  à 

b* 
la  quantité  constante  -;  élevons  R"R'  perpendiculaire  à  M'F, 

qui  rencontre  M'N  en  R';  puis  R'R,  perpendiculaire  à  M'N,  qui 
rencontre  la  direction  de  M'F  en  R;  enfin  RC,  perpendiculaire 
à  M'F,  qui  rencontre  M'N  en  C.  Le  point  C  sera  le  centre  de 
courbure  et  M'C  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  M\ 
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Des  mômes  équations  on  déduit 


M'R*  s         6« 

■ =  cos1  a  =  — . 

M' G5  Fa 


ou  bien 


Donc 


M' 


r        a 


106.  La  construction  indiquée  pour  trouver  le  rayon  de 
courbure  de  l'ellipse  conduit  d'abord  à  déterminer  un  point 
R',  en  élevant  au  point  R"  une  perpendiculaire  sur  la  direction 
FM'.  On  peut  démontrer  par  la  géométrie  élémentaire  que  ce 
point  R'  appartient  à  la  direction  du  grand  axe  de  l'ellipse, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  prouver  que  la  projec- 
tion M'R",  sur  la  droite  M'F,  de  la  portion  M'R'  de  la  normale 
comprise  entre  le  point  M'  et  le  grand  axe  AA'  est  constante  et 

égale  à  la  quantité—. 

Rappelons  que  la  demi-dislance,  c,  des  foyers  F,  F',  est 
donnée  par  l'équation 

c*=a*—  p. 

Des  points  F  et  F'  abaissons  sur  la  tangente  M'S  des  perpen- 
diculaires FP,  FF. 


Fig.  97. 

Les  triangles  M'R'R",  MTP,  MTT',  sont  semblables  comme 
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étant  rectangles  en  U",  P,  P',  et  ayant  des  angles  égaux  en  M', 
F  et  F'.  Nous  avons  donc  la  série  d'égalités 

M'R*_  FP  _  r?'_  FP  +  F'P'  _  FP+F'F 
{'  ÏÏK'  ~~  M'F  ~  M'F'  ~~  M'F  +  M'F  ~~       %a 

Mais  les  trois  triangles  SFP,  SR'M',  SF'F,  sont  aussi  sem- 
blables et  donnent  les  proportions 

FP  _  FS 
.  M'U'^RV 
W     ^F'P'^FS 

Môî'^ïfs' 
Ajoutons  ces  deux  équations  : 

FP  -+•  F'P'  _  FS+  F'S  _  2  OS 
M'R'      ~~      tt'S      ""  K'S  ' 


(3) 


Remplaçons,  dans  la  première  équation,  FP -+- FF  par  sa  valeur* 
tirée  de  la  dernière  ;  il  vient,  en  résolvant  par  rapport  à  M'RV 

w  h'Sxa  • 

Mais  l'angle  R'M'S  étant  droit,  le  point  M'  appartient  à  1m. 
circonférence  décrite  sur  R'S  comme  diamètre  ;  de  ce  points 
abaissons  sur  l'axe  de  l'ellipse  une  perpendiculaire  Ml  ; 
aurons  l'équation 


M'R'*=  R'I  x  R'S. 


Donc 


(5)  M'R'=K^<^. 

a 

Observons  de  plus  que  le  point  R'  est,  dans  ce  triangle  MTF- 
le  pied  de  la  bissectrice  de  l'angle  F'M'F  ;  le  point  S  est  d 
même  le  pied  de  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  môm 
triangle,  ce  qui  fournit  les  proportions 


m 


F'R' 
FR' 

M'F' 
""M'F  ' 

SF' 
SF 

M'F' 
~~M'F  ' 

OF+OR'      M'F* 
0111)1611      ÔF=W  =  ÎFf' 
OS+OF_M'F' 
08—  OF~M'F  ' 
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et,  par  conséquent,  en  prenant  la  somme  et  la  différence  des 
termes  de  chaque  rapport  : 

OR'      M'F'—  M'F 

l'     *  OS_        2g 

OF~~M'F'  — M'F* 

Les  triangles  M'IF,  M'IF,  rectangles  en  I,  donnent  les  égalités 

(S)     ÏPF— ÏFF1==ÏF',--ÎFt=(IF'H-IF)X(IF'--IF)==2cXlIF/— IF) 

=  2c  [OF-f  01  —  (OF  —  01)];=  4cX  01. 

De  même 

(9)  fff'1—  SFFf=  (M'F' -h M'F)  X  (M'F'— M'F)=2«x(M'F'  —  M'F), 

Donc 

2a  X  «(M'F'  —  M'F)  =  4c  x  01, 

et 

<ia)  M'F'— M'F  =  — xOI, 

a 

Substituons  celte  valeur  dans  les  équations  (7);  il  viendra, 
ei*  résolvant  par  rapport  à  OR'  et  OS , 

—  x  01  t 

0R'  =  0Fx-2_ =  0Fx0IX   i  =  -4XOI. 

OS  =  OFx^-  =  ^. 

-XOI      Ul 
a 

£-a  quantité  RI  étant  égale  à  la  différence  01  —  0R\  on  a 

R'I=0I-^X0I=0IX(1—  ^)=OIX^. 
a*  \  a*/  a* 

~    ^  Donc  enfin,  en  substituant  les  valeurs  de  RI  et  de  OS  dans 


*«Juation  (5), 


a  a 
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ACCÉLÉRATION  DANS  LE  MOUVEMENT  RAPPORTÉ  A  DES  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

107.  Supposons  que  le  mouvement  d'un  point  M  s'accom- 
plisse dans  un  plan,  et  qu'il  soit  rap- 
porté à  des  coordonnées  polaires, 
OM=r,  et  angle  MOA  =  0.  Les  deux 
coordonnées  sont  exprimées  en  fonc- 
tion du  temps  t.  On  demande  l'ac- 
célération totale  du  mouvement  de 
ce  point. 
Du  point  M,  abaissons  une  per- 
pendiculaire MP  sur  Taxe  OA,  et  rapportons  le  point  aux 
coordonnées  rectangles 

OP  =  x  =  r  cos  0, 
PM  =  y=  r  sin  0. 

L'accélération  totale  a  pour  projection  sur  Taxe  fixe  OA  la 

dlx 
quantité  ^=-7-1-  ;  projetée  sur  Taxe  fixe  OB,  perpendiculaire  à 


Fig.  98. 


di 


d'y 


OA,  elle  a  pour  projection  J9  =  -jtï  •  Nous  allons  exprimer  ces 

deux  accélérations  en  fonction  des  coordonnées  r  et  0. 

Pour  cela  nous  prendrons  les  secondes  dérivées  des  et  de  y 
par  rapport  au  temps  t.  Il  vient  successivement  : 

dx      dr  .    n  dO 

"=di=7tcos9-rsin0Tr 

dy       àr  .     .  .  nd9 

»*  =  T,=  -r-SinO  +  r  cos  0- 


dt       dt 


dt 


d*x      d*r        .      0dr    .d6  .      #6  /dù\* 

^=^  =  ^-cos0-2Ssinôd7-rs,nOsr-rcos0(sJ' 

d*y      d*r    .    A  ,  adr        A  de  nd*B  ,       /dB\* 

^=^=^sm0+2scosOs+rws^-"rsin0(s)< 

Au  lieu  de  décomposer  l'accélération  totale  parallèlement 
aux  directions  fixes  OA,  OB,  nous  pouvons  la  décomposer  sui- 


cen- 
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vant  la  direction  OM  et  une  direction  perpendiculaire,  MN. 
Nous  aurons  pour  la  composante  suivant  le  rayon  vecteur, 

.....      d*r         /dey 
/R  =  ;*cosO-f;»smô=-^ï  -  r  ^  J  , 

et,  pour  la  composante  perpendiculaire  au  rayon  vecteur, 

•     •    *      Q  dr  de    .       d*B 
;B=;,co6e-;,sinô  =  2s   #+' -&** 

d*r       rf*0 
On   trouve  dans  ces  formules  les  termes  -7^,   r-nv,  et 

dr  '     dr 

—  r\Tt  )  ^u*  ^présentent,  le  premier  Y  accélération  de  glisse- 
ment du  point  le  long  du  rayon  ;  le  second,  l'accélération  tan- 
(jeiitielle  dans  le  mouvement  de  circulation  du  point  M  autour 

du  point  0;  le  troisième  enfin»  — r("ï7  )  >  V accélération 
tripète  dans  ce  môme  mouvement  de  circulation  (§  93).  Un 
quatrième  terme,  2^-  t-,  représente  une  accélération  complé- 
mentaire; elle  résulte  de  la  rotation  des  directions  suivant  les- 
quelles on  décompose  l'accélération  totale.  Nous  retrouve- 
rons ces  formules,  quand  nous  donnerons  la  théorie  géné- 
rale de  l'accélération  dans  le  mouvement  relatif. 

108.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  mouvement  du  point 
s'accomplisse  dans  l'espace,  et  soit  rapporté  aux  coordonnées 
r,  0  et  9,  définies  au  §  65. 

Passant  aux  coordonnées  rectangles ,  nous  avons 

x  =  r  sin  0  cos  ?, 
y  =  r  sin  0  sin  y, 
2  =  r  cos  0  ; 

et  prenant  les  dérivées  par  rapport  au  temps, 

dx      dr  .    .  ,  .  de  .    .   .      dp 

tt  =  gr  sin  $  cos  ?  ■+•  r  cos  B  cos  y  -r  —  r  sm  0  sin  f  -f , 

jf  =  jrsinfsin?  +  r  cos0  sin  y  j-  +  rsin0  cos^tJ  , 

dz      dr       .  .    Acf0 

ff-a«>M-r«ii»fi; 
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d*x      d*r  .    _  ,  adr       .  dO      aar    .   A  .       dm 

—  r  sin  0  cos  ?  I  tJ  1  —  r  sin  0  sm  ?  -j-£  , 

(</ô\*  d9dv  d*B 

j  \  +2rcos0  cos?  T-^+rcos0sinf  2^- 

—  r  sin  0  sin  9  (  Jf  J  -+-  r  sin  0  cos  ?  -^j. 

«P*      </*r        .       Qdr  .    Ad9  .  /dB\*  .     _  rf»0 

La  théorie  de  l'accélération  dans  le  mouvement  relatif  nous 
conduirait  aux  mêmes  expressions.  Remarquons  seulement 
que  l'accélération  totale  a  pour  composantes  les  8  accéléra- 
tions suivantes  : 

tPr 

-3-5.  accélération  du  mouvement  de  glissement; 

ai* 

d*Q 
r  -,di,  accélération  tangenticlle  dans  le  mouvement  de  circulation  en  latitude; 
al* 

d*?,  accélération  tangentielle  dans  le  mouvement  de  circulation  en  long»- 
rnnSW  tude; 

—  r  (-vj  )*,  accélération  centripète  du  mouvement  de  circulation  en  latitude, 

.       (<h\%*  accélération  centripète  du  mouvement  de  circulation  en  ioo- 
8I       \dt)  gitude; 


»dr  d<)\ 
dt  Si 

zr  dt   dt 

*dr  <h 
dt  dt 


Accélérations  complémentaires,  dues  aux  divers  mouvements  du 
rayon  OM  autour  du  point  0. 


THÉORÈME  DES  AIRES. 

109.  Le  théorème  des  aires  consiste  dans  l'énoncé  &**&' 
vant  : 
On  suppose  qu'un  point  mobile  M  se  meuve  dans  un  pi  &n' 
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de  telle  sorte  que  le  rayon  vecteur  mené  à  chaque  instant  du 
mobile  H  à  un  point  fixe  0,  pris  dans  ce  plan,  décrive  en  temps 
égaux  des  aires  égales;  cela  posé,  l'accélération  totale  du 
point  M  est  à  chaque  instant  dirigée  suivant  la  droite  MO,  dans  un 
sens  on  dans  Vautre. 

Cette  proposition  ayant  une  grande  importance  dans  la 
mécanique,  nous  en  donnerons  plusieurs  démonstrations. 

Première  démonstration.  —  Rapportons  le  mouvement  du 
point  M  à  des  coordonnées  polaires  en  pre- 
nant le  point  0  comme  pôle;  dans  un  temps 
infiniment  pelit  dt,  le  rayon  vecteur  MO 
décrit  autour  du  point  0  une  aire  élémen- 
taire MOM',  qui  a  pour  mesure  -j  r*db,  à 
des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur     °  Â" 

près;  la  proportionnalité  des  aires  dé-  Flg- 0J' 

cri  tes  aux  temps  employés  à  les  décrire  entraine  donc  la 
relation 

A  étant  un  coefficient  constant  qui  représente  Taire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps.  Dilférentions 
cette  équation  en  traitant  dt  comme  une  constante,  il  viendra 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  r  et  en  divisant  par  £</(', 

drdO  ,  r</*0_o 

Or  le  premier  membre  de  celte  équation  n'est  autre  chose 
que  la  composante  de  l'accélération  totale  projetée  sur  une 
perpendiculaire  MN  au  rayon  vecteur  OM  (g  107).  Celte  com- 
posante est  nulle,  et,  par  suite,  l'accélération  totale  esl  diri- 
gée suivant  le  rayon  vecteur. 

Elle  a  par  conséquent  pour  valeur 


Jss*T-r(2Y 
;    dt*      \dt)  » 
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et  comme 
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de     24 
dt~-p9 

d*r 
dt* 

4A»      <f»r 

on  a  aussi 

4A* 

^"# 

L'accélération  totale  peut  donc  s'exprimer  dans  ce  cas  en 

fonction  du  rayon  vecteur  et  de  l'accélération  de  glissement. 

110.  Seconde  démonstration.  —  Nous  allons  rapporter  le 

mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  le  point  0,  et 

démontrer  la  réciproque  de  la  propo- 
sition. 

Les  composantes  de  l'accélération 
totale  projetée  sur  les  axes  sont 

d*x  d*y 

dl*     e       dt*  » 


o 


x 


Fin.  100. 


et  pour  exprimer  que  leur  résultante 
passe  par  le  point  0,  il  suffit  de  poser  la  proportion 

W)      y 


m 


ou  bien 


d*y         d*x      A 


Le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  la  fonc- 
tion 


<'// 


<lx 


*dï-'Jdf 


L'intégrale  de  celle  équation  est  donc 


dy 


dx 


XJ/-^7=2A' 


en  appelant  2A  la  constante.  Or  celte  équation  nous  appre**' 
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que  la  vitesse  aréolaire  du  rayon  OM  est  constante  (g  55),  et 
le  théorème  est  démontré. 

1 11 .  Troisième  démonstration.  —  On  peut  déduire  la  démon- 
stration du  théorème  ou  plutôt  de  sa  réciproque,  de  l'équa- 
tion du  g  96  : 

dv        do» 
~v  ~~  tang"jr 

Soient  M,  M',  deux  positions  successives  infiniment  Voisines 
du  mobile;  menons  les  rayons  OM,  OM', 
et  les  tangentes  MT,  MT'à  la  trajectoire. 
Soit  I  leur  point  d'intersection.  L'angle  jjl 
est  Pangle  de  la  direction  du  mouve- 
ment avec  la  direction  de  l'accélération 
totale,  c'est-à-dire  avec  MO;  jÀ-hf/jÀ 
sera  l'angle  de  la  tangente  MT  avec  le  c 
rayon  M'O  ;  l'angle  T'IT  est  l'angle  de 
contingence,  du.  Exprimons  que  la 
somme  des  angles  du  quadrilatère  OMIM'  est  égale  à  4  droits  : 
il  viendra 


Fig.  101. 


dO  -f-  p  -f  (tt  —  /*  —  dp)  -+•  (tc  —  du)  =  2* . 


On  en  déduit 


et  par  suite 


Mais 


et 


l'équation  devient 


do>  =  dO  —  d/x , 


dv 


dO 


d* 


v      tang  f*      tang  p 


rd$ 
tang/x=—  -^-, 


dO 


dr 


tangj* 


do   .  dv 


dp 


v        r      tang /a 


=  0. 


ICO 
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vr  sin /a  =  constante. 


Or  tfXrsiniAXd*  est  le  double  de  Taire  décrite  dans  le 

temps  dt  par  le  rayon  vecteur  mené 
du  point  0  au  mobile,  car  c'est  le 
produit  de  l'arc  parcouru  vdty  par 
la  distance,  r  sin[A=OPf  du  pôle  à 
la  direction  de  cet  arc. 

Si  l'accélération  totale  avait  été 
dirigée  suivant  le  prolongement  de 
OM,  la  trajectoire  aurait  tourné  sa 
convexité  du  côté  du  pôle,  et  Ton 
aurait  eu 


Fig.  102. 


</0-M/*  +  tf/*)-Hrc  +  d«)+ltt— /*)=2», 


ou  bien 


du=dp — dQ; 


mais  en  même  temps 


ta»SM  =  +-^: 


rde 
tir' 


Le  résultat  final  aurait  donc  été  le  même. 

112.  Démonstration  géométrique.  —  Nous  commencerons 
par  établir  un  lemme  préliminaire. 

Étant  donnés  un  cercle  OB  et  un  point  0  pris  sur  ce  cercle, 
on  mène  par  le  point  0  une  sécante  quelconque  OE  qui  coupe  le 
cercle  en  un  second  point  C  ;  puis  on  détermine  sur  cette  sé- 
cante un  point  E  tel,  que  Ton  ait 

OCxOE=K», 

K  étant  une  longueur  constante.  Le  lieu  des  points  E  ainû 
déterminé  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  OB  pas- 
sant par  le  point  0  et  le  centre  du  cercle. 

Prenons  en  effet  sur  la  direction  du  diamètre  OB  un  point  D 
tel  que  OB  x  0D=  K*.  Le  point  D  sera  un  point  du  lieu.  Joignons 


Fig.  103. 
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DE  et  CB.  Le  quadrilatère  ECBD  sera  inscriptible  dans  un  cercle, 
en  vertu  de  l'égalité 

0Cx0E=0Bx0D. 

Les  angles  opposés  C  et  D  de  ce  quadrilatère  sont  sup- 
plémentaires. Or  l'angle  OCB,  inscrit  dans  la  demi-circonfé- 
rence OCB,  est  un  angle  droit  ;  donc 
l'angle  D  est  aussi  droit,  et  par  suite 
le  point  E  appartient  à  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  la  direction  OB  en 
un  point  D,  déterminé  de  position.  La 
perpendiculaire  DE  est  le  lieu  cherché. 

Revenons  à  la  proposition  princi- 
pale. 

Soit  MN  la  trajectoire  plane  décrite  par  le  point  mobile,  et 
soit  0  le  centre  fixe  autour  duquel  sont  décrites  les  aires. 

Prenons  deux  positions  successives  très  voisines,  A.  et  A', 
du  point  mobile  sur  sa  trajectoire; 
menons  à  la  courbe  des  tangentes  AT, 
AT,  en  ces  deux  points  ;  du  centre  0, 
abaissons  sur  ces  tangentes  des  per- 
pendiculaires OT,  OT'. 

Soit  v  la  vitesse  du  mobile  à  son 
passage  en  A.  Le  produit  \vxOTxdt 
sera  l'aire  infiniment  petite  décrite 
pendant  le  temps  dt  par  le  rayon 
vecteur  AO;  la  vitesse  aréolaire  du 
point  mobile  est  donc  £i;xOT;  et 
comme  elle  est  constante  en  vertu 
de  Ténoncé,  le  produit  v  x  OT  est 
constant.  Appelant  K*  la  valeur  con- 
stante de  ce  produit,  nous  obtien- 
drons la  vitesse  du  mobile  au  point  A, 
en  prenant  sur  la  direction  de  la  per- 
pendiculaire OT  une  longueur  OE  telle,  que 

oïxoe=k«. 


Fig.  101. 
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De  même,  prenons  sur  la  perpendiculaire  OT  à  la  tangente 
en  A',  une  longueur  OE'  telle,  queOT'xOE'=Kf;  OE'  repré- 
sentera la  vitesse  v'  du  mobile  au  point  A'. 

Le  lieu  géométrique  des  points  E,  E'  ainsi  obtenu  est  le 
résultat  de  la  transformation  connue  en  géométrie  sous  le 
nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de  la 
courbe  lieu  des  points  T,  T,  courbe  qui  est  la  podaire  de  la 
trajectoire  MX  par  rapport  au  point  0. 

Or  la  construction  de  la  ligne  EE'  revient  identiquement  à  la 
construction  de  V indicatrice  des  accélérations  ;  car,  pour  con- 
struire celte  dernière  courbe,  on  n'a  qu'à  mener  par  un  point 
0'  une  droite  O'F  proportionnelle  et  parallèle  à  la  vitesse  do 
mobile  au  point  A,  puis  une  droite  O'F'  proportionnelle  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  du  mobile  au  point  A',  ce  qui  équivaut  i 
prendre  0'F=0E  et  0'E'=0E';  les  directions  O'F,  O'F  sont 
perpendiculaires  à  OE,  OE',  et  par  suite  le  triangle  OEE'  n'est 
autre  que  le  triangle  0'FF'  qu'on  aurait  fait  tourner  d'un  angle 
droit,  de  gauche  à  droite,  pour  le  ramener  ensuite  parallèle- 
ment à  lui-même,  de  manière  à  faire  coïncider  le  point  CK  avec 
le  point  0.  La  direction  de  l'accélération  totale  du  mobile 
au  point  A  est  parallèle  à  FF'  ;  donc  elle  est  perpendiculaire 
à  EE'. 

Les  deux  tangentes  AT,  AT  se  coupent  en  un  certain  point 
B,  et  les  points  T  et  T',  sommets  des  angles  droits  0TB,  OT'B, 
sont  situés  sur  la  demi-circonférence  décrite  sur  OB  comme 
diamètre.  Les  deux  points  E',  E,  déterminés  par  la  condi- 
tion 

0EX0T  =  0E'X0T'=K«, 

appartiennent,  en  vertu  du  lemme  démontré  tout  à  l'heure,  à 
une  droite  EG  perpendiculaire  au  diamètre  OB.  Donc  l'élé- 
ment LE',  auquel  l'accélération  totale  est  perpendiculaire,  est 
lui-même  perpendiculaire  à  la  direction  OB. 

A  la  limite,  les  poinis  A  et  A'  se  rapprochent  indéfiniment, 
et  par  suite  la  direction  OB  se  confond  a>ec  le  rayon  vecteur 
OA.  Donc  la  direction  de  l'accélération  totale  est  la  direction 
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même  du  rayon  vecteur  mené  du  point  mobile  au  centre  de* 
aires. 

On  prouverait  facilement,  en  suivant  une  marche  inverse, 
la  réciproque  du  théorème  :  Quand  l'accélération  totale  d'un 
mouvement  plan  est  constamment  dirigée  vers  un  centre  fixe 
0,  la  vitesse  aréolaire  du  mobile  par  rapport  à  ce  centre  0  est 
constante 9  ou,  en  d'autres  termes,  les  aires  démtes  par  le  rayon 
vecteur  MO  croissent  proportionnellement  au  temps. 

Dans  ces  deux  propositions  réciproques,  l'accélération  peut 
d'ailleurs  être  dirigée  dans 
le  sens  AO  (flg.  i  05) ,  ou  dans 
le  sens  opposé  (fig.  106), 
suivant  que  le  point  0  est 
situé  dans  la  concavité  ou 
en  dehors  de  la  concavité  Fig  105 

de  la  trajectoire. 

113.  En  appliquant  le  théorème  de  la  projection  des  accé- 
lérations sur  un  plan,  on  démontrera  facilement  les  proposi- 
tions suivantes  : 

Lorsque  F  accélération  totale  du  mouvement  d'un  point  dans 
r espace  est  constamment  dirigée  de  manière  à  rencontrer  une 
droite  fixe,  la  vitesse  aréolaire  du  mouvement  projeté  orthogo- 
nalement  sur  un  plan  normal  à  cette  droite  est  constante,  le  pied 
de  la  droite  fixe  étant  pris  comme  centre  des  aires.  —  La  réci- 
proque est  vraie. 

Lorsque  V accélération  totale  du  mouvement  d'un  point  dans 
l'espace  est  constamment  dirigée  vers  un  point  fixe,  les  mouve- 
ments obtenus  en  projetant  orthogonalement  ce  mouvement  sur 
trois  plans  rectangulaires  menés  par  ce  point  fixe  comme  origine 
ont  tous  trois  des  vitesses  aréolaires  constantes  autour  de  l'ori- 
gine. —  La  réciproque  est  vraie. 

On  peut  ajouter  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  mouvement 
dans  l'espace  est  nécessairement  contenu  dans  un  plan. 

En  effet,  revenons  à  la  construction  des  accélérations  to- 
tales: deux  tangentes  consécutives  AB,  A'B',  sont  situées  dans 
un  môme  plan,  qui  est  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire  ; 


1C4 
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ce  plan  contient  la  direction  A'B  de  l'accélération  totale,  et 
par  suite  passe  par  le  point  fixe  0.  Le  plan  des  tangentes  A'B\ 

A*B",  passe  aussi  par  le  point  0,  et  comme 
il  a ,  outre  le  point  0,  une  droite  A'B' 
commune  avec  le  premier  plan,  il  ne 
fait  qu'un  seul  et  même  plan  avec  lui. 
On  prouverait  de  même  que  le  plan  des 
tangentes  A'B',  A^'B",  coïncide  avec  le 
plan  des  tangentes  A'B',  A'B*,  et  ainsi  de 
suite,  de  sorte  qu'en  définitive  tous  les 
éléments  successifs  de  la  trajectoire  sont 
situés  dans  un  même  plan,  qui  passe  par  le  point  0.  La  con- 
stance de  la  vitesse  aréolaire  du  point  mobile  par  rapport  à 
ce  point  0  existe  donc  aussi  pour  ce  plan,  comme  pour  les 
mouvements  projetés. 


Fig.  107. 


DÉTERMINATION  GÉOMÉTRIQUE   DE    L  ACCÉLÉRATION    TOTALE    LORSQUE   LA 

VITESSE  ARÉOLAIRE   EST  CONSTANTE. 

114.  Lorsque  les  aires  décrites  par  le  mobile  autour  du 
point  0  sont  proportionnelles  aux  temps,  l'accélération  totale 
est  constamment  dirigée  de  la  position  du  mobile  vers  le  cen- 
tre 0.  Reprenons  la  figure  qui  nous  a  servi  à  établir  ce  théo- 
rème (fig.  104  et  108)  ;  nous  savons  que  OE,  OE',  représen- 
tent les  vitesses  u,  v\  du  mobile  aux  points  A  et  A'  de  la  tra- 
jectoire; EE'  est  donc  par  construction  égal  au  produit  jdf  de 
l'accélération  totale  par  le  temps  très  court  que  le  mobile 
emploie  pour  aller  de  A  en  A'.  Proposons-nous  d'évaluer  j. 

Nous  savons  que  OT  xOE=  OT'x  OE'. 

Donc  les  quatre  points  T,  T\  E,  E',  sont  sur  une  même  cir- 
conférence, et  nous  avons  la  proportion 


ee; 

TT' 


OE 
01'" 


TT'      01'" 

Remplaçons  EE'  par  jdtj  et  résolvons  par  rapport  à  j  : 

J~~0T'Xdt' 
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Dans  le  cercle  OTTB,  Parc  TT'  correspond  à  un  angle 
inscrit,  TBT,  qui  est  Y  angle  de  contingence  de  la  trajec- 
toire. Le  diamètre  OB  de  ce  cercle 
diffère  infiniment  peu  du  rayon  vec- 
teur OA  =r  ;  appelons  du  l'angle  de 
contingence,  exprimé  en  parties  du 
rayon;  l'angle  dw  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  TT  dans  le  cercle 

TT' 
dont  le  rayon  est  \r  ;  donc  da>= — , 

r 

et  TT  =  rdo).  Nous  pouvons  aussi, 

dans  l'équation  qui  nous  donne  j, 

remplacer  OT'par  OT,  avec  lequel  OT 

se  confond  à  la  limite. 

Enfin,  OE=t;,  et\OTxOExdt={  OTxvdt=  l'aire 

décrite  par  le  rayon  vecteur  dans  le  temps  dt,  ou  enfin  Faire 

du  secteur  infiniment  petit  OAA'.  Donc 

_  2  (OAA') 
0E-ÔTxrf? 

Substituant  ces  valeurs,  il  vient 

rdt* 


Fij.  1CS. 


;= 


w8(OAA'l_    ?r         (OAAT      A, 

OTxA      OTxrt'ÎBÏJ1  dt     *  dt* 

OAA' 


On  peut  observer  que— r-- est  la  vitesse  de  I aire  décrite  par 
le  rayon  OA,  vitesse  qui,  par  hypothèse,  est  une  quantité  con- 

(Mi) 

stante,  et  que  -r-  est  l^vitesse  de  l'angle  décrit  par  la  tangente 

à  la  trajectoire. 

Pour  transformer  cette  expression,  introduisons  le  rayon 
de  courbure  p  de  la  trajectoire  au  point  A.  Le  produit  p  x  tfw 
est  la  valeur  de  l'arc  AA'  ;  et  par  suite 

p  X  du  x  {  OT = aire  OAA'. 

Donc 

2  aire  OAA' 


de* 
dt 


dw=    pXOT 
2  aire  OAA' 


i 


dt        XpX0f# 
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Substituons  dans  la  formule: 

2r   ^(0AA')^2;0AA0  1       _      ér      _/0AA'\« 

3    ;ot)«x    dt   ^    <//    x  pxOT  ~px(OTJ|X\~rfT7  • 

OAA' 
Le  rapport  —7—  est  constant  en  tous  les  points  de  la  trajec- 
toire. L'accélération  j  varie  donc  proportionnellement  &  la 
fraction 

0A 


pXÔT* 


ou 


ACxOT*' 


le  point  C  de  la  normale  AG  étant  le  centre  de  courbure  de  la 

trajectoire  au  point  A  (fig.  109).  Projetons 
1 N  le  point  C  en  I  sur  la  direction  AO  ;  les  deux 
triangles  AIC,  OTA  sont  semblables,  car  ils 
ont  les  angles  CIA  et  OTA  égaux  comme 
droits,  et  les  angles  CAI,  AOT,  égaux  comme 
alternes-internes.  Donc  nous  avons  la  pro- 
portion 


OA__OT 
AC~~Al' 


Donc 


et  par  suite 


OA 


ACxOl5      AIXOT1' 

/s=  4  (—77-)   X =rz. 

V   dt  I        AI  X  OT1 


Si  nous  appelons  p.  l'angle  que  forma  l'accélération  totale 
avec  la  direction  du  mouvement,  l'angle  OAT  sera  égal  à  % — p, 
et  par  suite  nous  aurons 


OT  =  r  sin  p, 
AI  =  p  sin  fi. 


OAA' 


Faisant  enfin  — r—  =A,  vitesse  aréolaire  constante,  nous 

dt 

aurons  pour  l'accélération  totale 


;  = 


4A* 

f^Xs!!!5!*' 
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APPLICATION  AU  MOUVEMENT   ELLIPTIQUE   DES  PLANÈTES 

115.  Kepler  a  reconnu  que  chacune  des  planètes  du  système 
solaire  décrit  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  l'un  des  foyers,  et 
que  le  rayon  vecteur  mené  du  soleil  à  cette  planète  décrit  des  aires 
égales  en  temps  égaux. 

On  conclut  immédiatement  de  cette  seconde  loi  que  l'accé- 
lération totale  de  la  planète  est  con- 
stamment dirigée  vers  le  soleil  ;  il 
reste  à  mesurer  cette  accélération. 

Soit  PF=2a  le  grand  axe  de 
l'ellipse  décrite  par  la  planète; 
S,  Pun  des  foyers  de  celte  ellipse, 
celui  qu'occupe  le  soleil.  L'accélé- 
ration totale  de  la  planète  à  son  passage  au  point  A  est  dirigée 
suivant  AS,  et  elle  a  pour  valeur 

^  ~~  r*p  sin*  fi 

Dans  celte  équation,  A  désigne  la  vitesse  aréolaire,  ou  le 

ASA' 
rapport  — tt-,  et  p=AC  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  au 

point  A. 

La  vitesse  aréolaire  A  est  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
pendant  l'unité  de  temps.  Si  donc  T  est  le  temps  d'une  révo- 
lution entière  de  la  planète,  et  S  Taire  de  l'ellipse,  ou  le  pro- 
duit Tab,  on  aura 

A s n^ 

La  quantité  b  est  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse.  Elle  est  liée 
au  demi  grand  axe  a  par  la  relation 

a1— b*  =  a*c\ 

c  étant  Vexcentricité  relative  de  l'ellipse.  On  en  déduit 
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La  formule  à  appliquer  devient  donc 

SA5xACxsinV  *  SA1       Aa3 

Mais  dans  l'ellipse  on  a  (g  105)  l'égalité  suivante: 


AI^ApX^AC'xaXli— c1); 


il  en  résulte 


4*»fl*(l-c»)       1   ..        1        _4*»a»       1 
i-  'i*  XSAf      «l*-*)""     Ti    *'bAt' 

Donc  l'accélération  totale;  de  la  planète  est  à  chaque  in- 
stant inversement  proportionnelle  au  carré  de  sa  distance  SA 

au  soleil. 

a? 
Kepler  a  reconnu  plus  tard  que  le  rapport  =rà  ne  varie  pas 

d'une  planète  5  l'autre,  et  il  a  formulé  ainsi  qu'il  suit  sa  troi- 
sième loi  :  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  grands  axes. 

L'accélération,  pour  toute  planète  du  système  solaire,  est 
donc  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de 
celte  planète  au  soleil. 

Nous  montrerons  dans  la  dynamique  comment  Newton  a  pu 
déduire  de  ce  fait  cinématique  la  loi  de  la  gravitation  uni- 
verselle. 

RECnERCnE  DU  RAYON  DE  COURBURE  DES  COURDES  PLAKES. 

HG.  Une  courbe  plane,  AB,  peut   être  définie  par  une 

relation  r  =  f(p)  entre  le  rayon  vecteur 
OM  =  r,  émanant  du  point  fixcO,  et  la  dis- 
tance 0P  =  p  du  même  point  0  à  la  tan- 
genleau  point  M.  Il  suffit  de  connaître  un 
point  de  la  courbe  pour  quelle  soit  entiè- 
rement déterminée.  Son  tracé  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 
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Cela  posé,  on  demande  d'exprimer  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  M. 

Imaginons  un  point  mobile  M,  parcourant  la  courbe  de  ma- 
nière que  le  rayon  OM  décrive  en  temps  égaux  des  aires 
égales.  L'accélération  totale  passera  toujours  par  le  point  0, 
et  si  Ton  appelle  v  la  vitesse,  p.  l'angle  OMP  que  fait  l'accéléra- 
tion avec  la  direction  du  mouvement,  et  do>  l'angle  de  con- 
tingence de  la  courbe  au  point  M,  on  aura  (g  9G) 


dv 


10* 


en  même  temps  17)=  A,  quantité  constante.  Donc 


et  par  suite 


Hais 


et  par  conséquent 


dv dp 

9  P 


du =— tangu  -i-. 
P 


*     M      OM       r' 


cos/i  =  -yV*—  />*, 


tangM=    _L_  ■, 
yr*  —  p* 


m    -  dP 


Vr*  —  p 


D'un  autre  côté,  l'arc  ds  multiplié  par  cos^ost  égala — dr; 
donc 


, dr  rrtr 


cos/t*  v;r4  —  p* 

Donc  enfin  le  rayon  de  courbure 

ds rdr 

P      5»~~  dp* 
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Application  à  la  parabole.  Soit  0  le  foyer,  A  le  sommet,  CD 
la  directrice  de  la  courbe.  On  demande  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  M.  Menons  la  tangente  HP, 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
OMQ  formé  par  le  rayon  vecteur  011  et 
la  perpendiculaire  MQ  à  la  directrice. 
Le  point  P,  projection  du  foyer  sur  la  tan- 
gente en  M,  est  situé  sur  la  tangente  AP 
au  sommet,  et  la  ligne  OPQ  est  droite. 
Les  angles  MQP,  QOC  étant  égaux ,  on  a 
fi»,  u*.  aussi  MOP=  POA,  à  cause  du  triangle 

isoscèle  QMO,  dans  lequel  MQ  =  MO.  Donc 

N0_0P 
0P~~0A' 

La  relation  cherchée  entre  r  et  p  est  donc 

r      OA' 


On  en  déduit 


—  EL     fy  _  fy3  —    8/)3 
'-oaxoa-ôâ»-4XôP; 


8p*  est  le  cube  de  2p,  ou  de  OQ  ou,  enfin,  de  la  normale  MN. 
4x  OA*  est  le  carré  de  20A,  ou  du  paramètre  de  la  courbe. 
Le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  donc  égal  au  cube 
de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  paramètre. 
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H7.  Soit  AB  (fig.  H  3)  la  trajectoire  d  un  mobile  M. 

Considérons  les  positions  successives  M0,  Mn  M1V...  M'  pri- 
ses par  ce  point  au  bout  d'intervalles  de  temps  ô,  20,  36,.... 
n6.  Construisons  l'indicatrice  des  accélérations  totales  mm'. 
Aux  propriétés  géométriques  de  celte  courbe  auxiliaire 
correspondent  des  propriétés  du  mouvement  du  mobile.  Les 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX.  171 

rayons Om0,  Omt,  On\, ....  Oro',  sont  respectivement  égaux  et  pa- 
rallèles aux  vitesses  du  mobile  aux  points  Mol  Mt,  Mtv...  M',  et 
les  arcs  fn0mt,  mxmt,  m%m„ 
sont  parallèles  aux  accélé- 
rations totales,  et  égaux  aux 
produits  de  ces  accéléra- 
tions par  le  temps  0. 

1°  Projetons  le  point  m 
enp,  sur  la  direction  00ro,  le 
point  mt  en  p.n  sur  la  direc- 
tion Qmn  le  point  ms  en  ^ 
sur  la  direction  Oro„  et  ainsi 
de  suite  jusqu'au  point  m' 
qui  sera  projeté  en  [/.  Les 
intervalles  infiniment  petits 
wi0H0,  mtnlf  in,^, . . .  mV  sont 

respectivement  égaux  aux  différences  des  rayons  vecteurs, 
c'est-à-dire  des  vitesses 


A      M 


Fijr.  113. 


Us  sont  égaux  d'un  autre  côté  aux  projections  des  arcs  de 
l'indicatrice ,  ou  à 

7O0cos//o,    jtBcosfilt    j\Q cos fr ,  ...jM0cosnn. 

en  appelant  j^,  ^ p,  les  angles  successif  s  de  l'accélération 

totale  avec  la  direction  du  mouvement  ;  faisant  la  somme  de 
ces  deux  séries,  on  aura  donc 

ou  enfin,  en  passant  à  la  limite, 

*— v0=  f  jcosfidt. 


Donc  V accroissement  de  la  vitesse  dumobile  entre  deux  époques 
t0,  t,  est  égal  à  l'intégrale,  entre  ces  deux  époques,  du  produit  de 
Faccélération  tangentielle  par  l élément  du  temps. 
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On  parvient  directement  à  ce  théorème  en  intégrant  l'équa- 
tion différentielle 

dv 

-jt  =j  cos  j*. 

2°  Les  triangles  Omtm0,  Omtm/t  On^m,,...  donnent  succ^ 
sivement  : 

*î  =  »î  -f-7o  °*  H-2rojo0  cos  po , 
»*  =  t>«  +;1 6»  -f  Spjjecos/ij , 
vl  =  »*  4-;?^  4-  2tVf0cos/u^, 

t>«  ==  vl  +  ;ï  0*  +  2»  ,/,  0  cos  /*„. 

Ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient,  en  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent, 

# 

Or  ô  étant  infiniment  petit ,  les  termes  j'ô1  sont  des  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  dont  la  somme  est  rigoureuse- 
ment nulle  ;  d'un  autre  côté,  vO  est  Tare  ds  décrit  sur  la  trajec- 
toire; changeant  la  notation,  nous  arrivons  à  l'équation 


»* — *S=2  /   jcospXds. 


Donc  V accroissement  du  carré  de  la  vitesse  du  mobile  en  passant 
d'une  position  M  à  une  position  M'  sur  sa  trajectoire  est  égal  au 
double  de  l'intégrale,  prise  entre  ces  deux  positions ,  du  produit 
de  V accélération  tangentielle  par  V  élément  d'arc  parcouru. 

On  démontrerait  directement  ce  théorème,  en  partant  de 
l'équation 

dv 

M=JCOSp, 

ds 
et  en  remplaçant  dt  par  —  ;  il  vient  en  effet 

rdv 

ÏU  =J  cos  /*, 

ou  bien 

vdv  =  j  cos  /*  ds 
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5*  Projetons  sur  un  axe  fixe  le  polygone  Om„m'0. 

Le  coté  Om',  pris  dans  le  sens  Om',  est  la  résultante  géomé- 
trique des  cotés  Om,,  m,mt,  fli(ms)...  m„m';  la  projection  sur 
l'axe  du  côté  Om'  est  donc  égale  à  la  somme  algébrique  des 
projections  de  tous  les  autres  côtés;  appelons  o0,  a,,  a,,...  a„, 
les  angles  des  côtés  m^,,  m,»!,,...  mnm'  avec  l'axe  de  projec- 
tion ;  et  représentons  par  i'„  vtu  les  projections  sur  le  même 
axe  des  côtés  Oms,  Om',  qui  représentent  les  vitesses  du  mo- 
bile. Nous  aurons 

ou  encore,  en  représentant  par  l'indice  x  la  projection  sur 
l'axe, 

Donc  l' accroissement  entre  deux  époques  de  la  vitesse  du  mo- 
bile projetée  sur  un  axe  fixe  est  égal  à  l'intégrale,  entre  les 
mêmes  époques,  du  produit  de  l'accélération  projetée  sur  le  même 
axe  par  l'élément  du  temps. 

La  démonstration  directe  se  déduirait  de  la  relation 


qui  donne,  en  intégrant, 


-©.-/>* 


4"  A  ces  trois  théorèmes,  il  faut  joindre  celui  que  nous 
avons  démontré  g  96,  et  qui  consiste  dans  la  relation  dîlléren- 
tielle 


uns/. 
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ou  dans  l'équation  intégrale 


»=  vQe 


s 


du 


lang/i 


l'intégrale  élan t  prise  sur  la  trajectoire  entre  les  positions  H^ 
M,  où  la  vitesse  est  v0  et  v. 

Nous  retrouverons  ces  théorèmes  dans  la  dynamique,  atrec 
une  autre  interprétation. 

118.  Nous  avons  supposé  que  l'indicatrice  des  accéléra- 
tions totales  était  une  courbe  continue  ;  il  est  facile  de  voir 
que  les  quatre  théorèmes  démontrés  subsistent  encore  lors* 

que  l'indicatrice  a  des  points 
anguleux ,  ce  qui  n'empêche 
pas  les  vitesses  du  mobile 
sur  sa  trajectoire  de  varier 
d'une  manière  continue  en 
direction  et  en  grandeur. 

Mais  si  la  trajectoire  ABC 
avait  elle-même  un  point  an- 
guleux B,  ou  si  la  vitesse  du 
mobile  variait  brusquement 
de  grandeur,  l'indicatrice  cesserait  d'être  une  courbe  conti- 
nue; elle  se  composerait  d'une  branche  ab,  correspondante  à 
la  portion  AB  de  la  trajectoire,  et  d'une  branche  fc'c,  qui  cor- 
respondrait à  la  portion  BC.  Les  théorèmes  s'appliquent  alors 
séparément  aux  portions  AB,  BC  ;  prenons  pour  exemple  le 
second  théorème  :  il  donne  pour  la  partie  AB 


Fig.  114. 


t'i  —  f 


/v 


et  pour  la  partie  BC 


v\  —  vl  =  2   /     j  cos  /*  ds. 
Jv 

Les  vitesses  \\  et  \\  sont  égales  et  parallèles  aux  rayons  vec-  — 
teurs  Ob,  Ofr',  de  l'indicatrice  ;  joignons  bb'\  le  triangle  Obbr  -» 
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dans  lequel  le  côté  W  représente  une  vitesse  u,  qui,  com- 
posée avec  vt,  a  pour  résultante  la  vitesse  vt>  nous  donne 

et  par  suite 

=  2   /     y  cos^tfo-t-"*—  2v|ficos(tf,  »,)• 

La  discontinuité  des  vitesses  introduit  donc  dans  l'équation 
deux  termes  correctifs.  On  verra  dans  la  dynamique  quelle 
interprétation  on  peut  leur  donner.  Rappelons-nous  du  reste, 
qu'en  toute  rigueur  les  points  anguleux  des  trajectoires  et 
les  variations  brusques  de  vitesse  sont  inadmissibles  dans 
le  mouvement  d'un  point  matériel  (g  21). 


NOTE 

SUR  LES  ACCÉLÉRATIONS  DIRIGÉES  VERS   UK  CEHTHB  FUI. 

119.  Nous  avons  (§  114)  établi  la  formule 

._      4\» 
'      r*p  sin3  ix 

qui  donne  l'accélération  totale  j,  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  MO  =  r, 
du  mouvement  d'un  point  M  sur  une  trajectoire  MN,  quand  la  vitesse  a  r  éc- 
laire autour  du  centre  0  est  constante  et  égale  à  A  (fig.  115). 

La  quantité  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  M,  et 
p»  est  l'angle  que  fait  le  rayon  OM  avec  la  direction  MX  du  mouvement. 

Supposons  ensuite  que  le  mobile  parcoure  la  même  trajectoire,  dans  le 
même  sens,  mais  que  sa  vitesse  aréolaire  soit  constante  et  égale  à  A  autour 
d'un  autre  centre  (Y.  Appelons  f  le  nouveau  rayon  vecteur  0%  et  p.'  l'angle 
qu'il  fonne  avec  la  direction  du  mouvement.  La  nouvelle  accélération  j' sera 
dirigée  suivant  MO',  et  elle  aura  pour  valeur 

.,  _       4.1» 
J       r**p  sin5  p.'  ' 


176 


ACCÉLÉRATION  CENTRALE. 


Les  facteurs  À1  et  p  restant  les  mêmes  dans  ces  deux  équations»  on  peut 
les  éliminer  par  la  division.  Il  vient 


j  _  r*  sin*  ft 
J'  ~~  Hsin*/» 


Par  le  point  O'  menons  O'P  parallèle  à  la  tangente  HT  à  la  trajectoire. 

Nous  avons ,  dans  le  triangle  CPM ,  l'angle  CMP  égal 
à  TI1P  ou  à  p,  et  l'angle  MCKP  égal  au  supplément  de 
TMCK,  on  a  «  —  y/.  Les  côtés  PU,  CfM  sont  proportion- 
nels aux  sinus  des  angles  opposés  ;  donc 


sin  fi' 
sin/i 


PM 
0>M 


PM 


fig.  115. 


substituant  dans  l'équation  qui  donne  le  rapport  des 
accélérations,  il  vient 

;_r*     PÏf  =PMS 


y 


f*x  f"> 


rV 


N 


11  est  facile  de  déduire  de  cette  proportion  la  valeur  de  l'accélération  totale 
du  mouvement  elliptique  quand  les  aires  égales  sont  décrites  en  temps  égaux 

autour  du  foyer,  connaissant  la  loi  de  l'accélé- 
ration totale  du  mouvement  elliptique  lorsque 
les  aires  égales  sont  décrites  autour  du  centre. 
Soient  F,  F'  les  deux  foyers  d'une  ellipse.  La 
somme  MF  -+-  MF'  des  rayons  vecteurs  menés 
aux  foyers  d'un  môme  point  de  la  courbe  est 
constante  et  égale  au  grand  axe  2a.  Prenons 
sur  le    prolongement   de   FM   une    quantité 
MN  =  MF'  La  longueur  FiN  sera  égale  à  2a.  Joi- 
gnons F'N.  La  tangente  MT  divise  au  point  1 
cette  droite  en  deux  parties  égales  (§  80).  Si  donc  on  joint  le  point  I  au 
centre  0,  milieu  de  FF',  la  droite  01  sera  parallèle  à  FM  et  égale  à  la  moi- 
tié de  FN,  ou  à  a. 

Soit  j  l'accélération,  dirigée  suivant  MF,  quand  la  vitesse  aréolaire  est 
constante  autour  du  foyer  F;  j'  l'accélération  dirigée  suivant  MO,  quand  la 
vitesse  aréolaire  est  constante  auteur  du  centre  0.  Menons  OP  parallèle 
à  MT  ;  nous  aurons,  en  faisant  FM  =  r  et  OM =f9 


Fig.  110. 


PM' 


Or  (§  104) 


J 


4-* 


T  étant  la  durée  d'une  révolution  entière  du  point  mobile,  durée  qui  est 
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même  dans   les  deux  cas,  puisque  les  vitesses  aréol aires  sont  égales 


Donc 


PII3  X  4*« 


3  ~~    T*xr«   * 

Vais,  dans  le  parallélogramme  OPMI,  PM  est  égal  à  01,  c'est-à-dire  à  a. 
Par  suite 

résultat  conforme  à  celui  qu'on  a  trouvé  dans  le  §  116. 

Cette  méthode,  que  nous  empruntons  aux  Principes  mathématiques  de  la 
philosophie  naturelle  de  Newton,  a  l'avantage  d'éviter  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire. 

120.  Voici  du  reste  une  démonstration  encore  plus  directe'. 

Supposons  que  le  mobile  parcoure  l'ellipse  dans  le  sens  MM'. 

Le  lieu  des  points  N,  obtenus  en  prolongeant  chaque  rayon  FM  d'une 
quantité  MU  =  MF',  égale  au  rayon  conjugué,  est  un  cercle  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  2a  pour  rayon.  Nous  allons  démontrer  que  cette  circon- 
férence est  l'indicatrice  des  accélérations  totales  du  mouvement  du  point  M, 
quand  on  transporte  toutes  les  vitesses  du  mobile  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  F',  et  qu'on  les  fait  toutes 
tourner  d'un  angle  droit  de  droite  à  gauche 
autour  de  ce  point.  Ce  théorème  suppose 
connue  la  proposition  suivante  :  dans  l 'ellipse, 
le  produit  FP  x  Fi  des  distances  des  foyers  à 
même  tangente  est  constant  et  égal  au 
b*  du  demi  petit  axe.  Commençons  par 
fa  démontrer. 

Soit  «  l'angle  F'MI  =  PMF,  que  fait  une  tan-  Fig.  ii7. 

génie  à  l'ellipse  avec  les  deux  rayons  vec- 
teurs menés  à  son  point  de  contact  ;  appelons  r  et  r*  ces  deux  rayons.  Le 
triangle  FUF',  dans  lequel  FF'  est  égal  à  l'excentricité  2c,  nous  donne 

ic*  =  r*  +  r*  —  2rf  cos  (it  —  2»)  =  r*  4-  f1  -f-  Irr*  cos  2«. 
Hais  cos  2*  =  1  —  2  sin1  a  ;  substituant,  il  vient 

4c«  =  r»4-f«4-2rr'-  htr*  sin»  «  =  (r  -f  r1)»  —  Irr*  sin»  a. 
La  somme  r  4-  r9  est  égale  à  2a;  donc 

e»  =  a»  —  ri*  sin»  a, 

*  Cette  démonstration  est  due  à  V.  Rcsal. 
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te  qui  démontre  la  proposition.  Revenons  ii  ],i  question  principale 
La  vitesse  r  du  mobile  B  est  donnée  par  l'équation 

}<rXFP  =  A. 

A  étant  la  vitesse  aréolaire  constante. 

ÏV      P  X  *  '■ 
et,  en  observant  que  le  double  do  F'1  est  égal  à  f'iï, 

»-*X«L 

Le  rayon  vecteur  F'S  de  la  circonférence  lieu  des  points  H  est  projior- 
tionnel  à  la  vitesse.»;  il  est  de  plus  pW  pendit  ni  aire  à  la  tangente  Ml,  c'e-l- 
a-dire  a  la  direction  de  cette  vitesse.  En  faisant  tourner  le  rayon  F'S  rf'mi 
angle  droit,  de  gauche  à  droite,  autour  de  F',  on  ramènera  à  être  panll* 
à  la  vitesse  i;  et  par  suite  la  circonférence  lieu  des  points  N  peut,  opi 
la  rotation  d'un  angle  droit  autour  de  F',  sertir  li'inrlualrio?  des  accétérj- 
tîons  totales  pour  le  mouvement  du  point  M. 

Considérons  deux  positions  infiniment  voisines,  H  et  M',  du  mobile;  dcui 
points  infiniment  voisins,  N  et  N',  v  correspondent  sur  l'indicatrice  :  l'arc 
NK\  pris  dans  le  sens  NV.  représente,  a  l'échelle  de  la  figure,  la  »i!es* 
acquise  élémentaire  jdt,  et  l'on  aura 

jdt  =  *  X  SX'. 

[railleurs  la  direction  dt  l'accélération  j,  qui  doit  être  perpendiculaire  Iff, 
s  le  point  F, 
e  à  évaluer  NN\  l'oiir  cela,  abaissons  SIK  perpendiculaire  en  FM'.  U 
<  FM'  n'pié-L'iile  taire  décrite  p;ir  le  rayon  FJJ  dans  le  Imipi 
égale  à  kdl. 


esl  dirigée 

Il  reste  à 

produit  \  M 

rft,  aire  ë; 

Doue 


Udt 


L?s  triangles  semblables  FM,  F.NiY  donnent  de  plus 


MK  X  !«      Udt 
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et  par  suite 

4A«a  1 

'~    6»   XFMxFM'' 

quantité  à  prendre  à  la  limite,  quand  MM'  devient  infiniment  petit.  Donc 
enfin 

._4A»a        I    _4A»a      1 

J~  *      FM,""^;rXrt, 


on  encore 

._4*«a*       1 

/  —        jt      X  ri9 

en  observant  que 

—  -y- 

121.  Proposons-nous  de  résoudre  d'une  manière  générale  le  problème 
suivant: 

Sachant  que  l'accélération  totale  ;  d'un  point  mobile  M  est  con- 
stamment dirigée*  vers  un  centre  fixe  0,  et  qu'elle  est  exprimée  par 
une  fonction,  f(r),  de  la  distance  MO,  trouver  la  trajectoire  et  la  loi  du  mou- 
vement. 

Nous  avons  déjà  résolu  (§  103)* un  cas  particulier  de  ce  problème,  celui  où 
la  fonction  f(r)  est  proportionnelle  à  la  dislance  r.  Dans  ce  cas,  l'emploi 
<ks  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  conduit  très  rapidement  a  la 
solution,  parce  que  les  équations  du  mouvement  s'intègrent  séparément. 

Q  n'en  est  pas  de  même  quand  la  fonction  f  (r)  est  plus  compliquée.  On 
Peut  alors  suivre  une  des  méthodes  que  nous  allons  indiquer. 

1*  L'accélération  étant  toujours  dirigée  suivant  le  rayon  MO,  la  vitesse 
Claire  est  constante  ;  représentons- la  par  A,  quantité  constante  qu'on  dé- 
terminera plus  tard.  Nous  aurons  l'équation  en  coordonnées  polaires 


k  Plus  (§  109) 


i  r«d0  =  kdt. 


._rf«r_4A«. 


cette  équation  suppose  que  Ton  compte  positivement  l'accélération  dans  le 
*os  centrifuge  OM,  et  négativement  dans  le  sens  centripète  MO. 

Remplaçons,;  par  la  fonction  donnée  f  (r)  ;  nous  aurons,  pour  lier  les  va- 
™ta  r  et  t,  l'équation  différentielle  du  second  ordre  :  ♦ 
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Cette  équation  s'intègre  en  multipliant  pai  2  -g  cille  premier  membre  et 
le  second  par  Ur;  il  Tient,  en  désignant  par  C  une  constante, 

et  par  suite 

*=  *■ 


*V/£+T(™*+!ï:) 

Le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  -f-  si  dr  est  positif,  avec  le  signe— si! 
est  négatif,  de  manière  que  dt  soit  toujours  positif. 
Intégrant  une  seconde  fois,  et  appelant  G'  une  seconde  constante,  oni 

dr 


.-.♦y. 


^c+ffvw  *+*£=) 


Cette  équation  fait  connaître  t  en  fonction  de  r  ;  on  obtient  ensuite  l'équation 
de  la  trajectoire  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  en  r  dans  l'équation  des 
aires;  ce  qui  donne 

m  2A<fr 

de  = 


irVc+/(2'(r)*+i!^) 


équation  qui  s'intègre  encore  par  une  quadrature. 
2'  On  peut  aussi  se  servir  de  l'équation  démontrée  dans  le  §  117  : 

v*  —  r0*  =  2  f  j  cos.u  ds  ; 

u.  étant  l'angle  fait  par  l'accélération  avec  la  direction  du  mouvement,  on 
a  ds  cosp.  =  dr,  et  par  suite  j  cos  y.  ds  =  f  (r)  dr.  La  quantité  r.  est  une 

constante,  et  l'équation  précédente,  dans  laquelle   /  f  (r)dr  est  une  nou- 
velle fonction  F,  prend  la  forme 

h  représente  une  constante  arbitraire. 
Mais 


Donc 


L'équation  des  aires 


1    d8t 

v  "dt*" 

dr*+r*dù* 
dt*       ' 

dr*  +  r*dQ* 

AU 

=  A  +  F(r). 

Ir*d0  =  kdt 
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permet  d'éliminer  le  temps  dt.  On  en  déduit 

dt*  4-  r*  dO*       .    .   .  ,  * 
ir*d**      ~*  +  F(r)» 

A» 
OU 

équation  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  <ft,  et  intégrer  ensuite  par 
quadrature. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  avec  plus  de  détails  dans  la  dyna- 
mique. 


LIVRE  III 

DU   MOUVEMENT    MBS    SYSTÈMES   INVABIABLES 


CHAPITRE  PREMIER 

ÉTUDE  DES   MOUVEMENTS   D'UN  SOLIDE 


DÉFINITION  DES   SYSTÈMES  INVARIABLES. 

122.  On  appelle  en  mécanique  système  invariable  un  ensem- 
ble de  points  dont  les  positions  relatives  ne  peuvent  être  alté- 
rées. Un  corps  solide  naturel  est  à  peu  près  dans  ces  conditions  : 
il  y  est  à  peu  prés  seulement,  parce  que  les  forces  qui  agissent 
sur  lui,  si  petites  qu'elles  soient,  en  altèrent  légèrement  la 
forme.  Aussi  désigne-t-on  souvent  les  systèmes  invariables  sous 
le  nom  de  solides  géométriques,  par  opposition  aux  solides  natu- 
rels dont  Pinvariabilité  n'est  pas  absolue.  Un  système  inva- 
riable n'est,  après  toutY  qu'une  conception  de 
l'esprit,  et  Ton  n'en  rencontre  point  dans  les 
applications. 

Supposons  qu'un  système  invariable  soit 
composé  de  n  points  distincts.  Prenons  parmi 
ces  n  points  trois  points  particuliers  A,  B,  C, 
non  en  ligne  droite.  Les  distances  AB,  BC,  AC,  " 

seront  des  quantités  constantes,  que  1  on  peut 
supposer  connues.  Pour  définir  la  position  occupée  dans  le 
système  par  l'un  quelconque,  M,  des  n  —5  autres  points,  on 
donnera  les  trois  distances  MA,  MB,  MC,  de  ce  point  aux  trois 
points  A,  B  et  G.  La  position  effective  du  point  M  reste  encore 
ambiguë  avec  ces  données;  car  les  distances  MA,  MB,  MC,  con- 
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viennent  ('gaiement  au  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport 
au  plan  ABC.  La  position  relative  des  n  points  sera  donc  en- 
tièrement définie,  sauf  celle  ambiguïté,  si  Ton  donne:  lMes 
trois  distances  AB,  BC,  AC,  ou  les  trois  côtés  du  triangle  ABC; 
2°  les  trois  distances  à  A,  à  B  et  à  C,  des  n  —  3  autres  points. 
Le  nombre  des  données  nécessaires  pour  définir  la  forme  d'un 
système  de  n  points  est  donc  égal  à 

ou  bien  à  on  —  6. 

123.  Cherchons  ensuite  le  nombre  de  conditions  néces- 
saires pour  définir  la  position  d'un  système  invariable  dans 
l'espace. 

Prenons  encore  trois  points  A,  B,  C,  du  système,  non  en 
ligne  droite  :  la  position  du  système  sera  entièrement  définie, 
dès  que  les  trois  points  A,  B  et  C  seront  connus  de  position. 

On  peut  rapporter  la  position  de 
ces  points  à  trois  plans  rectangu- 
laires XOY,  YOZ,  ZOX  ;  soient,  par 
exemple,  a,  fc,  c  les  projections  des 
trois  points  sur  l'un,  XOY,  des  plans 
coordonnés.  La  position  du  premier 
point  A  sera  connue  par  les  trois 
coordonnées  x,  y,  %  de  ce  point.  La 
position  du  second,  B,  n'est  plus 
alors  entièrement  arbitraire;  car,  la  distance  AB  étant  donnée, 
le  point  B  se  trouve  sur  une  sphère  décrite  du  point  A  comme 
centre,  avec  cette  dislance  AB  pour  rayon.  Il  suffira  donc  de 
donner  deux  des  coordonnées  du  second  point  B,  par  exemple 
xi  et  i/p  qui  définissent  la  position  du  point  b  dans  le  plan  XOY; 
la  troisième  coordonnée  %t  du  point  B  s'en  déduira  en  cherchant 
l'intersection  de  la  sphère  avec  la  droite  menée  par  le  point  b 
parallèlement  ù  OZ.  Cette  droite  coupe  la  sphère  en  deui 
points,  et  le  point  B  cherché  est  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 
Les  conditions  particulières  de  la  question  que  Ton  traite  indi- 
queront celle  des  deux  solutions  qu'on  doit  adopter. 


Fig.  119- 
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Ce  choix  fait,  le  troisième  point  C,  dont  les  distances  CA, 
CB,  à  deux  points  fixes  sont  connues,  est  assujetti  à  se  trouver 
sur  une  circonférence  de  cercle  qui  a  son  centre  sur  la  droite 
AB,  et,  par  suite,  il  n'y  a  qu'une  coordonnée  à  fixer  pour  que 
la  position  de  ce  point  soit  connue.  Si  l'on  donne  la  coordon- 
née xty  par  exemple,  le  point  C  sera  à  l'intersection  de  cette 
circonférence  avec  le  plan  mené  parallèlement  à  ÏOZ,  à  une 
distance  xt  de  l'origine.  Il  y  aura  encore  ici  généralement  deux 
solutions. 

En  résumé,  la  position  du  système  est  déterminée  si  l'on  fait 
connaître  : 

Les  trois  coordonnées,  x,  t/,  z,  du  point  A, 

Deux  des  coordonnées,  xp  t/lt  du  point  B, 

Et  une  des  coordonnées,  £,,  du  point  C, 
ce  qui  fait  en  tout  six  conditions. 

On  prouverait  de  même  que  la  position  d'une  figure  invaria- 
ble tracée  sur  un  plan,  ou  plus  généralement  sur  une  sur- 
face, est  déterminée  quand  on  fixe  la  position  de  deux  de  ses 
points,  ce  qui  exige  trois  conditions,  et  que 
le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
définir  les  positions  relatives  de  n  points  for- 
mant une  figure  invariable  située  sur  un  plan 
ou  sur  une  surface  est  égal  à  2u  —  3  :  savoir 
la  distance  AB  de  deux  points  A  et  B  pris  dans  '*' 

la  figure,  et  les  deux  distances  MA,  MB,  de  chacun  des  n  —  2 
autres  points  à  ces  deux-là  :  en  tout  1  -h  2  (n  —  2)  =  2u—  3. 

124.  Le  mouvement  d'un  système  invariable  dans  l'es- 
pace peut  être  entièrement  défini  par  six  équations  dis- 
tinctes : 

Trois  équations  par  exemple  définiront  le  mouvement  du 
point  A,  en  donnant  les  coordonnées  x,  y  et  %  de  ce  point  en 
fonction  du  temps  t; 

Deux  équations  définiront  le  mouvement  du  point  B,  en  fai- 
sant connaître  ses  coordonnées  xi  et  yi  ; 

Et  une  équation  définira  le  mouvement  du  point  C,  en  don- 
nant son  abscisse  xt. 
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On  reconnaîtrait  de  même  que  le  mouvement  d'une  ligure 
invariable  sur  une  surface  peut  être  défini  par  trois  équations 
distinctes  au  plus. 

Il  est  essentiel  d'observer,  à  ce  propos,  que  toutes  les  surface* 
ne  donnent  pas  une  égale  liberté  aux  figures  qui  y  sont  tra- 
cées de  se  mouvoir  sans  altération  de  forme.  1°  Le  plan  d  la 
sphère  permettent  des  déplacements  dans  tous  les  sens,  l'arc 
infiniment  petit  AB  pouvant  être  amené  à  coïncider  avec  fut 
égal  A'B',  quelle  que  soil  la  position  de  celui-ci.  2"  Le  cylindre 
droit  à  base  circulaire  permet  aussi  des  déplacements  de 
figures  dans  toute  direction  tangente  à  la  surface;  mais 
l'arc  AB,  pour  être  amené  sans  déformation  à  coïncider  avec 
l'arc  égal  A'B',  doit  faire  avec  les  génératrices  rectilignes  Je  la 
surface  le  même  angle  que  A'B'.  3"  Les  surfaces  de  révolution, 
les  surfaces  cylindriques  en  général,  et  les  surfaces  hélicoï- 
dales ne  permettent  que  des  glissements  dans  des  directions 
uniques  :  à  savoir  le  long  des  parallèles,  le  long  des  généra- 
trices droites,  ou  enfin  le  long  des  hélices.  4°  Les  autres  sur- 
faces ne  peuvent  servir  de  guides  aux  figures  invariables  qui 
y  sont  tracées,  et  les  fixent  dans  la  position  qu'elles  occupent. 
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125.  On  dit  qu'un  système  invariable  mobile  dans  l'espace 
a  un  mouvement  de  translation,  lorsque  tous  les  points  du 
système  décrivent  simultanément  des  portions  de  trajectoires 
égales  et  parallèles. 

La  position  du  système  à  une  époque- 
quelconque  est  entièrement  définie  par 
les  positions  de  trois  de  ses  points  non* 
enlignedroite.  SoientM,N,P,cespoints — 
Soit    AB  la   trajectoire  du  point  M  — 
A,  B,  la  trajectoire  du  second  point  N    - 
A,  Bt  la  trajectoire  du  troisième,  P 
non  en  tî'jne  droite  avec  tes  deux  premiers;  le  mouvement  di — - 
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système  sera  une  translation,  si  les  trajectoires  AB,A1B1,A1Bt, 
sont  trois  positions  parallèles  entre  elles  d'une  seule  et  même 
courbe. 

I  A  un  certain  moment,  les  trois  points  occupent  sur  ces  (rois 
trajectoires  les  positions  M,  N,  P;  à  un  autre  moment,  le  point 
M  s'est  transporté  en  M',  le  point  N  en  N',  et  le  point  P  en  F  ; 
le  triangle  MPN  est  venu  en  M'FN'  sans  altération  de  ses 
côtés.  La  courbe  A'&B't  n'est,  par  hypothèse,  autre  chose  que 
la  courbe  AB  déplacée  parallèlement  à  elle-même  d'une  quan- 
tité MN  ;  on  a  donc  à  la  fois  M'N'  =  MN,  et  arc  NN'  =  arc  MM'. 
On  voit  de  même  que  arc  PF  =  arc  MM'.  En  définitive, 
le  triangle  M'P'N'  a  ses  côtés  respectivement  parallèles  à 
ceux  du  triangle  MPN.  Il  en  serait  de  même  de  tous  les 
triangles  formés  en  joignant  dans  le  système  trois  points  non 
en  ligne  droite;  de  sorte  que,  dans  ce  genre  particulier  de 
déplacement,  les  arcs  décrits  à  la  fois  par  les  divers  points 
du  système  sont  égaux  et  parallèles. 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  positions  du  système  à  deux 
époques  quelconques,  nous  prenons  ces  positions  à  deux  épo- 
ques infiniment  voisines,  le  point  M  décrit,  dans  l'intervalle 
de  temps  infiniment  petit  qui  sépare  les  deux  époques,  un  élé- 
ment rectiligne  MM'  de  sa  trajectoire  AB  ; 
et  tous  les  autres  points  N,  P,  décrivent  n^ 

des  éléments  NN',  PP',  égaux  et  parallèles  À    * 

à  MM'.  11  en  résulte  que  les  vitesses  de  tous        *l^\\ 
les  points,  dans  le  mouvement  de  transla-  \  /     v 

fûm,  sont  égales  et  parallèles  :  parallèles,      ^J^-^14' 
parce  qu'elles  ont  pour  directions  les      A  121 

directions  des  éléments  MM',  PF,  NN'... ; 
égales,  parce  qu'elles  expriment  le  rapport  de  l'espace  par- 
couru MM',  NN',  PF,  qui  est  le  même  pour  tous  les  points,  à 
l'intervalle  de  temps  dt  employé  par  le  corps  à  passer  de  la 
première  position  à  la  seconde. 
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ROTATION. 


D 


Fig.  123. 


126.  Le  second  mouvement  simple  d'un  système  solide  est 
le  mouvement  de  rotation. 

Supposons  le  système  lié  invariablement  à  une  droite  fixe 
AB,  qui  sera  Y  axe  de  rotation;  si  Ton  abaisse  d'un  des  points 

mobiles  M  une  perpendiculaire  MP  sur  AB, 
le  mouvement  du  système  laisse  constante 
cette  longueur  MP.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M 
est  donc  une  circonférence,  dont  le  centre  P 
est  situé  sur  Taxe  AB,  et  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  cet  axe.  Un  autre  point  N  du 
système  décrit  une  seconde  circonférence,  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  AB,  et  dont  le 
centre  est  un  point  Q,  projection  du  point  N  sur  Taxe.  Parle 
point  P,  menons  PNn  égale  et  parallèle  à  QN.  Joignons  KNt 
et  NâM.  La  droite  QN  élant  perpendiculaire  à  Taxe  PNâ, 
parallèle  à  QN,  est  aussi  perpendiculaire  à  AB,  et  appartient 
au  plan  du  cercle  décrit  par  le  point  M.  Mais  NNâ  est  égal  et 
parallèle  à  PQ,  côté  opposé  du  parallélogramme  QPNtN.  Donc 
NNj  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle,  et  par  suite 
à  la  droite  N£M  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan.  Le  trian- 
gle iMNNj  est  par  conséquent  rectangle  en  Nt.  Le  côté  NNâ  de 
l'angle  droit  n'est  pas  altéré  par  le  déplacement  du  solide, 
puisqu'il  est  constamment  égala  PQ.  L'hypoténuse  NM  ne  Test 
pas  non  plus,  puisque  la  dislance  des  points  N  et  M  est  suppo- 
sée invariable;  donc  le  troisième  côté  MNt  est  constant  pendant 
le  mouvement.  Or  MNâ  est  aussi  le  troisième  côté  d'un  triangle 
PNjM,  dans  lequel  les  côtés  PM  et  PN,  =  QN  restent  constants; 
el,  comme  il  est  constant  lui-même,  l'angle  MPNâ  reste  con- 
stant aussi. 

Donc,  enfin,  dans  le  mouvement  de  rotation  d'un  système  solide 
autour  d'un  axe  AB,  l'angle  MPNâ  de  deux  rayons  MP,  NQ, 
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abaissés  de  deux  points  du  système  perpendiculairement  à  l'axe, 
reste  constant1. 

,  Si  le  premier  rayon  MP  décrit  dans  le  plan  du  cercle  MP  un 
angle  dx  1res  pelit  pendant  un  temps  dt  très  court,  le  second 
rayon  KQ  décrira  dans  le  plan  du  cercle  NQ  ce  même  angle 

da. 
dx;  de  sorte  que  la  vitesse  angulaire  j   sera  la  même  pour 

ces  deux  rayons.  Donc,  dans  le  mouvement  de  rotation,  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  point  autour  de  taxe  est  à  un  même  instant 
la  même  pour  tous  les  points  du  système. 

La  vitesse  linéaire  du  point  M  s'obtiendra  en  divisant  par  dt 
l'arc  très  petit  décrit  par  le  point  M  ;  or  cet  arc  de  cercle  cor- 
respond à  un  angle  au  centre  égal  à  dx.  Appelons  r  la  distance 
MP  ;  dx  étant  évalué  en  parties  du  rayon,  Tare  décrit  par  le 
point  M  sera  rdx,  et  par  suite  la  vitesse  linéaire  du  point  M 

rdx     dx 
sera  -37=31  Xr:  c'est  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  com- 
mune à  tous  les  points  du  système  par  la  distance  à  l'axe  du 
point  considéré. 

Donc,  dans  le  mouvement  de  rotation,  la  vitesse  linéaire  d'un 
point  est  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les 
points  du  système,  par  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  ;  et 
les  vitesses  linéaires  de  deux  points,  à  un  même  instant,  sont 
proportionnelles  aux  distances  de  ces  points  à  Vaxe  de  rotation. 

Ainsi,  à  un  même  instant,  les  vitesses  linéaires  des  divers 
points  d'un  corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  transla- 
tion sont  égales  et  parallèles,  et  les  vitesses  angulaires  de  tous 
les  points  d'un  corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
tion autour  d'un  certain  axe  sont  égales;  la  vitesse  linéaire 
d'un  point  particulier  du  système  tournant  est  proportion- 
nelle à  la  distance  de  ce  point  à  l'axe,  et  sa  direction  fait  un 
ingle  droit,  non-seulement  avec  Taxe,  mais  encore  avec  le 
rayon  abaissé  du  point  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation. 

1  On  appelle  angle  de  deux  directions  qui  ne  se  rencontrent  pas,  l'angle 
formé  par  deux  droites  menées  parallèlement  à  ces  directions  par  un  même 
point  de  l'espace. 


100  DÉPLACEMENT  ÉLÉMENTAIRE 


MOUVEMENT  ÉLÉMENTAIRE   D'UM   SYSTÈME    INVARIABLE. 

127.  On  appelle  mouvement  élémentaire  d'un  système  solide 
le  mouvement  que  ce  système  subit  pendant  un  temps  infi- 
niment petit  dt;  dans  cet  intervalle  de  temps,  chaque  point 
M  décrit  un  élément  rectiligne  MM'  sur  sa  trajectoire,  de 
sorte  que  si  Ton  considère  les  positions  de  tous  les  points  du 
système  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  dt%  on  pourra 
dire  que  chaque  point  M  du  système  aura  parcouru,  pendant 
cet  intervalle  de  temps,  la  droite  infiniment  petite  MM'  qui 
joint  la  première  position  M  de  ce  point  à  la  seconde  posi- 
tion M'. 

La  théorie  des  mouvements  simultanés  (§69)  permet  de 
décomposer  le  mouvement  de  chaque  point  du  système  en 
plusieurs  autres  mouvements  ;  nous  ferons  voir  qu'on  peut  de 
cette  manière  ramener  tout  mouvement  élémentaire  d'un 
solide  à  des  mouvements  simultanés  de  rotation  et  de  transla- 
tion, tels  que  nous  venons  de  les  définir. 


LEMME  SUR   LE   DÉPLACEMENT  ÉLÉMENTAIRE   D'UNE    DROITE. 

128.  Soient  AB,  A'B',  deux  positions  successives  infiniment 
voisines  d'une  droite  mobile;  dans  le  mouvement  élémentaire 

qui  amène  la  droite  AB  dans  la  posi- 
tion A'B',  chaque  point  M  décrit  un  élé- 

• L —      ment  rectiliyne  MM';  cela  posé,  si  pour 

1     a     .      ^  un  point  particulier  M ,  le  chemin  élé- 

mentaire décrit  MM'  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  AB,  le  chemin  élémentaire  NN'  décrit  par  un 
autre  point  N  sera  aussi  perpendiculaire  à  AB. 

Cherchons  sur  la  droite  AB  le  point  K  qui,  dans  le  mouve- 
ment de  la  figure,  vient  occuper  la  position  N'.  Il  suffit  pour 
cela  de  prendre  sur  AB,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 
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MN  =  M'N'.  Or  on  parvient  au  môme  résultat  en  abaissant  du 
point  N'  une  perpendiculaire  N'NsurAB;  en  effet,  la  droite 
MM'  est  normale  à  AB  par  hypothèse  ;  donc  MN  est  la  projec- 
tion, sur  la  direction  AB,  de  la  droite  M'N',  laquelle  fait 
avec  AB  un  angle  infiniment  petit,  puisque  ces  deux  droites 
sont  deux  positions  infiniment  voisines  d'une  même  droite 
mobile.  Donc  (g  61)  la  différence  entre  M'N'  et  MN  est  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  et  l'on  a  par  conséquent  à  la 
limite  MN=  M'N'. 

Le  déplacement  NN'  du  point  N  est  donc  normal  à  la  droite 
AB. 

En  d'autres  termes,  quand  un  point  d'une  droite  mobile  décrit 
une  trajectoire  normale  à  sa  direction,  les  trajectoires  de  tous  les 
autres  points  sont  aussi  normales  à  cette  direction. 

129.  Si  l'on  appelle  dt  le  temps  infiniment  petit  que  la 
droite  met  à  passer  de  la  position  AB  à  la  position  A'B"  (fig.  1 24), 
les  vitesses  des  points  M  et  N  seront  représentées  par 

MM'  NN' 

dt        et       dt  ' 

L'arc  élémentaire  NN'  est  indépendant  de  Tare  MM',  et  par 
suite  la  grandeur  de  la  vitesse  du 
point  N  reste  indéterminée  quand  on 
donne  la  vitesse  du  point  M. 

Si,  au  contraire,  les  chemins  MM',  „ .     _ 

NN',  décrits  par  les  points  M  et  N,  ne 

sont  pas  normaux  à  la  direction  AB  (fig.  125),  les  vitesses  si- 
multanées de  ces  deux  points  sont  liées  entre  elles  par  une 
relation  nécessaire.  Projetons  en  effet  M'N'  en  mu,  sur  la 
direction  AB.  Nous  aurons 

mn  =  M'.V=  MN, 

et  par  suite 

Mm  =  Nn. 

.       ,  .    , ,       -,         MM'    ,  NY     ,       .    , , 

Appelons  v  et  v'  les  vitesses  -jr  et  -jr,  et  9  et  f  les  an^ 
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gles  M'MB ,  N'NB  de  leurs  directions  avec  la  droite  ÂB  ;  on 
aura  entre  v  et  v'  la  relation 

9  COS  f  =  V  COS  f9 

v' 
qui  fait  connaître  le  rapport  —  en  fonction  des  angles   des 

trajectoires  des  points  M  et  N  avec  la  direction  AB. 

Cette   équation  laisse  indéterminé  le  rapport  —    lorsque 

l'angle  ?  est  droit,  car  alors  <?'  est  aussi  droit,  et  les  cosinus  se 
réduisent  tous  deux  à  zéro. 


MOUVEMENT   D  UNE  FIGURE   PLANE    DANS  SON  PLAN.  —  CENTRE 

INSTANTANÉ. 


150.  Lorsqu'une  figure  invariable  plune se  meut  dans  son  p/<ro, 
on  peut  toujours  amener  cette  figure  d'une  de  ses  positions  à 
une  autre  position  par  une  rotation  unique  autour  d'une  droite 
perpendiculaire  au  plan. 

La  position  de  la  figure  dans  son  plan  est  entièrement  défi- 
nie par  les  positions  particulières  de  deux  de  ses  points. 

Prenons  donc  deux  points  A  et  B  de 
la  figure  dans  sa  première  position, 
et  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent 
ces  mêmes  points  dans  la  seconde 
position  de  la  figure.  Nous  aurons 
AB  =  A'B',  et  si  nous  menons  deux 
droites  indéfinies  AB,  A'B',  tous  les 
points  delà  droite  AB,  considérés 
comme  faisant  partie  de  la  figure,  viendront  occuper  les  points 
correspondants  de  la  droite  indéfinie  A'B',  lorsque  la  figure 
mobile  passe  de  la  première  position  à  la  seconde.  Ces  deux 
droites  AB,  A'B',  se  coupent  généralement  en  un  certain 
point  C,  qui  peut  être  considéré  à  deux  points  de  vue. 
Si  on  le  regarde  comme  appartenant  à  la  droite  A'B',  c'est 
un  point  de  la  figure  dans  sa   seconde  position,  et   pour 


Fig.    26. 
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trouver  le  point  D  qui  lui  correspond  dans  la  première,  il 
suffit  de  prendre  AD=A'C.  Si  au  contraire  on  regarde  le 
point  C  comme  appartenant  à  la  droite  AB,  il  fait  partie  de  la 
figure  dans  sa  première  position,  et  par  suite  il  y  a  dans  la 
seconde  position  de  la  figure  un  point  E  qui  lui  corres- 
pond ;  ce  point  E  s'obtiendra  en  prenant  sur  le  prolongement 
de  A'B'  une  longueur  B'E  =  BC.  Nous  aurons  en  définitive 
CD=CE.  Prenons  les  milieux  Iet  K  de  ces  deux  droites  égales 
CD,  CE,  et  élevons  en  ces  points  deux  perpendiculaires  10,  KO, 
aux  directions  des  droites  AB,  A'B'.  Le  point  0,  également 
distant  des  trois  points  D,  C,  E,  sera  le  centre  d'une  circonfé- 
rence passant  par  ces  trois  points.  Les  cordes  CD,  CE  étant 
égales,  les  angles  au  centre  DOC,  COE  sont  aussi  égaux,  de 
sorte  que  si  Ton  fait  tourner  la  ligure,  prise  dans  sa  première 
position,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  plan  mené 
par  le  point  0,  et  qu'on  lui  fasse  décrire  l'angle  DOC,  on  amè- 
nera par  cette  rotation  unique  le  point  D  à  coïncider  avec  le 
point  C,  et  le  point  C  à  coïncider  avec  le  point  E  ;  cette  rota- 
tion suffit  donc  pour  amener  la  figure  de  la  première  position 
à  la  seconde. 

Remarque.  —  Si  Ton  considère  deux  points  A,  A',  qui  se  cor- 
respondent dans  les  deux  positions  de  la  figure,  le  point  A,  par 
la  rotation  autour  de  l'axe  0,  vient  se  placer  en  A'  après  avoir 
décrit  un  arc  de  cercle  ayant  le  point  0  pour  centre.  Donc  le 
point  Oest  également  distant  des  points  A  et  A7. 

Cela  a  lieu  pour  tous  les  points  de  la  figure  plane,  de  sorte 
qu'on  peut  énoncer  le  théorème  de  la  manière  suivante  :  Les 
perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  droites  A  A'  qui  joignent 
deux  positions  d'un  mime  point,  concourent  en  un  même  point  0. 
On  peut  ajouter  que  l'angle  AOA'  est  le  même  quels  que  soient  les 
points  considérés. 

131.  Corollaire.  —  Supposons  que  les  deux  positions  de  la 
figure  soient  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre.  Alors  cha- 
cune des  droites  AA',  qui  joignent  deux  positions  successives 
très  rapprochées  A  et  A'  d'un  même  point  de  la  figure  mobile, 
devient  un  arc  infiniment  petit  de  la  trajectoire  de  ce  point;  la 

liC  C0LUG30JU  li 
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perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  A  A' devient  à  la  limite 
la  normale  à  la  trajectoire,  et  l'angle  AOA'  est  l'angle  infini- 
ment petit  dont  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  point  0,  ou 
plutôt  autour  de  Taxe  projeté  en  0.  Le  déplacement  considéré 
est  enfin  le  déplacement  élémentaire  de  la  figure.  De  là  résulte 
ce  théorème  : 

Quand  une  figure  plane  invariable  se  meut  dans  son  plan, 
1°  les  normales  élevées  à  un  même  instant  aux  trajectoires  des 
différents  points  passent  par  un  même  point  0,  qu'on  appelle  U 
centre  instantané  de  rotation  ;  2°  pendant  un  temps  tris  court 
la  figure  tourne  dfun  angle  infiniment  petit  autour  de  ce  centre  0; 
5°  les  arcs  décrits  pendant  un  temps  très  court  par  les  divers 
points  de  la  figure  sont  proportionnels  aux  distances  de  ces  points 
aupoinlO. 

Ce  théorème,  l'un  des  plus  importants  de  la  cinématique, 
peut  se  démontrer  directement  de  la  manière  suivante,  en 
s'appuyant  sur  le  lemme  établi  plus  haut  (§  128).  Soient  A,  B, 
C,  divers  points  d'une  figure  plane  invariable  qui  se  déplace 
dans  son  plan. 

Soient  A',  B',  C,  les  positions  de  ces  points  au  bout  d'un 
temps  dt  infiniment  petit,  de  sorte  que  AA',  BB',  CC,  soient 
leurs  déplacements  élémentaires  simultanés. 

Élevons  au  point  A  dans  le  plan  de  figure  une  droite  AE  per- 
pendiculaire à  l'élément  AA',  et  imaginons  que  cette  droite 
soit  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  figure  mobile. 

En  vertu  du  lemme,  tout  point  de  la  droite  AE  subira,  dans 

ce  mouvement,  un  déplacement  nor- 
A-—  A'  mal  à  la  direction  de  cette  droite  ;  car 

l'un  de  ses  points,  A,  reçoit  un  dé- 
placement AA'  normal  à  celle  direc- 
tion. 

Élevons  de  même  au  point  B,  dans 

le  plan  de  la  figure,  une  normale  BF 

Fj ,  127  au  déplacement  BB',  et  considérons 

la  droite  BF  comme  liée  invariable* 
ment  à  la  figure  et  entraînée  par  son  mouvement.  Tout  point 
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de  la  droite  BF  se  déplacera  normalement  à  la  direction  de 
cette  droite. 

Le  point  0,  commun  aux  deux  directions  AE,  BF,  est  donc 
immobile.  Car  s'il  recevait  un  déplacement,  ce  déplacement 
serait  à  la  fois  perpendiculaire  aux  deux  droites  AE,  BF, 
ce  qui  est  impossible. 

La  figure  tourne  donc  autour  d'un  de  ses  points,  et  la  droite 
OC  est  normale  à  la  trajectoire,  CC\  du  point  C. 

152.  Pour  définir  la  position  du  centre  instantané  de  rota- 
tion, il  suffit  de  connaître  les  directions  AÀ',  BB'  des  déplace- 
ments simultanés  de  deux  points  A  et  B  de  la  figure  mobile  ; 
et  pour  définir  la  vitesse  angulaire  de  la  figure  autour  de  ce 
centre,  il  suffit  de  connaître  la  vitesse  linéaire  de  l'un  des 
points  mobiles.  On  a  en  effet,  en  appelant  v  la  vitesse  linéaire 

AA' 
du  point  A,  ou  le  rapport  -r-,  et  m  la  vitesse  angulaire  de  la 

figure  autour  du  point  0, 


V 


BB' 
La  vitesse  t/  =  -rr  du  point  Bsera  alors  donnée  par  l'équa- 


dt 
tion 


r  =  «xOI>=-jj— . 


133.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  qu'il 
s'agissait  d'une  figure  plane  ;  il  est  facile  de  voir  que  les  mêmes 
conséquences  s'appliquent  à  un  solide  invariable  lorsqu'il semeut 
parallèlement  à  un  plan  fixe;  de  sorte  que  Ton  peut  dire  plus 
généralement  : 

Le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  qui  se  meut  parallèle- 
ment à  un  plan  fixe  est  une  rotation  instantanée  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

La  position  de  l'axe  se  déterminera  en  cherchant  le  centre 
instantané  de  rotation  de  l'une  des  figures  planes  obtenues  en 
coupant  le  solide  par  un  plan  parallèle  au  plan  fixe.  Celte 
figure  plane  ne  sortant  pas  de  son  plan  par  suite  du  mouve- 


T 
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mont  du  solide,  subit  une  relation  infiniment  petite  ; 
d'un  point  0  de  sou  plan.  Le  solide  entier  subit  donc  la  même 
rotation  autour  de  Taxe  élevé  par  le  point  0  perpendiculai- 
rement au  plan  fixe. 

imictnoxs  nLovtmQCtÊ.  —  cossmeenos  Des  txxcentw 
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131.  Lorsqu'une  ligure  plane  de  forme  invariable  se  ineul 
dans  son  plan,  les  normales  élevées  à  un  tourne  instant  aui 
tra;ecU)ircs  des  différents  points  deceile  figure  passenl  par  tin 
infime  point  0,  centre  instantané  du  mouvement  de  rotation 
élémentaire.  Si  donc  on  peut  construire  les  normales  aux  lu- 
jecloires  de  deux  points  A  cl  B  de  la 
ligure,  l'intersection  de  ces  dein 
normales  déterminera  le  point  0, 
cl  un  aura  la  normale  à  la  trajec- 
toire d'un  troisième  point  C  en  joi- 
gnant C0. 

Soit,  par  e\emple  (fig.  128),  uo 
triangle  ABC,  de  forme  constante, 
qui  se  meut  dans  le  plan  du  papier. 
de  telle  sorte  que  les  deux  som- 
mets A  cl  B  glissent  respectivement  sur  deux  droites  Cics 
LX,  I.V;  le  point  C  décrit  dans  ce  mouvement  une  certaine 
courbe,  à  laquelle  on  propose  de  mener  une  tangente. 

On  observera  que  la  trajectoire  du  point  A  étant  la  droite 
LY,  la  normale  a  la  trajectoire  esl  la  perpendiculaire,  A0.  éle- 
vée au  point  A  sur  cetle  droite  ;  de  même  la  normale  à  la  tra- 
jectoire du  point  B  esl  la  perpendiculaire,  BO,  élevée  en  B  sur 
la  droite  LX.  Le  point  0  est  le  centre  autour  duquel  la  lijui 
tourne  pendant  un  temps  infiniment  petit  quand  elle  passe  de 
sa  position  ABC  à  une  position  infiniment  voisine.  Dans  ce 
mouvement,  le  point  C  décrit  un  élément  normal  à  OC.  On 
obtiendra  donc  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  C 
en  menant  une  droite  CD  perpendiculaire  à  OC. 
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Les  vitesses  simultanées  des  trois  points  A,  B,  C,  sont  pro- 
portionnelles aux  longueurs  OA,  OB,  OC. 

155.  Pour  second  exemple,  prenons  le  mécanisme  employé 
dans  les  machines  à  vapeur  sous  le  nom  de  transmission  par 
bielle  et  manivelle. 

Un  point  A  est  assujetti  à  se  déplacer  le  long  de  la  droite 
FX;  le  point  B  est  assujetti  à  se  mou- 
voir le  long  d'une  circonférence 
ayant  pour  centre  un  point  F  de  cette 
droite  ;  enfin  la  longueur  AB  est  con- 
stante. 

AB  représente  la  bielle,  BF  la  ma- 
nivelle;  F  est  le  centre  de  l'arbre  de  Fi    129 

rotation  :  le  point  A  est  la  tête  de  la 
tige  du  piston  qui  reçoit  dans  le  cylindre  un  mouvement  al- 
ternatif; le  point  B  est  le  bouton  de  la  manivelle. 

Le  point  B  décrivant  une  circonférence,  le  centre  instan- 
tané de  la  bielle  est  situé  quelque  part  sur  le  rayon  FB 
prolongé,  car  ce  rayon  est  normal  à  la  circonférence.  Le 
centre  instantané  appartient  de  plus  à  une  perpendiculaire 
élevée  au  point  A  sur  la  droite  FX,  trajectoire  du  point  A.  Donc 
il  est  en  0  à  l'intersection  de  ces  deux  droites,  et  la  normale 
au  lieu  décrit  par  un  point  de  AB  s'obtiendra  en  joignant  ce 
point  au  point  0. 

Les  vitesses  simultanées  du  point  B  et  du  point  A  sont  entre 
elles  comme  les  distances  OB  etOA.  Si  v  est  la  vitesse  linéaire 
du  point  A,  c'est-à-dire  du  piston,  et  V  la  vitesse  linéaire  du 
bouton  de  la  manivelle,  nous  aurons 

V_0D 
v  ~~  OA' 

Par  le  point  F,  menons  FK  perpendiculaire  à  FX,  et  prolon- 
geons AB  jusqu'à  la  rencontre  de  FK.  Les  triangles  BFK,  BOA 
sont  semblables,  et  par  suite 

0B__FB 

OA  ~"  FK# 
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y 

v 


FB 
FK' 


Mais  le  point  B,  considéré  comme  appartenant  à  la  mani- 
velle FB,  tourne  autour  du  point  0  avec  une  certaine  vitesse 
angulaire  a>,  et  sa  vitesse  linéaire  Y  est  égale  au  produit 
FBxct>.  Remplaçant  Y  par  cette  valeur  dans  l'équation  pré- 
cédente, et  supprimant  le  facteur  commun  FB,  il  vient 

relation  entre  la  vitesse  linéaire  v  du  piston  et  la  vitesse  angu- 
laire a)  de  l'arbre  de  rotation.  Si  la  vitesse  u  est  sensible- 
ment constante,  la  vitesse  v  du  piston  varie  proportionnelle- 
ment à  la  longueur  FK  ;  elle  est  nulle  quand  FK  est  nul, 
c'est-à-dire  quand  les  trois  points  A,  B  et  F  sont  en  ligne 
droite,  ou  quand  la  manivelle  passe  aux  points  morts  (fig.iSO); 


V 
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Fig.  130. 

elle  est  maximum  quand  FK  est  maximum,  c'est-à-dire  quand 
la  manivelle  FB  est  perpendiculaire  à  FA.  A  ce  moment,  le 
point  0  est  donné  par  l'intersection  de  deux  droites  parallèles 
Ft  Bn  At  0P  et  se  trouve  infiniment  éloigné  ;  la  rotation  instan- 
tanée se  change  alors  en  translation  ;  car  tous  les  points  de 
la  bielle  Xt  Bt  ont  à  cet  instant  des  vitesses  égales,  parallèles  à 
la  droite  AF. 

En  général,  la  translation  peut  être  regardée  comme  une 
rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  infiniment  éloigné. 
Toutes  les  normales  élevées  simultanément  sur  les  trajectoires 
des  différents  points  de  la  figure,  concourant  en  un  point  in- 
finiment éloigné,  sont  parallèles;  les  éléments  de  trajectoires 
sont  donc  aussi  parallèles;  de  plus  les  produits  OAxw,  des 
distances  de  chaque  point  par  la  vitesse  angulaire  commune 
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à  tout  le  système,  deviennent  tous  égaux,  lorsque  le  facteur 
OA  croit  au  delà  de  toute  limite;  tous  les  points  ont  donc  une) 
vitesse  linéaire  égale,  limite  ou  vraie  valeur  du  produit  OA  x  (*>,' 
dans  lequel  OA  croit  indéfiniment  tandis  que  o>  diminue  jusqu'à1 
devenir  nul. 

136.  Tangente  à  la  conchoïde.  —  Une  droite  mobile  est  assu- 
jettie à  rester  tangente  à  une  courbe  donnée  MN;  elle  rencontre 
en  A  une  courbe  PQ  ;  à  partir  de  ce  point,  on  porte  sur  la 
droite  une  longueur  constante  AB.  La  conchoïde  (généralisée) 
est  le  lieu  du  point  B  (§  83). 

La  droite  AB  forme  une  figure  invariable,  puisque  sa  lon- 
gueur est  constante  ;  le  point  de  contact  C,  intersection  de 
deux  positions  successives  de  la 
droite  BC9  peut  être  regardé  comme 
lié  à  cette  figure  pendant  un  temps  ( 
infiniment  petit.  Son  déplacement 
s'effectue  suivant  la  direction 
même  de  la  droite  AB,  et  par  suite 
le  centre  instantané  de  la  figure 
s'obtiendra  en  élevant  en  A  et  C  les  normales  AO,  CO  aux 
courbes  PQ  et  MN .  La  normale  au  lieu  du  point  B  est  la  droite  OB. 


Fig.  151. 


DESCRIPTION   DE  i/eLLIPSE  AU  MOYEN  DUN  MOUVEMENT  CONTINU, 

137.  Soient  a  et  b  les  demi- 
axes  de  l'ellipse  ; 

0  le  centre  de  l'ellipse,  OX 
la  direction  du  grand  axe,  0Yt 
perpendiculaire  à  OX,  la  direc- 
tion du  petit  axe. 

Par  le  point  0,  menons  une 
droite  quelconque  OM,  et  pre- 
nons sur  cette  droite  une  Ion- 

gueurOM  =  — -,  et  une  autre  longueur  0N  =  ^-^. 

Du  point  N  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  ON,  décri- 


Fig.  132. 


vons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  OX  en  un  second 
nous  aurons  NL=ON.  Joignons  NL,  et  achevons  le  parallélo- 
gramme LNMP,  en  menant  par  L  el  M  des  parallèles  a  >"L,K)t. 
Je  dis  que  le  point  P  appartient  à  l'ellipse  cherchée. 

En  effet,  prolongeons  HP  jusqu'à  la  rencontre  des  axes  OS, 
OY  aux  points  X  et  Y;  nous  aurons,  à  cause  des  parallèles  MS, 
NL,  la  proportion 

MX     ou 


OrNL=ON  par  construction;  donc  MX  =  O.M.  Par  consé- 
quent le  point  M  est  le  milieu  de  l.i  droite  XY,  et  celle  droite. 
double  de  lu  droite  constante  MO.  a  une  longueur  constante  el 
égale  a  B-t-fi.  Le  point  P,  situé  à  une  distance  constante, 
MP=PiO,  du  milieu  M  de  XY,  est  li\c  sur  cette  droite.  Le 
lieu  de»  points  P  peut  donc  être  considéré  comme  le  lieu  im- 
positions d'un  point  particulier  d'une  droite  de  grandeur  con- 
stante XY,  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  les  deux  ans 
rectangulaires  OX,  OY.  On  sait  que  ce  lieu  est  une  ellipse,  etil 
est  facile  de  voir  que  cette  ellipse  a  pour  demi  grand  axe  a,  et 
pour  demi  petit  axev. 

lbns  la  pratique. on  réalisera  le  parallélogramme  NMPLawe 
quatre  régies  articulées,  dont  l'une  sera  prolongée  d'une  quan- 
tité NO  — NI.  ;  il  suflira  de  maintenir  le  point  0  par  un  pivot 
à  la  remontre  des  axes,  cl  de  faire  glisser  le  sommet  L  le  long 
deOX,  pour  qu'un  crayon  placé  a  l'articulation  P  trace  l'el- 
lipse; cette  construction  sera  plus  commode  que  l'emploi  de 
la  droite  mohile  XY  parce  qu'elle  exige  moins  d'espace.  Elles 
un  autre  avantage,  c'est  de  donner  immédiatement  le  tracé  de 
\:\  noi  maie  en  chaque  point  de  la  courbe,  et  de  permcllrede 
tracer  du  même  mouvement  continu  une  courbe  parallèle  ef 
équidbtante. 

Menons  la  droite  OP,  qui  coupe  LX  en  R  ;  je  dis  d'abord  que 
le  point  R  est  fixe  sur  le  coté  NL.  En  effet,  les  triangles  sem- 
blables ONR,OMP  donnée:  la  proportion 
su     os 
ïp=ôïj 


les  trois  derniers  termes  de  1j  proportion  étant  constants,  le 
premier  l'est  nussi.  Le  point  R  décrit  une  ellipse  semblable 
à  celle  que  décrit  le  point  P,  et  semblablemcnt  placée  par 
rapport  au  centre  0.  Les  normales  à  ces  ellipses  aux  points  R 
et  1'  sont  donc  parallèles.  Par  le  point  I.  élevons  sur  0X  une 
perpendiculaire  LS,  qui  coupe  OM  en  S;  nous  aurons 
NS  =  NL  =  0N,  et  le  point  S,  intersection  des  normales  OS  et 
LS,  menées  aux  lignes  décrites  par  les  extrémités  N  et  L  de  la 
droite  mobile  NL,  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  cette 
droite  (§152).  Par  suite,  la  droite  RS  est  la  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  R.  La  normale  à  l'ellipse  décrite  parle 
point  P  s'obtiendra  donc  en  menant  par  ce  point  une  parallèle 
IBS. 

Cela  étant,  prenons  arbitrairement  un  rapport  K  quel- 
conque, et  portons  sur  PM,  à  partir  du  point  P,  une  quantité 


el  sur  le  prolongement  de  LP,  à  partir  du  même  point  P,  une 
quantité  PV  =  NS  x  K  =  — ^—  x  K  ;  acbevons  le  parallélo- 
gramme QrVZ  dont  les  cotés  seront  constants;  la  diagonale  PZ 
de  ce  parallélogramme  sera  parallèle  à  RS.  En  effet,  les  triangles 
PQZ  et  UNS  ayant  deux  cotés  parallèles  chacun  à  chacun,  diri- 
gés dans  le  même  sens  et  proportionnels,  le  troisième  côté  PZ 
de  l'un  est  parallèle  au  troisième  cûlé  RS  de  Taulre. 

Donc  PZ  est  la  normale  a  l'ellipse  décrite  par  le  point  P. 

La  longueur  PZ  de  la  diagonale  du  parallélogramme  PQVZ 
varie  à  mesure  que  le  parallélogramme  se  déforme  :  il  faut  par 
conséquent  que  la  règle  PZ,  tout  en  étant  fortement  pincée 
au  point  P,  puisse  couler  sans  résistance  dans  l'articulation  Z, 
qui  l'empêche  seulement  de  dévier  d'un  côté  ou  de  l'autre. 
Tour  décrire  une  courbe  équidislanle  a  l'ellipse,  il  suffira 
de  fixer  sur  la  règle  PZ  un  crayon  I  à  une  dislance  PI  du 


«n  uinm  »U  QCHUUUTÊM 

point  P,  égale  à  l'intervalle  qu'on  veut  laisser  cnlre  les  deux 

courbes. 

La  construction  qui  vient  d'être  indiquée  convient  surtout 
au  tracé  des  ellipses  sur  les  chantiers  de  construction.  Les 
croyons  que  Ton  emploie  pour  le  tracé  des  épures  sont  géné- 
ralement taillés  en  biseau  cl  non  en  pointe  fine ,  on  devra  donc 
les  fixer  sur  11  règle  PZ  de  manière  que  la  direction  du  biseau 
fasse  un  angle  droit  avec  la  direction  de  cette  régie  :  alors  on 
sera  certain  que,  dans  toutes  les  postlions  du  parallélogramme, 
le  tranchant  du  cravonsera  langent  àlu  courbequ'il  décrit. 

Itiml  M  QMWULATttt  COWTatTT  SOI  QUATRE  CÔTÉS  DÛSSfcâ. 


138.  Sait  ABCD  le  plus  grand  des  quadrilatères  qu'on 
puisse  construire  avec  quatre  eûtes  donnés.  On  pourra  défor- 
mer ces  quadrilatères  en  laissant  fixes  les  deux  sommets  A  à 
D,  et  en  faisant  pivoîer  le  contour  ABCD  autour  des  articula- 
tions A,  B.  C  et  D.  Considérons  la  [wa- 
llon infiniment  voisine  de  ce  contour, 
AB'C'B.  Le  point  B  a  parcouru  un  che- 
min élémentaire  Bb',  normal  à  AE; 
le  point  C  a  parcouru  dans  le  même 
temps  on  chemin  élémentaire CC',oor- 
mal  à  DC.  Le  centre  instantané  de  la 
droite  BC  s'obtiendra  en  prolongeant 
les  directions  AB,  DC  jusqu'à  leur  rencontre  au  point  0;  par 
conséquent  le  triangle  Ol/C  n'est  autre  chose  que  le  triangle 
OBC,  qui  aurait  tourné  d'un  angle  B0B'  =  C0C  autour  du 
point  0. 

Le  quadrilatère  ABCD  étant  supposé  maximum ,  il  j  a  égalité, 
am  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  prés,  entre  la  surface 
ABCD  et  la  surface  AB'C'D,  qui  se  déduit  de  la  première  par 
une  altération  infiniment  petite.  Ajoutons  de  part  et  d'autre 
tes  triangles  égaux  OBC  et  OB'C;  nous  aurons  l'égalité 
«tuT.  [Ulj  =  iurf .  (OB'*  DCO) , 
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et  comme  on  passe  de  la  première  surface  à  la  seconde  en 
ajoutant  le  triangle  ODC  et  en  retranchant  le  triangle  OAB', 
oes  deux  triangles  doivent  être  égaux  : 

surf.  (OAB')  =  surf.  (ODC). 

Mais  le  triangle  OAB'  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de 
sa  base  OA  par  sa  hauteur  BB'  ;  de  même  le  triangle  ODC  a 
pour  mesure  j  OD  x  CC.  Donc 

0AxBB'=0DxCC. 

Les  chemins  BB',  CC,  décrits  pendant  le  même  temps  par 
les  points  B  et  C  d'une  môme  figure  invariable  BC,  sont  entre 
eux  comme  les  distances  OB,  OC,  au  centre  instantané  de  rota- 
tion. Donc 

0Ax0B  =  0Dx0C, 

égalité  qui  montre  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  sur 
une  même  circonférence. 

Le  plus  grand  quadrilatère  qu'on  puisse  construire  avec  quatre 
côtés  donnés  est  donc  le  quadrilatère  inscriptible.  On  en  dédui- 
rait facilement  que  Tare  de  cercle  tracé  d'un  point  à  un  autre 
comprend,  à  égalité  de  périmètre,  la  plus  grande  aire  possible. 

Soient  donnés  les  quatre  côtés  AB  =  a,  BC  =  6,  CD  =  c, 
DA=d,  pris  dans  Tordre  marqué  par  les  lettres,  et  proposons- 
nous  de  construire  avec  ces 
quatre  côtés  un  quadrilatère 
inscriptible.  On  y  parviendra 
par  la  simple  géométrie ,  de  la 
manière  suivante. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère 
cherché.  Menons  la  diagonale 
AC.  L'angle  D  du  quadrilatère 
sera  le  supplément  de  l'angle  B . 
Prenons  donc  sur  le  côté  DC,  à  partir  du  point  D,  une  longueur 
DE  =  BC  =  b,  et  sur  le  prolongement  de  AD  une  longueur 
DF  =  AB  =  a.  Joignons  EF.  Nous  aurons  EF  =  AC,  et  le 
triangle  EDF  sera  le  triangle  CBA  lui-même,  transporté  exté- 


Fig.  154. 
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rieurement  au  quadrilatère.  Par  le  point  E  menons  EG  paral- 
lèle à  AC.  Le  point  G  pourra  être  déterminé  sur  le  côté  AD. 
En  effet  les  parallèles  AC,GE ,  donnent  la  proportion 


DG_DE 
AD~"DC 


c'est-à-dire  l'égalité  DG  =  — : — •  La  position  du  point  G  sur 
le  côté  AD  est  donc  connue.  On  a  de  plus  la  proportion 


EG      DE  ,.  EG      b 

IcŒDc      oubien      ÊF  =  F 


de  sorte  que  le  rapport  des  distances  du  point  E  aux  points 
G  et  F  est  connu.  Il  en  résulte  que  le  point  E  se  trouve  à  l'in- 
tersection de  deux  circonférences,  dont  Tune  est  décrite  du 
point  D  comme  centre  avec  DE  =  b  pour  rayon,  et  dont 
l'autre  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  deux  points 

donnés  G  et  F  sont  dans  le  rapport--  Le   point  E  une   fois 

c 

déterminé,  l'angle  ADC  du  quadrilatère  s'en  déduit,  et  la 
construction  du  quadrilatère  s'achève. 

On  pourrait  aussi  employer  les  relations  qui  lient  les  diago- 
nales aux  côtés  dans  un  quadrilatère  inscriptible.  Si  l'on 
appelle  x  la  diagonale  AC,  et  y  l'autre  diagonale  BD,  on  a  à 
la  fois 

x      ad  +  bc 

xyz=ac-\-  bd,  -  =  — - — - 

*  y       ab+cd' 

équations  qui  suffisent  pour  déterminer  x  et  y 

Si  Tordre  des  côtés  n'était  pas  indiqué,  il  y  aurait  trois 
solutions  distinctes,  savoir  abcd,  acbd}  aedb;  pour  que  le  pro- 


^-c 
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blême  soit  possible,  il  faut  d'ailleurs  et  il  suffit  que  le  plus 
grand  des  côtés  donnés  soit  moindre  que  la  somme  des  trois 
autres. 

153.  La  déformation  d'un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés 
sont  donnés,  et  dont  un  seul  côté  est  fixe,  est  un  exemple  de 
la  transmission  de  mouvement  par  bielle  et  par  manivelles  iné- 
gales. Proposons  -  nous  de  trouver 
le  rapport  des  vitesses  angulaires 
simultanées   des  deux  manivelles, 
c'est-à-dire  des  deux  côtés  qui  abou- 
tissent aux  centres  fixes. 

Soient  A  et  B  les  projections  de 
deux   axes  parallèles;    une  mani-         \   / 
velle  Afr,  mobile  dans  le  plan  de  la  \j 

figure,  est  assujettie  à  tourner  autour  ' 

de  Taxe  A  ;  une  autre  manivelle  Bu ,  r.    155 

est  assujettie  à  tourner  autour  de 

l'axe  B  ;  les  extrémités  a  et  b  sont  réunies  l'une  à  l'autre  par 
un  lien  rigide  ou  bielle,  ab. 

Appelons  <*>  la  vitesse  angulaire  de  la  première  manivelle 
autour  de  l'axe  A,  et  a/ la  vitesse  angulaire  de  la  seconde  autour 
de  Taxe  B,  ces  deux  vitesses  étant  prises  à  un  même  instant. 
Dans  son  déplacement  autour  de  A,  le  point  b  décrit  un  arc 
de  cercle  infiniment  petit,  normal  à  Ab,  et  égal  à  kbxtadt, 
dt  étant  la  durée  infiniment  petite  du  déplacement. 

Dans  le  même  temps  dt,  le  point  a  décrit  un  arc  infiniment 
petit,  perpendiculaire  à  B#,  et  égal  à  Ba  x  u'dt. 

Le  point  de  rencontre  C  des  directions  A6,  Ba,  est  le  centre 
instantané  du  système  solide  mobile  ab. 
.  Si  Ton  divise  les  vitesses  linéaires  des  points  a  et  b  par  les 
distances  tC,  aC,  de  ces  points  au  centre  commun  de  rota- 
tion, on  obtiendra  la  vitesse  angulaire  du  système  ab;  les  deux 
divisions  doivent  donner  le  même  résultat,  et  par  suite. on  a 
l'égalité 

KM     ~~     La     ' 
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d'où  Ton  déduit 

ft/_A6xCfl 
w  ~~  Cb  X  Bfl' 

Prolongeons  la  direction  de  la  bielle  jusqu'à  sa  rencontre 
en  c  avec  la  droite  passant  par  les  centres  A  et  B.  Le  triangk 
ABC  a  ses  trois  côtés  rencontrés  par  la  transversale  bac, 
qui  donne  l'égalité 

kbxCaxBc 
CbxBaXkc        ' 

donc 

CM         Kc 

ftT~"Bc* 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  ainsi  égal  au  rapport 
des  segments  Ac,  Bc,  interceptés  sur  la  ligne  des  centres  par 
la  direction  de  la  bielle.  La  formule  est  générale,  pourvu  que 
Ton  attribue  aux  segments  Ac,  Bc  des  signes  convenables 
d'après  le  sens  qu'ils  ont  sur  la  droite  AB,  et  que  les  vitesses 
angulaires  co,  <*>'  soient  de  môme  considérées  comme  ayant 
le  même  signe  ou  des  signes  contraires,  suivant  qu'elles  cor- 
respondent à  des  rotations  dans  le  môme  sens  ou  dans  des  sens 
opposés. 

Lorsque  les  deux  manivelles  sont  égales,  et  que  la  bielle  ab 
a  une  longueur  égale  à  la  distance  AB  des  centres,  la  droite  ab 
peut  rester  constamment  parallèle  à  AB,  et  le  point  c  se  perd 
à  l'infini.  La  formule  donne  alors 


«' 


-=i. 


fi* 


ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  directement.  Telle  est  la 
transmission  par  bielle  d'accouplement,  que  Ton  emploie  pour 
rattacher  Tune  à  l'autre  les  roues  motrices  d'une  locomo- 
tive. 
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ENVELOPPE   DES   POSITIONS   SUCCESSIVES  D'UNE   LIGNE  MOBILE   DE  FORME 

CONSTANTE. 

140.  La  considération  du  centre  instantané  de  rotation  peut 
servir  aussi  à  déterminer  le  point  où  se  coupent  deux  positions 
successives  infiniment  voisines  d'une  ligne  qui  se  déplace 
sans  changer  de  forme. 

Soient  MN,  MIS',  deux  positions  infiniment  voisines  d'une 
même  ligne  dans    son   plan.    Soit  A  A'  le  chemin   décrit 
par  un  point  A  de  la  ligne  pour  aller  de  sa  première  posi- 
tion A  à  sa  seconde  A'  ;  soit  BB'  le  che- 
min décrit  par  un  autre  point  B.  Le 
centre  instantané  0  s'obtiendra  en 
élevant  les  droites  AO,  B0,  normales 
à  AA',  BB',  et  en  cherchant  leur  in- 
tersection 0.  Joignons  le  point  0  à  un 
point  quelconque  C  de  la  première 
position  de  la  ligne  mobile.  Si  l'angle 
du  rayon  OC  avec  la  courbe  prise  dans  Rir 

le  sens  CN  est  aigu,  le  déplacement 
du  point  C,  par  suite  de  la  rotation  de  la  figure,  s'opérera  de 
manière  à  amener  ce  point  en  C  d'un  certain  côté  de  MN,  au 
delà  de  MN  par  rapport  au  point  0,  par  exemple.  Le  contraire 
arrivera  pour  un  autre  point  D,  si  l'angle  de  0D  avec  la  courbe, 
prise  dans  le  même  sens,  est  obtus  au  lieu  d'être  aigu ,  ce 
point  passera  en  D\  en  deçà  de  MN  par  rapport  au  point  0. 
Donc  la  courbe  M'N'  coupe  la  courbe  MN  en  un  certain 
point  compris  entre  les  points  C  et  D  ;  d'où  Ton  peut  conclure 
que  le  point  de  rencontre  des  deux  positions  MN',  M'N'  infini- 
ment voisines,  est  le  pied,  P,  de  la  normale  abaissée  du 
point  0  sur  la  courbe.  Ce  point  P,  considéré  comme  lié  à  la 
courbe,  se  déplace  suivant  la  courbe  elle-même  par  suite  de 
la  rotation  instantanée,  et  l'élément  qu'il  décrit  appartient  à 
une  ligne  tangente  à  la  courbe  MN. 
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Par  exemple,  faisons  glisser  une  droite  AB,  de  longueur  con- 
stante, dans  l'angle  droit  formé  par  deux  droites  flxes  CX, 
CY.  A  un  instant  particulier,  le  centre  instantané  de  la 
droite  AB  est  le  point  0,  intersection  des  normales  AO,  BO, 

aux  trajectoires  des  points  A  et  B;  le 
point  P,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissé 
du  point  0  sur  AB  est  un  point  du  lieu  des 
intersections  successives  de  la  droite  AB, 
ou,  comme  on  dit,  de  la  courbe  enveloppe 
des  positions  de  cette  droite. 

Chaque  point  de  la  droite  AB  décrit  une 
ellipse  normale  à  la  droite  qui  joint  le 
point  0  au  point  décrivant.  Le  point  P, 
considéré  comme  lié  à  la  droite  AB,  décrit  donc  un  élément 
d'ellipse  normal  à  0P,  c'est-à-dire  tangent  à  AB,  ou  enfin 
tangent  à  l'enveloppe  des  positions  de  AB.  Les  ellipses  décrites 
par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  donc  toutes  tangentes 
à  lf enveloppe  des  positions  de  celte  droite,  et  ont  même  enve» 
loppe  que  cette  droite  mobile;  ce  qui  résulte  aussi  de  ce  que 
l'enveloppe  des  positions  de  la  droite  est  la  limite  de  la  ré- 
gion du  plan  atteinte  par  ses  différents  points,  et  par  suite 
est  la  limite  de  la  région  du  plan  couverte  par  le  tracé  des 
ellipses  que  ces  points  décrivent,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
est  l'enveloppe  de  toutes  ces  ellipses. 


Fig.  137. 
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141 .  La  cycloïdeest  la  courbe  EF11G,  engendrée  par  le  mou- 
vement d'un  point  F  d'une 
cii  conférenceOC,  qui  roule 
sans  glisser  sur  une  droite 
fixe  AB. 
Fi„  158  H  résulte  de  celte  géné- 

ral ion  qu'à  un  instant  quel- 
conque Tare  CF,  compris,  sur  la  circonférence  génératrice. 


J\ 
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enlrc  le  point  décrivant  et  le  point  de  contact  G  de  cette  cir- 
conférence avec  la  droite  AB ,  est  égal  à  la  longueur  CE 
comprise,  sur  celle  droite,  entre  le  point  C  et  le  point  de  dé- 
pait  E  de  la  cycloïde. 

Proposons-nous  de  mener  la  tangente  à  la  cycloïde  au 
point  F. 

Pour  y  parvenir,  remplaçons  le  cercle  ÛG  par  un  polygone 
d'un  très  grand  nombre  de  côtés,  et  voyons  ce  qui  se  passe 
lorsque  ce  polygone  roule  sait.*  ijUsser  sur  la  droite  AB. 

Le  polygone  vient  successivement  appliquer  ses  cotés  sur  la 
droite  AB  (tig.  130).  Soit  cd  le  côté  actuellement  an  contact; 
le  mouvement  par  lequel  le  poly- 
gone viendra  appliquer  sur  AB  le  J 
8  la  suite  du  côté  cd,  sera            /' * 
une  relation  autour  du  point  </,          ' 
sonnet  commun  à  ces  deux  cotes 
consécutifs.  On  voit  donc  que  dans 

ce  mouvement  de  roulement  du  polygone  sur  la  droite,  les 
sommets  successifs  du  polygone  servent,  chacun  a  son  tour, 
de  entres  de  rotation. 

Lorsque  le  nombre  îles  cotes  du  polygone  augmente  au 
delà  de  toute  limite,  le  polygone  se  confond  avec  le  cercle  OC 
(lig.  138);  la  rolatîon  s'opère  toujours  autour  du  sommet  du 
polygone  qui  se  trouve  actuellement  sur  la  droite  AB;  à  la 
limite,  elle  s'opère  autour  du  point  C,  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  droite. 

La  droite  CF  menée  du  point  C  au  point  décrivant  est  donc 
la  normale  à  la  cycloïde  au  point  F,  et  la  tangente  à  la  cy- 
cloïde, qui  lui  est  perpendiculaire,  s'obtiendra  en  joignant  le 
point  F  au  point  K,  extrémité  du  diamètre  du  cercle  généra- 
teur qui  passe  au  même  point  C. 

Par  la  même  raison,  la  courbe  décrite  par  un  poinl  M  quel- 
conque lié  au  cercle  mobile,  cl  entraîné  dans  son  mouvement 
de  roulement,  a  pour  normale  lu  droite  CM. 

1  18.  Le  même  raisonnement  prouverait  que  quand  une 
courbe  mobile  Plj  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe  AB,  la 
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normale  au  lieu  décrit  par  un  point  M  invariablement  Hé  I  11 

courbe  mobile,  s'obtient  en  joignant  la  position  du  point  Ma 

un  certain  instant,  au  point  C  par  lequel 

les  deux  courbes  se  louchent  au  màM 

instant. 

Le  mouvement  de  roulement  d'une 
courbe  plane  sur  une  courbe  fixe  tracée 
dans  Sun  plan  prend  le  nom  de  momiy- 
ment  ëpicydoùitil.  Uépicycloideêsl,  d'une  manière  g -'■■:. 
ligne  décrite  par  un  point  dune  figure  de  forme  constante  don! 
une  courbe  roule  sans  glisser  sur  une  ligne  Use.  La 
est  l'épicycloïde  particulière  obtenue  en  prenant  pour  ligne 
fixe  une  droite,  pour  courbe  mobile  un  cercle,  el  pour  point 
décrivant  un  point  de  la  circonférence  de  ce  cercle. 

MOtlYF.MEKT    COST1XQ    D'USE    FIGUIIE  TLANE    UASS  SOS    TLAH. 

145.  Le  mouvement  élémentaire  d'une  figure  plane  dans 

son  plan    est    une    rotation   autour   d'un   certain   point  0, 

centre  instantané  de  rotation.  Le  mouvement  continu  de  la 

figure  est  donc  une  suite  de  rotations  infiniment  petites  h. 

»',  6»",...  qu'on  peut  supposer  connues,  autour  de  ccnM 

successil's  infiniment  voisins,  dont  la  posi- 

//        lion  est  supposée  donnée  sur  le  plan. 

"y  ,-i         Soient  0,  0',  0",  0"',  les  centres  suews- 

°'. "     ..      sifs  autour  desquels  s'opèi'ent  ces  rotations. 

0-^^~'        _'      Considérons  l'instant  où  la  figure  mobile 

pivole  autour  du  point  0.  Cette  rotation 

amènera  un  certain  point  0,  de  la  figure,* 

\\       coïncider  avec  le  centre  suivant  0";  pour 

Fig.  (4i.  trouver  ce  point  0„  il  suffit  de  connaître 

l'angle  u  dont  la  figure  tourne  autour  du 

point  0.  Menons  en  effet  00,  dans  une  direction  q 

avec  00'  l'angle  0,00' =  u,  cl  prenons  00,  =  00'.  De  celle 

construction  il  résulte  que  la  rolalion  u  de  la  ligure  autour 


T. 
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0  amènera  le  point  mobile  0,  à  coïncider  avec  le  point  fixcO1. 

La  seconde  rotation  s'effectue  autour  du  point  0',  avec  le- 
quel coïncida  alors  le  point  0,.  tl  sera  facile  de  trouver,  par 
une  construction  analogue,  le  point  0,  de  la  ligure  mobile  qui 
Viendra  coïncider  avec  le  centre  de  rotalion  0".  Prolon- 
geons indéfiniment  dans  un  morne  sens  les  côtés  00",  O'O",... 
00,,  0,0,,.. .  Le  point  cherché  est  à  une  dislance  du  point  0, 
égale  a  O'O*  ;  de  plus  la  relation  qui  amène  0,  sur  0"  s'opère 
autour  du  point  0',  et  fait  décrire  à  la  figure  mobile  un  angle 
total  égal  à  la  somme  0,0,1,  -î-TO'O*;  c'est  cet  angle  que  nous 
avons  désigné  tout  à  l'heure  par  »'.  Et  comme  TO'O"  est  donné 
par  la  ligure  connue  00'0"0'"...,  l'angle  1,0,0,  s'en  déduit  par 
l'équation 


On  pourra  donc  construire  le  poinl  0,  en  faisant  l'angle 
T1Oini  =  w'__T0'0\  cl  en  prenant  0,0,= O'O". 

On  trouverait  de  même  le  point  03  qui  ira  coïncider  avec  le 
point  0"',  enlaisantau  point  0,un  angle T,0,Ot=u" — T'0'0"', 
Ma  prenant  0,0,= VO". 

Le  mouvement  de  la  figure  mobile  peut  se  définir  par 
le  roulement  du  polygone  00,0,0,...,  lié  invariablement  à 
celle  figure,  sur  le  polygone  00'0"0W...1  fixe  dans  le  plan.  A  la 
limite,  ces  polygones  se  changent  en  des  c 

courbes,  donl  l'une  roule  sans  glisser  sur 
l'autre  ;  el  l'on  parvient  ainsi  à  ce  théo- 
rème :  Tout  mouvement  continu  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  est  un  mouvement  épi- 
cgelvUlal. 

Lorsque,»  la  limile, les  côtés  00',  O'O", 
sont  infiniment  pelits,  les  angles  TU'O", 
TO'O", . . .  sont  les  angles  de  cou  tingeiice  de 
la  courbe  fixe,  et  les  angles  Ti0,01,T,0ins, 
sont  les  angles  de  contingence  de  la  courbe 
mobile.    A  un    instant  quelconque,   la  tkt.u% 

courbe  mobile    tourne  autour  du  point  de  conlact  avec  la 
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courbe  fixe,  d'un  angle  qui  est  la  somme  des  angles  de  contin- 
gence des  deux  courbes.  On  peut  déduire  de  là  une  relation 
entre  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantanée,  et  la  fi- 
tesse  linéaire  avec  laquelle  le  point  géométrique  de  contact  se 
déplace  le  long  des  deux  courbes.  Soit  R  =OA  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  fixe  OB  ;  p=OC  le  rayon  de  courbure  delà 
courbe  mobile  OD.  Soit  t;  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  géo- 
métrique de  contact  se  déplace  le  long  de  ces  deux  courbes  con- 
stamment tangentes  Tune  à  l'autre.  Dans  un  temps  infiniment 
petit  dt  lare  00'= OOj,  parcouru  sur  chacune  des  deux  cour- 
bes par  le  point  de  contact,  sera  égal  à  vdt  ;  or  à  cet  arc  corres- 

.    vdt 
pond  dans  la  courbe  fixe  un  angle  de  contingence  égal  à  -ç» 

,  vdt 
et  dans  la  courbe  mobile,  un  angle  de  contingence  égal  à — 

La  courbe  mobile  décrit  donc  dans  le  temps  dt  un  angle  total 
égal  à  la  somme 

La  vitesse  angulaire  w  s'obtient  en  divisant  l'angle  décrit  par 
le  temps  dt  mis  à  le  décrire;  donc 


Si  les  courbures  des  deux  courbes  étaient  dans  le  même  sens, 
on  trouverait  de  môme 

w='j(H)' 

ou  bien 

formules  qui  rentrent  dans  la  première  moyennant  des  con- 
ventions particulières   sur  les  signes  des  rayons  de  cour- 
bure et  des  vitesses. 
144.  Pour  exemple  de  mouvement  épicycloidal ,  considè- 
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rons  le  mouvement  d'une  droite  AB,  de  longueur  constante, 
dont  les  extrémités  A  et  B  glissent  respectivement  sur  deux 
droites  fixes  rectangulaires  CX,  CY.  Cherchons  comment 
nous  obtiendrons  ce  mouvement  en  faisant  rouler  sur  une 
courbe  fixe  une  courbe  liée  invariablement  à  la  droite  AB. 

A  un  instant  quelconque,  le  centre  instantané  de  rotation 
est  le  point  0,  intersection  des  deux  droites  AO,  BO,  élevées 
aux  points  A  et  B  perpendiculaire- 
ment à  CX  et  à  CY.  Le  point  0  ainsi 
obtenu  est  le  quatrième  sommet 
du  rectangle  dont  les  deux  côtés 
sont  CA  et  CB.  La  diagonale  CO  de 
ce  rectangle  est  égale  à  l'autre  dia- 
gonale BA,  laquelle  est  constante  par 
hypothèse  Donc  CO  est  constant,  et 
le  lieu  des  centres  instantanés  sur  le 
plan  est  par  conséquent  une  circonfé- 
rence DEF,  décrite  du  point  C  comme 
centre  avec  un  rayon  CO  égal  à  la  longueur  de  la  droite 
donnée.  Voilà  la  courbe  fixe  trouvée. 

Pour  obtenir  la  courbe  mobile,  observons  que  le  point  0, 
centre  instantané  de  rotation,  est  le  sommet  d'un  angle  droit 
AOB,  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  les  points  A 
et  B  de  la  figure  mobile.  Il  appartient  par  conséquent  à  la 
circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre.  Ce  cercle  OBCA 
est  la  courbe  demandée.  Le  mouvement  de  la  droite  BA  s'ob- 
tiendra en  faisant  rouler  la  circonférence  OBCA  sur  la  circon- 
férence fixe  DEF.  Le  déplacement  élémentaire  de  la  figure  qui 
résulte  du  roulement  du  premier  cercle  sur  le  second,  équi- 
vaut au  déplacement  élémenlairc  en  vertu  duquel  les  extrémi- 
tés de  la  droite  AB  glisseraient  sur  les  droites  fixes  CX,  CY. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  si  l'angle  YCX  des 
droites  directrices  n'était  pas  droit. 

On  peut  observer  que  tout  point  de  la  circonférence  mobile 
OBCA  décrit  une  droite  passant  par  le  point  C  ;  que  le  point  I, 
centre  de  ce  cercle,  décrit,  autour  du  centre  C,  un  cercle  de 
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diamètre  égal  à  ÂB  ;  que  tout  point  de  la  droite  mobile  AB 
décrit  une  ellipse  qui  a  le  point  C  pour  centre,  et  les  droites 
CX,  CY,  pour  directions  de  ses  axes  principaux.  Enfin,  si  Ton 
appelle  t;  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  de  contact  parcourt 
l'une  ou  l'autre  des  courbes  OBCA,  OEFD,  et  a>  la  vitesse  an- 
gulaire de  la  courbe  mobile  au  même  instant,  l'équation 
générale 


"^G-fi) 


peut  s'appliquer.   fc 
On  a  ici 


r.  =  co  =  AD, 
p  =  oi=^ac. 


Nous  avons  pris  R  avec  le  signe  —  dans  l'équation,  parée 
que  les  courbures  des  deux  circonférences  dont  Tune  roule 
sur  l'autre  sont  ici  dans  le  même  sens,  et  que  les  angles  de 
contingence  se  retranchent  au  lieu  de  s'ajouter. 

Nous  aurons  donc 

/  1        4  \       v 
ou  bien 

»=«XAD 

Le  point  de  contact  se  meut  par  conséquent  sur  la  circon- 
férence ED,  avec  une  vitesse  égale  à  AB  Xo>,  comme  il  est 
facile  de  le  reconnaître  directement. 

145.  Cette  manière  de  construire  l'ellipse  conduit  à  la  solu- 
tion d'un  problème  important  de  géométrie:  Étant  donné  un 
système  de  diamètres  conjugues,  trouver  la  grandeur  et  la  direc- 
tion des  deux  axes. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  épicycloïdal  du  cercle 
de  diamètre  OC,  au  dedans  de  la  circonférence  de  rayon 
OC.  Tout  point  M  du  plan  du  cercle  mobile  décrit  une 
ellipse,  et  la  normale  à  celle  ellipse  au  point  M  est  la  droite 
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Fig.  144. 


OM.  Du  point  C  abaissons  CL  perpendiculaire  sur  OM  prolon- 
gée ;  cette  droite  CL  coupe  la  direction  OM  en  un  point  L  qui 
appartient  à  la  circonférence  mobile,  car  0  et  C  sont  les  ex- 
trémités d'un  même  diamètre  de 
cette  circonférence;  d'ailleurs  CL 
est  parallèle  à  la  tangente  MT  à 
l'ellipse  au  point  M.  Donc  CM,  CL, 
sont  les  directions  de  deux  dia-  r 
mètres  conjugués  de  l'ellipse.  Je 
dis  de  plus  que  la  grandeur  du  dia- 
mètre conjugué  de  CM  est  donnée 
sur  la  figure  par  la  droite  OM.  Joi- 
gnons en  effet  le  point  M  au  centre  I 
du  cercle  mobile ,  et  prolongeons 
cette  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  la  circonférence  en  A  et  en 
B.  Les  points  A  et  B  décriront  dans  le  mouvement  delà  circon- 
férence les  droites  fixes  aCa',  pC£',  qui  sont  rectangulaires,  et 
qui  ne  sont  autres  que  les  directions  des  axes  de  l'ellipse  lieu 
du  point  M.  On  obtiendrait  la  même  courbe  en  faisant  glisser 
la  droite  de  longueur  constante  ÀB  dans  l'angle  droit  gCa. 
Donc  BM  est  le  demi  grand  axe,  a,  et  MA  le  demi  petit  axe,  by 
de  l'ellipse.  Mais  on  a,  dans  le  cercle  OACB, 

ML  est  égal  au  produit  du  demi  -  diamètre  CM  =  d  par  le 
sinus  de  l'angle  MCL=0  que  ce  diamètre  fait  avec  son  dia- 
mètre conjugué;  on  a  donc 

OMXa/sin0=  ab. 

Or,  si  Ton  appelle  6'  la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué 
le  dy  le  théorème  d'Apollonius  donne 


a'(/  s\nd=ab. 


Donc 


^  =  0M. 

De  là  résulte  la    construction    suivante  ,   indiquée   par 
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M.  Mannheim  dans  les  Nouvelles  Annales  de  mathématique* 
(t.  XVI,  p.  187).  Étant  donnés  les  deux  demi-diamètres  CM =a\ 
CN=ft\  d'une  ellipse,  du  point  M  abaissons  une  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  NC,  et  prenons  sur  cette  droite  M0= CN=f . 

Joignons  OC,  et  soit  I  le  mi- 
lieu de  cette  droite.  Puis  por- 
tons sur  la  droite  IM,  de  part  et 
d'autre  du  point  I,  deux  quan- 
tités IA=IB=1C.  Les  direc- 
tions CA,  CB,  seront  les  direc- 
tions des  axes.  Le  demi-axe  a, 
que  Ton  doit  porter  suivant  la 
direction  CA,  est  égal  à  BM,  et 
lo  demi-axe  fc,  à  porter  dans  la  direclion  CB,  est  égal  à  AM. 


Fig.  145. 


PROBLÈME   INVERSE   DES    ÉPICYCLOÏDES. 


146.  Étant  données  dans  un  plan  deux  lignes  AB,MNV  déter- 
miner une  troisième  courbe  telle,  que,  si  on  la  fait  rouler  sur  AB, 
un  point  invariablement  lié  à  cette  ligne  engendre  l'autre  UgneWS. 
Soit  PO  la  courbe  cherchée  dans  une  de  ses  positions  par- 
ticulières; elle  touche  en  C  la 
ligne  AB.  Du  point  C  abaissons 
la  normale  CD  sur  la  ligne  SIN. 
Le  point  D,  supposé  invariable- 
ment lié  à  PQ,  décrira  dans  le 
mouvement  de  roulement  élé- 
mentaire de  la  courbe  PQ  un 
chemin  normal  à  CD,  et  par  suite 
se  déplacera  suivant  la  courbe  MN.  Le  point  D  est  donc  le  point 
décrivant. 

Considérons  ensuite  sur  la  courbe  PQ  un  second  point  R, 
et  prenons  sur  la  ligne  AB  un  arc  CS  égal  à  CR.  Le  point  R 
viendra,  dans  le  roulement,  coïncider  avec  le  point  S,  et 
abaissant  la  normale  SE  sur  la  courbe  MN,  on  aura  en  E  la 
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position  correspondante  du  point  décrivant  sur  sa  trajectoire 
MN.  Or  ce  point  doit  être  encore  le  point  D,  supposé  entraîné 
par  la  courbe  mobile  PQ.  La  droite  SE  est  donc  la  position 
prise  en  vertu  du  roulement  par  la  droite  RD  ;  par  suite*  les 
longueurs  RD,  SE  sont  égales,  et  l'angle  R,  formé  par  la  droite 
DR  et  la  courbe  PQ,  est  égal  à  l'angle  S  formé  par  la  droite  SE 
et  la  courbe  AB. 

On  connaît,  d'après  le  tracé  des  deux  courbes  AB,  MN,  la 
relation  qui  existe  entre  l'angle  S  et  la  longueur  /  =  ES  com- 
prise entre  les  deux  courbes  sur  la  normale  à  la  courbe  MN. 
Soit 

tangS=f(/). 

l'équation  qui  lie  ensemble  ces  deux  variables.  Cette  équation 
existera  pareillement  entre  la  tangente  de  l'angle  R  et  la  lon- 
gueur DR  =  r.  Prenons  donc  le  point  D  pour  pôle,  et  la  droite 
DG  pour  axe  polaire  ;  la  tangente  de  l'angle  R  est  donnée  par 
l'équation 

tang  II  =  w, 

et  r  équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  sera 

—  -f'r\ 

ou,  en  séparant  les  variables, 

r 

Il  ne  reste  plus  qu'à  l'intégrer.  On  peut  remarquer  d'ail- 
leurs que  l'égalité  qui  existe  point  par  point  entre  les  angles 
R  et  S  et  entre  les  longueurs  ES  et  DR  assure  aussi  l'égalité 
entre  les  arcsCS  et  GR. 

147.  Exemple.  —  On  donne  pour  lignes  AB  et  MN  deux 
droites  (fig.  147).  On  demande  quelle  courbe  il  faut  faire  rou- 
ler sur  la  droite  AB  pour  qu'un  point  lié  à  cette  courbe  décrive 
la  droite  MN. 

Menons  une  normale  ES  à  la  droite  MN.  Nous  trouvons  pour 
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l'angle  S  une  valeur  constante  égale  à  ^  —  a,  a  élant  l'an- 
gle des  deux  droites. 

Donc  l'équation  de  la  courbe  cherchée  est 

^  =  tang(|-«)=cot«, 

ce  qui  donne  en  intégrant ,  et  en  appelant  A  une  constante 
arbitraire, 

.  Mang« 
r=Ae  , 

équation  d'une  spirale  logarithmique  qui  coupe  tous  ses  rayons 

vecteurs  sous  l'angle  ^  — a,  et  qui  a  le  pôle  pour  point 

asymplolique.  Quand  on  fait  rouler  cette  courbe  sur  une  droite, 

le  pôle  décrit  une  autre  droite  fai- 
sant un  angle  a  avec  celle-ci.  On 
peut  déduire  de  là  cette  autre  pro- 
priété de  la  spirale  logarithmique  : 
la  longueur  de  Tare  de  la  courbe 
à  partir  d'un  de  ses  points  S  jus- 
qu'au pôle  autour  duquel  elle  fait  une  infinité  de  circuits,  est 

finie  et  égale  à  la  longueur  SO. 
148.  Pour  ligne  MN,  prenons 
une  chaînette,  et  pour  ligne  di- 
rectrice AB  l'axe  horizontal  de  la 
courbe,  c'est-à-dire  l'horizontale 
menée  dans  son  plan  à  une  dis- 
lance FG  =  a  au-dessous  de  son 
point  le  plus  bas;  a  est  le  paramétre  de  la  chaînette,  celui 
qui  entre  dans  l'équation  de  la  courbe 


Fig.  147. 
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Fig.  US. 
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Cherchons  la  relation  entre  la  tangente  de  l'angle  S  et  la 
longueur  ES  de  la  normale. 


ÊPICYCLOÏDAL.  2l!> 

Pour  cela,  différentions  l'équation  précédente: 


f-     --\ 
iy     1 1  a         a) 


dy 
dx~2 


On  en  déduit 


2  a 

vds      w* 
La  normale  ES  a  pour  longueur  ^  =  — .  Nous  ferons  donc 


dx       a 


i=t. 


La  distance  HK  du  pied  de  l'ordonnée  à  la  tangente  est  égale  à 


par  suite 


a 
sinS  =  cosKHE  =  -. 


Donc 


langS= 


_       y       _ 


v^l  Vj,1-a4' 


ou  bien 


\;«J— n«       \  al —a*       \  l  —  a 


L'équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  sera  donc,  en  rem- 
plaçant /  par  r, 

rdO 


2L*     rir 

dr        Vr"=ï' 
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On  est  ainsi  conduit  h  chercher  l'intégrale  de  l'équation 


dO 


V  r  —  a  r 


Posons 


r — «=«/<* 


u  élant  une  nouvelle  variable  ;  de  cette  relation  on  déduit 

dr=2audu, 


\r-a    u* 


dfl=- 


1       lau  du    _    2<fa 
tî  '  a^l-|-«,)"■l^-M*, 


el  intégrant, 


-  =  arclangii-f  C. 


On  peut  disposer  de  la  constante  de  manière  que  6  soit  nul 
pour  le  point  le  plus  bas  de  la  chaînette.  On  a  alors  r  =  ay  et 
par  suite  m=0.  On  prendra  donc  C=0,  et  l'équation  de  la 
courbe  sera 


M  =  tang^  , 


ou  bien,  en  élevant  au  carré, 


r  —  u  90 


-( 


1  + 


a 


taiig' 


0\  __       a      _ 
cos*  Q- 


2a 


1+ccsô' 


équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  son  foyer.  La 
chaînette  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d'une  parabole 
qui  roule  sur  une  droite  fixe. 
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MOUVEMENT  D'UNE    FIGURE    SPHÉRIQUE   8UR  LA  8PHÈRE. 

149.  Les  raisonnements  que  nous  avons  faits  au  sujet  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  s'appliquent 
identiquement  au  mouvement  d'une  figure  sphérique  sur  la 
sphère,  et  sans  les  répéter  ici,  nous  pouvons  poser  les  théo- 
rèmes suivants  : 

1*  Deux  positions  successives  d'une  mémo  figure  mobile 
sur  la  sphère  étant  données,  on  peut  amener  cette  figure  de 
l'une  à  l'autre  au  moyen  d'une  rotation  unique  autour  d'un 
diamètre  de  la  surface. 

2°  Le  mouvement  élémentaire  d'une  figure  mobile  sur  la 
sphère  est  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  diamètre 
de  la  surface.  Le  diamètre  est  appelé  axe  instantané  de  ro- 
tation, et  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  avec  cet  axe  sont 
les  pôles  instantanés. 

Les  pôles  instantanés  de  rotation  sont  les  points  de  concours 
de  tous  les  arcs  de  grand  cercle  menés  par  chaque  point  de  la 
figure  mobile  normalement  à  sa  trajectoire. 

3°  Le  mouvement  continu  dune  figure  mobile  sur  la  sphère 
est  une  suite  de  rotations  infiniment  petites,  et  peut  s'obtenir 
en  faisant  rouler  une  ligne  fixée  à  la  figure  mobile  sur  une 
ligne  fixe  tracée  sur  la  sphère.  En  d'autres  termes,  le  mouve- 
ment continu  d'une  figure  mobile  sur  la  sphère  est  un  mou- 
vement épicycldidal  sphérique. 


APPLICATION. CONSTRUIRE  SUR  LA  SPHÈRE  LE  QUADRILATÈRE  MAXIMUM 

AVEC  QUATRE  COTÉS  DONNÉS. 

150.  Soit  0  le  centre  de  la  sphère  ; 

OAson  rayon,  que  nous  supposerons  égal  à  l'unité; 

ABCD  le  quadrilatère  cherché,  dont  les  quatre  côtés  AB,  BC, 
CD,  DA,  sont  des  arcs  de  grand  cercle  de  longueur  connue, 
et  qui  renferme  la  surface  la  plus  grande  possible. 


0 


Fig.  149. 
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Considérons  les  sommets  A  et  B  comme  fixes,  et  déformons 
le  quadrilatère  infiniment  peu,  en  faisant  tourner  les  côtés  AD, 
BC,  autour  de  ces  points  ;  le  quadrilatère  prendra  la  forme 

AD'C'B  ;  pour  exprimer  que  sa 
surface  est  maximum ,  il  suf- 
fira   d'égaler   les   deux    sur- 
faces ABCD,  ABT/D\  ? 
Prolongeons  les  arcs  AD,  BC, 
jusqu'à  leur  rencontre  au  point 
S.  Ce  point  sera  le  pôle  instan- 
tané de  la  rotation  qui  amène 
le  côté  DC  dans  la  position  IKC' 
(g  149,  2°);  le  triangle  SVC 
n'est  autre  que  le  triangle  SDC, 
déplacé  d'un  certain  angle  infi- 
niment petit  autour  du  point  S. 
Appliquons  les  raisonnements 
que  nous  avons  faits  pour  ré- 
soudre la  môme  question  sur  le  plan  (§  158);  nous  recon- 
naîtrons que  la  condition  du  maximum  se  réduit  à  l'équiva- 
lence des  triangles  infiniment  petits 

SAD'=SBC. 

Les  arcs  DD',  CC,  qui  représentent  les  déplacements  respec- 
tifs des  points  D  et  C,  partagent  chacun  de  ces  triangles  en 
deux  parties  que  nous  allons  évaluer  séparément.  Considé- 
rons d'abord  la  partie  SDD'.  Soit  d?  l'angle  au  sommet  S. 
L'arc  DD'  apparlient  à  un  petit  cercle  décrit  du  pôle  S  avec  un 
rayon  sphérique  égal  à  SD.  Du  point  D,  abaissons  sur  OS  une 
perpendiculaire  DE;  le  point  E  sera  le  centre  de  l'arc  DD\  et 
l'angle  DED'  sera  égal  à  d?.  Pour  évaluer  Paire  SDD',  remar- 
quons que  cette  ligure  est  un  fuseau  dans  la  zone  qui  a  le 
point  S  pour  pôle,  et  pour  base  le  petit  cercle  auquel  appar- 
tient Parc  DD'.  La  hauteur  de  cette  zone  est  la  distance  ES; 
soit  arc  SD  =  e;  nous  aurons  ES  =  1  —  coss,  et  la  surface 
de  la  zone  sera  2z  (  1  —  cos  e)  ;  la  sui  face  du  fuseau  dont 
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l'angle  au  centre  est  d?,  est  par  suite  égale  à  (1  — cosejd?. 
On  peut  considérer  de  même  Tare  infiniment  petit  DD' 
comme  décrit  du  point  A  comme  pôle,  avec  un  rayon  sphé- 
rique  AD  ;  le  centre  de  cet  arc  est  au  point  G,  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  D  sur  le  rayon  OA,  et  l'angle 
DGD'  est  égal  à  Tangle  DAD';  appelons  dty  cet  angle,  et  a  Tare 
AD,  qui  est  l'un  des  côtés  donnés.  La  surface  de  la  zone  sphé- 
rique  à  une  base  dont  fait  partie  le  fuseau  ADD*  sera  égale  à 

2*  (1  — COS  a)» 

et  le  fuseau  lui-même  à 

(1  —  COS  a)  <ty. 

Mais  dty  peut  s'exprimer  en  fonction  de  d?.  On  a  en  effet 

DD'  =  DE  X  angle  DED'  =  DG  X  angle  DGD/, 

ce  qui  donne  la  relation 

sin  t  X  d?  =  sin  a  X  d}. 

Donc 

dp  = do. 

L'aire  du  triangle  SD'A  est  par  suite  égale  à  la  somme 

[l—cost)d?  +  {i  —  cos«)^d9. 

Opérons  de  même  pour  le  triangle  SC'B.  Soit 

arcBC  =  /3,    arcSC  =  0. 

L'angle  CSC  est  encore  égal  à  do  ;  quant  à  Tangle  CBC,  il  est 
égal  à 

Fin  0  , 
sin£    J 

de  sorte  que  Taire  du  triangle  SBC  est  mesurée  par  la  somme 

Il  —  cos  6)  d?  4-  (i  -  cos  ^j  ^  d9. 
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La  condilion  du  maximum  est,  en  supprimant  le  facteur  dp, 

.  .  ,.  x  sine      .  «il*  *»  iin0 

1—  COSf -+- (1  —  008^^^=1—  COS0  +  I1— COSfljgj-- 

Dans  cette  équation  remplaçons 

1  —  cos  a  par  2  sin*£  a, 

sina  par  2  sin^acos^cc, 

1  —  cos  p  par  2  sin1  |  /3, 

sin£  par  2sin^/9cos££. 

11  viendra,  en  réduisant  et  en  supprimant  les  facteurs  com- 
muns, 

cosc f—  smc  =  cos9 f-£sin0f 

cos  ^  a  cos  |  0 

ou  bien,  en  renversant  les  fractions, 

COS  y  g  COS^ft 

COS  (t  +  t  a)  ~"  COS  (0  +  J  0)' 

Menons  la  corde  AD,  et  prolongeons-la  jusqu'à  la  rencontre 
en  I,  avec  le  rayon  OS  prolongé.  Du  point  0  abaissons  sur  AD 
la  perpendiculaire  OF,  qui  partage  l'angle  AOD  =  a  en  deux 
parties   égales.    Nous    aurons    angle  SOF  =e  +  ja,   et 

01  := c7Tr;  =  — ; — lt-t-  ^a  corde  BC  prolongée  coupe  de 

cos  SOF      cos(c4-|a)-  r         o  r 

même  le  rayon  OS  en  un  point  situé  à  une  distance  du  point  0 

cos  -  û 
égale  à ,    *  <     .  Ces  deux  fractions  étant  égales,  les  deux 

COS  (0  H—  j  jij 

directions  AD,  BC,  vont  couper  le  rayon  OS  en  un  même  point  I, 
et  par  suite  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  dans  un  même 
plan.  Le  quadrilatère  maximum  ABCD  est  donc  inscriptible  dans 
un  cercle,  intersection  de  la  sphère  e.t  du  plan  qui  contient  ses 
quatre  sommets. 

Il  est  facile  d'étendre  ce  théorème  à  un  polygone  sphérique 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  puis  d'en  déduire  la  pro- 
priété du  cercle  de  contenir  la  plus  grande  surface  à  égalité  de 
périmètre. 

La  construction  sur  la  sphère  d'un  quadrilatère  inscriptible 
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dnnl  quatre  cotes  soient  donnés  se  ramène  au  même  pro- 
blème sur  le  plan. 

En  effet,  les  eûtes  donnés  sont  des  arcs  de  grand  cercle 
dont  les  cordes  sont  connues  ;  ces  cordes  forment  un  quadri- 
1. 1ère  plan,  inscrit  dans  le  même  cercle  que  le  quadrilatère 
splicriquc.  Ayant  donc  construit  avec  les  cordes  un  quadri- 
latère plan  inscriptible  (g  138),  on  connaîtra  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  spliêrique  cherché  ;  le 
rayon  sphèrique  de  ce  même  cercle  est  la  moitié  de  l'arc  de 
-and  cercle  sous-tendu  par  son  diamèlre. 
Le  théorème  relatif  au  plan  n'est  qu'un  cas  particulier 
:  théorème  relatif  h  la  sphère;  il  suffit  de  supposer  le 
rivoii  R  de  cette  sphère  infini.  A  la  place  de  e,  8,  a,  (î,  met- 

I  les  rapports  k,  5,  5  ,  s,  des  longueurs  des  arcs  SD,  SG, 

A,  CB,  au  rayon.  L'équation  qui  définit  le  maximum  prendra 
1  forme 


-iaag| 


Les  angles  jj,  c  ....  sont  infiniment  petits  quand  Rcstinfini. 

...  e     ,        0  t      .  .        V 

Remplaçons  cosselco^jj  par  1  —  ^  et  1  —  ==,  en  nous 

arrêtant  aux  termes  du  second  ordre,  puis  les  tangentes  ut  les 
sinus  parles  arcs  eux-mêmes,  ce  qui  correspond  au  même 
degré  d'approximation.  Il  viendra 

ïll*      •  ll«  '.iR*     *  11* 

Donc 


SDxSA  =  SC>cSB, 


équation  qui  montre  que  les  4  points  ABCD  sont  sur  une  même 
circonférence. 


Nooram  nus  soudk 


moiydilm  ij  un  solide  inyaui.ùim:  on 


UN  POIST  me. 


taire  du  suliile  lié  à 
tite  autour  d'un  axe  in 
savons  de  plus  que  le  m 
lu  sphère  S  peut  s'oblenu 


151.  Considérons  un  solide  invariable,  mobile  autour  d'un 
ut  fixe  0.  Coupons  ce  so!ide  par  une  surface  sphèrique  S9 
u,ant  le  point  0  pour  centre.  Nous  obtiendrons  pour  întci- 
section  une  certaine  figure  spliériuue  A, 
qui  se  déplacera  à  lu  surface  de  lit  sphèrcS 
qr — J  *""  ™!ra  entraînée  par  le  mooïs- 
mc  le.  Le  mouvement  èlêmen- 

ai  gme   A   est,  en    vertu  iU 

écedents,  une  rotation  in- 
le  autour  d'un  diamètre  de 
loue  le  mouvement  e'iémcn- 
'unerotalton  fH/InJmMJ  fk 
Missant  par  le  point  0.  Nous 
t  continu  de  la  figure  A  sur 
nt  rouler  une  ligue  L.appar- 
ti'iianl  à  la  ligure  A,  sur  une  ligne  flieX,  tracée  sur  la  sur- 
face  de  la  sphère  S.  Ce  mouvement  de  la  figure  A  suffit  pour 
définir  le  mouvement  du  corps.  Nous  pouvons  prendre  le* 
lignes  >,  et  I, comme  les  directrices  de  deux  surfaces  coniques 
ayant  le  point  0  pour  centre  commun;  le  roulement  de  Lsur 
>.  équivaudra  au  roulement  du  cône  (0,L)  sur  le  cùne  fixe  (0,1), 
de  sorte  qu'en  définitive  le  mouvement  continu  d'un  solide  in- 
variable (/ut  a  un  point  0  fixe,  peut  s  obtenir  en  faisant  rouler  ant 
surface  conique  appartenant  au  solide  et  ayant  pour  somme!  l< 
point  0,  «tir  une  seconde  surface  conique  ayant  également  pour 
sommet  le  point  0,  mais  restant  fixe  dans  l  espace.  L'axe  instan- 
tané de  rotation  du  solide,  à  un  moment  donnj,  est  la  |8afr 
ralrice  de  contact  0.V1  du  cône  mobile  avec  le  cône  fiie.  Les 
résultais  auxquels  nous  sommes  parvenus  pour  le  mou- 
vement dans  un  plan  ou  parallèlement a  un  plan,  sont  de) 
cas  particuliers  du  mouvement  d'un  solide  ayant  un  point  litt- 
La  sphère  sechunge  en  un  plan  quand  sou  rayon  grandit  au 
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delà  de  loulc  limite;  le  point  0  s'éloignant  indéfiniment,  les 
cônes  (0,L',  (0,>.)  deviennent  des  cylindres,  el  les  lignes  L  et 
X  sont  les  sections  de  ces  cylindres  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  leurs  génératrices.  Le  mouvement  continu  d'un  solide 
inva:u>ble  mobile  qui  se  déplace  parallèlement  à  un  plan, est  donc 
len'sultat  du  roulement  d'une  .surface  cylindrique  liée  au  corps, 
■m-  une  surface  cylindrique  fixe  dans  l  espace,  el  les  génératrices 
de  ces  deux  surfaces  sont  perpendiculaires  an  plan  parallèle  meut 
auquel  s'effectue  le  mouvement  du  solide. 

UOLUMEM  CES  EU  AL  d'lHE  FICL'HE   PLA.NE  DANS  LESPACG. 

15*2.  Soit  F  la  ligure  plane  mobile,  prise  dans  une  de  ses 
positions,  el  soit  F*  une  seconde  position  quelconque  de  la 
même  figure.  Cherchons  comment  on  peut  ramener  la  figure 
mobile  de  la  seconde  position  à  la  première. 

Appelons  P  et  I"  les  plans  dans  lesquels  sont  contenues  les 
deux  ligures  F  et  F'.  Ces  plans  se  coupent  généralement  suî- 
\anl  une  droite  LL'.  On  peut  donc,  en  faisant  tourner  le  plan 
P'autuur  de  celte  droite  LL',  amener  la  ligure  F'  dans  le  plan 
P.  Représentons  par  P"  la  nouvelle  position  prise  dans  ce  ra- 
battement par  la  ligure  mobile.  On  choisira  le  sens  dans  le- 
quel on  opère  le  rabattement  du  plan  I",  de  telle  sorte  que 
les  deux  figures  cgdes  F  et  F",  loules  deux  situées  dans  le 
plan  P,  puissent  coïncider  l'une  avec  l'an  Ire  sans  retourne- 
ment de  l'une  d'elles.  On  peut  alors  ramener  la  figure  F*  sur  la 
i  par  une  rotation  unique  autour  d'un  point  0  du  plan 
P,  c'est-à-dire  autour  d'une  droite  00'  perpendiculaire  à  cj 
l-lan  (g  130). 

Donc  on  peut  ramener  la  figure  F'  dan»  la  position  F  au  moyen 
de  deux  rotations  :  l'une  autour  de  l'intersection  des  deux  plans, 
l'autre  autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  F. 

BI53,  Appliquons  ce  théorème  à  un  déplacement  infiniment 
tit.  Kous  eti  déduirons  cette  nouvelle  proposition  : 
Le  mouvement  chitcntuire  d'une  [iyure  plane  dans  l'espace  est 


la  résultante  de  deux  rotations  élémentaires,  autour  d' axes  rre- 
lantjulaires;  l'un  LL',  situé  dans  le  plan  de  la  (taure,  l'autre  OOf 
normal  à  ceplan. 

L'axe  LL',  situe  dans  le  plan  P,  est  l'intersection  de  ce  plan 
avec  la  position  intiniment  voisine,  P',  qu'il  occupe  au  bouf 
d'un  temps  infiniment  petit;  c'est  donc  une  des  génératrice? 
de  la  surface  développable  que  le  plan  P  enveloppe  dans  son 
mouvement;  c'est  la  caractéristique  de  celle  surface,  ou  la 
tangente  a  son  arête  de  rebroussement. 

Le  second  axe  OO'  est  perpendiculaire  au  plan  P,  et  cVsl 
autour  de  lui  que  s'opère  le  déplacement  élémentaire  delà  fi- 
gure dans  ce  plan.  On  appelle  foyer  de  la  figure  plane1,  le  point 
0  où  l'aie  00'  perce  le  plan  P. 

154.  Tous  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  différent 
points  m  de  la  figure  mobile  passent  par  le  foyer  0. 

En  effet,  le  déplacement  élémentaire  mm'  du  point  m  est  In 

résultante  de  deux  déplacement,  l'un  mu  autour  de  l'axe  11' 

w     qi  et  perpendiculaire  au  plan  P,  l'autre  »>j>, 

"(7)p  autour  du  point  0,  et  situé  dans  ce  plan. 

mvT  La  droite  Om  est  perpendiculaire  à  wj>, 

\J  elle  est  de  plus  perpendiculaire  à  mit 

~ ^__^    Donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  nm/j. 

V   et  par  suite  au  déplacement  effectif  mm'. 
Le  plan  normal  à  la  trajectoire  mm'  con- 
tient donc  la  droite  mO,  et  passe  par  le  point  0. 

155.  La  trajectoire  du  foyer  0,  considéré  comme  un  point  k 
ta  fiçare  mobile,  est  normale  au  plan  P. 

En  effet,  le  point  0  subit  la  rotation  élémentaire  autour 
rie  la  droite  LL',  sans  participer  à  la  rotation  qui  s'elTrcluc 
autour  de  lui.  Donc  son  déplacement  est  normal  au  plan 
P,  et  il  est  le  seul  point  du  plan  qui  possède  cette  propriété. 

156.  Lorsque  le  planP  el  sa  posilion  infiniment  roistttf 
ne  serenconlrent  pas,  la  caractéristique  LL'  passe  à  l'infini, 

•  M.  Cjuslh,   Pri>/n-iV««  gtométrique*  du 
t.  XVI,  I8«! 


infiniment  petit  t» 
eorm  nilidt^Ubre  dam  fetpacc  (CompLes  vendus  de  l'Académie  des  i       " 
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cl  la  relation  qui  s'opérait  autour  de  celle  droite  se  change 
en  une  translation  perpendiculaire  au  plan  P,  c'est-à-dire  pa- 
rallèle à  l'axe  00";  alors  la  ligure  mobile  subit  à  la  fois,  dans 
son  mouvement  élémentaire,  une  rotation  autour  de  l'axe  00' 
et  une  translation  parallèle  à  cet  axe.  Chaque  point  m  de  la  figure 
parcourt,  en  verlu  de  ce  double  déplacement  une  hélice  mm', 
tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  axe  00'  el  la  distance  on: 
pour  rayon;  toulcs  ces  hélices  ont  le  même  pas.  Le  mouve- 
ment élémentaire  de  la  figure  est  donc  un  mouvement  hélicoïda', 
analogue  au  mouvement  que  prend  une  vis  mobile  dans  un 
écrou  fixe.  Nous  montrerons  directement  qu'il  en  est  tou- 
jours ainsi,  et  que  le  déplacement  élémentaire  d'un  corps  so- 
lide quelconque  est  un  mouvement  hélicoïdal,  dans  lequel  le 
corps  éprouve  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  en  même 
temps  qu'une  translation  parallèle  à  cet  axe. 
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157.  Coupons  le  corps  solide  par  un  plan  quelconque  P, 
qui  y  détermine  une  figure  F.  Le  mouvement  du  corps  sera 
entièrement  défini  par  le  mouvement  de  celte  figure  ;  or  nous 
venons  de  démontrer  (g  153)  que  le  mouvement  élémentaire 
de  la  figure  plane  F  était  la  résultante  de  deux  rotation5,  l'une 
autour  de  la  caractéristique  LL'  du  plan  P,  , 
l'autre  autour  de  la  normale  00'  au  plan  P, 
menée  par  le  foyer  0.  Le  point  0  est  un 
point  commun  a  tous  les  plans  normaux 
aux  trajectoires  des  différents  points  de  la 
figure  F. 

Considérons  dans  le  corps  solide  une 
droite  quelconque  AA';  je  disque  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  différents 
points  de  AA'  votif  tous  passer  par  une  même 
droite  BB'.  Menons,  en  effet,  par  la  droile 
AA'  un  plan  P  quelconque  ;  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
de  tous  les  points  de  ce  plan  passent  par  un  certain  point  0, 
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foyer  du  plan  P.  De  môme,  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
de  lous  les  points  d'un  autre  plan  Q,  mené  aussi  par  AA'. 
passent  par  un  même  point  I,  foyer  du  plan  Q.  Les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  divers  points  de  la  droite  AA', 
qui  est  contenue  à  la  fois  dans  les  plans  P  et  Q,  passent 
donc  à  la  fois  par  les  points  0  et  I,  et  par  suite  ils  contien- 
nent tous  la  droite  BB'  qui  joint  les  deux  foyers.  On  voit  en 
même  temps  que  le  Heu  des  foyers  de  tous  les  plans  conduits  par 
une  même  droite  AA'  est  une  seconde  droite  BB'. 

Cette  propriété  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  la  droite  AA' 
est  le  lieu  des  foyers  des  plans  conduits  par  la  droite  BB'. 
Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  par  les  points 
0  et  I  on  fait  passer  un  plan  Oal,  coupant  on  a  la  droite  AA't 
le  point  a  est  le  foyer  de  ce  plan.  Or  le  point  a,  comme  ap- 
partenant au  plan  P,  décrit  dans  le  mouvement  élémentaire 
du  corps  un  arc  normal  à  la  droite  Oa  (g  154);  comme  ap- 
partenant nu  plan  Q,  il  décrit  un  arc  normal  à* la  droite  lx. 
Le  déplacement  élémentaire  du  point  a,  normal  à  la  fois  aux 
droites  al  et  à  aO,  est  normal  au  plan  Oal  ;  donc  le  point  ses! 
le  foyer  de  ce  plan  (§  155). 

Les  deux  droites  AA'  et  BB'  sont  ainsi  conjuguées,  et  la  tra- 
jectoire de  chaque  point  de  l'une  est  normale  au  plan  menëpw 
ce  point  et  Vautre. 

Cas  particuliers.  —  1°  Les  deux  droites  AA'  et  BB'  peuvent 
avoir  un  point  commun  C.  La  trajectoire  de  ce  point  C,  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  droite  AA',  doit  être  normale* 
un  plan  conduit  par  le  point  C  et  la  droite  BB',  c'est-à-dire  à 
un  plan  quelconque  mené  par  la  droite  BB'.  Donc  le  point  C  est 
immobile,  et  par  suite  le  mouvement  élémentaire  du  solide 
est  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  (§  151)- 

2"  Les  deux  droites  AA',  BB'  peuvent  coïncider;  c'est  ce  qui 
arrive  quand  un  point  de  la  droite  AA'  a  une  trajectoire  nor- 
male à  celte  droite  ;  on  sait  qu'alors  tous  les  points  de  la  droite 
AA'  se  déplacent  normalement  à  la  direction  AA'  (g  128).  I* 
lieu  des  foyers  des  plans  conduits  par  A/V  est  donc  la  droite 
AA' elle-même.  Le  mouvement  élémentaire  de  la  droite  AA' est 
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dans  ce  cas  un  mouvement  hélicoïdal,  qu'on  peut  décomposer 
en  une  rotation  autour  de  la  normale  commune  à  la  droite  AA' 
et  à  sa  position  infiniment  voisine,  et  une  translation  le  long 
de  cette  normale  commune. 

3°  Les  foyers  0, 1,  des  plans  P  et  Q,  peuvent  être  tous  deux 
infiniment  éloignés,  et  alors  la  droite  BB'  passe  à  l'infini;  dans 
ce  cas,  tous  les  points  de  la  droite  A  A'  ont  des  déplacements 
égaux  et  parallèles,  et  cette  droite  subit,  par  conséquent,  un 
mouvement  de  translation. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  le  mouvement  général  d'un 
solide  peut  être  décomposé  dune  infinité  de  manières,  en  deux 
rotations  simultanées  ;  les  droites  conjuguées  AA',  BB',  sont 
les  axes  de  ces  rotations. 

Si,  en  effet,  on  donne  au  corps  autour  de  BB'  une  rota- 
tion infiniment  petite,  chaque  point  de  AA'  décrit  dans  ce 
mouvement  un  élément  de  trajectoire  normal  au  plan  mené 
par  ce  point  et  Taxe  BB'  ;  tandis  qu'une  rotation  infiniment 
petite  autour  de  AA'  laisse  le  même  point  immobile  :  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  de  AA'  passent  donc  tous 
par  la  droite  BB'.  De  même,  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  de  BB'  passent  tous  par  la  droite  AA'. 

DÉCOMPOSITION  DP  MOUVEMENT  ÉLÉMENTAIRE  d'uH   SOLIDE 
EN  UNE  TRANSLATION   ET   UNE   ROTATION. 

158.  Soient  A,  B,  C,  D,...  les  positions  à  un  certain  moment 
des  divers  points  du  système.  %. 

Soient  A',  B',  C,  D',...  les  positions     "      *^ L 

des  mêmes  points  au  bou  t  d'un  temps  dt  B*        * 

très  court.  h<^J     ^c 

Le  déplacement  élémentaire  de  cha-  »•   „, 

cun  de  ces  points  est  représenté  par  >^^d 

les  droites  infiniment  petites  AA',  BB', 
CC,  DD\..,  lesquelles  sont  égales  aux 
produits  des  vitesses  respectives  des  points  A,  B,  C,  D...  par  le 
temps  dl. 


Pig.  151. 
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Appliquons  à  tous  ces  points,  moins  un,  la  théorie  de  la 
composition  des  vitesses.  Nous  pouvons  regarder  Ij  ritaw 
du  point  B,  proportionnelle  6  BB',  comme  décomposée  o 
deux  autres  vitesses  BIP,  B"B',  dont  l'une,  RB\  soit  égale  il 
parallèle  a  la  vitesse  AA'  du  point  A.  De  môme,  en  menant 
CC"  (gai  et  parallèle  à  AA',  et  joignant  C'C,  nous  pouvons 
regarder  la  vitesse  CC  du  point  C  comme  la  résultante 
dune  vitesse  égide  et  parallèle  à  celle  du  point  A,  et  d'une 
seconde  vitesse  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
CC.  Faisons  de  même  pour  le  point  D  et  pour  tous  les  autres 
points  du  système. 

Il  en  résultera  que  le  mouvement  élémentaire  du  solide  f col 
être  décomposé  en  deux  mouvements  :  1"  L'un,  en  vertu  du- 
quel tous  les  points  du  système  décrivent  dans  le  temps  i/tdes 
chemins  A  A',  BB",  CC,  BD",...  égaux  et  parallèles;  cepremiur 
mouvement  est  donc  un  mouvement  de  transhilion  (g  125l; 

2°  Le  second,  en  verlu  duquel  les  points  B,  C,  D...,  amenés 
en  B",  C,  B".. .  par  le  premier  mouvement,  décrivent  les  che- 
mins B"  B',  et  C"  C,  B"  D'...  pendant  que  le  point  A,  parvenu 
en  A',  reste  fixe.  Ce  second  mouvement  élémentaire  est  le 
mouvement  d'un  solide  invariable  qui  a  un  point  A  fixe;  c'est 
donc  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  instantané 
PI"  passant  par  le  point  A  (g  151). 

Nous  avons  donc  ramené  le  mouvement  élémentaire  du  so- 
lide à  deux  mouvements  simples,  une  (ranslalion  cl  une  rela- 
tion, et  comme  nous  pouvions  faire  celte  décomposition  e« 
parlant  de  tout  autre  point  que  le  point  A,  on  voit  qu'elle  est 
possible  d'une  infinité  de  manières. 

Mais  on  peut,  parmi  toutes  les  décompositions  possibles,  en 
trouver  une  qui  donne  limage  la  plus  simple  du  mtniTflMT1 
du  solide  :  on  obtient  alors  le  mouvement  hélicoïdal. 


HOEVEHI  m  hélicoïdal. 


159.  Bécomposons  la  translation  commune  AA'  en  déni 
translations,  l'une  parallèle  à  l'axe  TP,  l'autre  perpciidifO- 


^1 


Fig.  153. 
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latreàcelaxe;  il  surfil  pour  cela  (fig.  155)  d'abaisser  du  point 
A'  une  perpendiculaire  A'A,  sur  l'axe  PP',  et  de  regarder  la 
vilesse  AA'  comme  la  résultante  des 
deux  vitesses  simultanées,  AA,  et  A,A', 
puis  de  substituer  de  même  aux  vi- 
tesses BB",  CC",  DD",...  les  vitesses 
simultanées  BB,  et  R,B",  CC,  et  C,C", 
DD,  et  0,0*,...  respectivement  égales 
el  parallèles  a  AA,  et  A, A'.  De  cette 
manière,  pour  chaque  point  B,  nous 
j»ourrons  remplacer  le  contour  BB"  B', 
formé  de  deux  côtés,  par  le  contour 
BB,  B''  B',  qui  est  formé  de  trois  eûtes,  représentant  trois  vi- 
tesses simultanées. 

Or  remarquons  que  deux  de  ces  côtés  sont  à  angle  droit  sur 
l'axe  PP',  savoir  le  côté  B"U(,qui  est  parallèle  à  A'A,,  et  le  côté 
B"B',  qui  ett  le  chemin  infiniment  petit  décrit  par  un  poinl 
du  solide  en  vertu  d'une  rotation  autour  de  cet  axe.  Les  deux 
vitesses  B"B,  etB'B'  sont  donc  perpendiculaires  à  PP';  par 
suite  leur  plan  est  aussi  perpendiculaire  à  PP';  il  en  est  de 
même  de  la  vitesse  résultante,  B,  B',  de  ces  deux  vitesses* 
prises  en  particulier,  cl  de  toutes  les  vitesses  C,  C,  1\D',...  ob- 
tenues en  composant  la  vitesse  due  a  la  rolution  autour  de  PP' 
avec  la  vitesse  égale  et  parallèle  à  A,  A'. 

Nous  ramenons  de  celte  manière  le  déplacement  élémen- 
taire du  solide  aux  deux  mouvements  suivants  : 

1°  L'ne  translation,  égale  à  AA,  el  parallèle  à  PP1; 

2°  Un  mouvement  en  vertu  duquel  les  divers  points  A,  B, 
C,  D...,reecivent  simultanément  des  déplacements  A,  A',  B,  B', 
C,  C,  D,  D\  tous  parallèles  à  un  même  plan  normal  ù  PP'.  Ce  mou- 
vement élémentaire  est  doue  une  rotation  instantanée  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  ace  plan,  c'est-à-dire  parallèle  à  PP', 
c'est-à-dire,  enfin,  parallèle  à  la  translation. 

On  donne  à  cet  axe  particulier  le  nom  d'axe  instantané  de  ro- 
tation et  de  glissement  ou,  plus  simplement,  d'axe  instantané 
glutant. 
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Le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  mobile  dans  l'es- 
pace est  donc  le  résultat  d'une  rotation  infinimcnl  petite 
autour  d'un  certain  axe,  le  long  duquel  le  solide  subit  en 
même  temps  une  translation  infiniment  petite  ;  c'est,  aiunm; 
nous  l'avons  déjà  observé  ig  156),  un  mouvement  H)  I 
déplacement  que  subit  une  vis  mobile  dans  son  écrou,  ou. ni 
d'autres  termes,  c'est  un  mouvement  hélîa.hln!. 

160.  De  quelque  manière  qu'on  décompose  le  mouvemen\  tli- 
menUÙre  du  solide  en  une  rotation  et  une  trans'ation ,  fait 
de  ta  rotation  est  toujours  parallèle  à  vue  seule  et  même  diric- 
tien. 

Considérons,  en  effet,  le  mouvement  éîérnenia;re  de  laser- 
lion  faite  dans  le  solide  par  un  plan  N  normal  à  Pf.  Le  mou- 
vement il  u  solide  est  entièrement  détlni  par  le  mouvement 
élémentaire  de  celle  section.  On  fait  passer  le  corps  de  la  po- 
sition ABC  à  !a  position  A'P.'C  par  une 
V^  translation  AA',  qui  n'altère  pas  le  parnt- 

,  lélisme  du  plan  mobile,  el  par  une  rola- 

lion  autour  dePP'qui  ne  l'ai! ère  pas  da- 

î      vanlage,  puisque  l'axe  PP'  est,  par  hyp* 
Ibèse,  normal  à  ce  plan.  H  n'en  serai! 
n»  ise  Pas  ^e  miimc  Sl  ''otl  considérait  le  dé- 

placement d'un  plan  oblique  à  l'axe.  Il 
translation  conserverai!  encore  le  parallélisme  de  ce  plan 
mais  la  rotation  le  déplacerai!  langenlicllement  à  un  cilneaV 
révolution  ayant  pour  axe  la  droite  PI". 

On  peut  concevoir  le  solide  coupé  par  une  infinité  de 
plans  parallèles  au  plan  N,  dont  le  parallélisme  se  conserve 
pendant  le  mouvement  élémentaire,  tandis  que  tout  aalrr 
plan  cesse,  après  le  déplacement,  d'être  parallèle  à  sa  posi- 
tion première. 

Qui  1  que  soit  le  point  du  corps  par  lequel  on  fasse  pas^r 

l'axe  de  la  rotalîon  élémentaire,  ce  point  est  siiué  dans  H 

des  plans  N,  et  l'axe  de  la  rotation  correspondante,  étant 

normal  au  plan  N,  est  parallè'c  à  l'axe  PP'. 

La  direction  el  la  grandeur  de  la  translation  varient  pt& 


on  délace  l'axe  de  rolation.  Mais  la  direction  de  l'axe  dans 
roBpacd  osl  toujours  la  même.  On  peut  ajouter  que  la  vitesse 
angulaire  autour  de  l'axe  n'est  pas  non  plus  altérée;  c'est  ce 
que  nous  démontrerons  plus  lard. 

Pourramenerle  déplacement  du  solide  au  mouvement  héli- 
coïdal, il  suffit  de  faire  passeï  l'axe  de  rolalion  PP' parle  point  0 
de  l'un  des  plans N  qui  se  déplace  normalement  à  ce  plan,  c'est- 
à-dire  par  le  foyer  de  ce  plan  {g  1 55) . 
La  translation  est  alors  représentée  par 
le  déplacement  Où'  de  ce  point  ;  elle 
est  égale  aux  projections  AA,,  Bit,,  sur 
la  direction  PP',  des  déplacements 
totaux,  AA',  BB',  des  divers  points 
du  solide;  la  translation  00'  qui  cor- 
respond au  déplacement  hélicoïdal, 
est  donc  moindre  que  toute  trans- 
lation AA',  qui  correspondrait  à  une  autre  décomposition 
quelconque.  On  voit  en  mémo  temps  qu'à  toi  autant  donné 
le  mouvement  hélicoïdal  d'un  solide  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière. 

161.  Proposons-nous  de  construire  l'axe  de  rotation  glis- 
sant, et  de  trouver  les  valeurs  de  la  vi-  i 
lesse  angulaire  et  de  la  vitesse  de  trans- 
lation. 

Prenons  dans  le  solide  trois  points 
A,  B,  C,  non  en  ligne  droite;  le  mouve- 
ment de  ces  trois  points  suflit  pour  défi- 
nir le  mouvement  du  solide. 

Considérons  les  vitesses  V,  V,  V  que 
possèdent  respectivement  ces  trois  points 
à  un  montent  donné. 

On  les  suppose  connues  en  grandeur  et  en  direction. 

Par  un  point  quelconque  II  de  l'espace,  menons  trois  droites 
II«.  lli,  lie,  égales  et  parallèles  aux  vitesses  V,  V',  Y*  des 
points  A,  B,  C.  Nous  pourrons  toujours  choisir  ces  points  de 
manière  que  leurs  vitesses  ne  soient  pas  parallèles  à  un  même 
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pion*.  Les  trois  poinls  0,6,  c, détermineront  un  plan  ;  dupninl 
Il  abaissons  sur  ce  plan  une  perpendiculaire  HM.  cl  joignons 
Mo,  M/»,  Me.  Nous  pouvons  décomposer  la  vitesse  V  =  [la,  eo 
deux  vitesses  simultanées  HM,  Mo;  de  même  la  vitesse  Y'  =  Ni 
en  deux  vitesses  HM,  Mb,  et  V"=Be  en  deux  vitesse*  IIH, 
Me.  Nous  ramènerons  de  celte  manière  les  vitesses  des  trois 
points  A,  D,C,  à  une  composante  commune HMel  a  Irois  autres 
composiinlcs  Ma,  M/»,  Me,  perpendiculaires  a  la  première,  et 
parallèles  à  un  même  plan  abc,  normal  à  HM.  La  droile  HM  sera 
la  vitesse  de  translation  du  système  mobile  parallèlement^ 
Taxe  instantané  glissant.  Nous  déterminons,  par  celte  con- 
struction, la  direction  de  l'axe  et  la  vitesse  de  la  translation. 
11  reste  à  trouver  la  position  vraie  de  l'axe  et  la  grandeur  de 
la  vitesse  angulaire  de  la  rotation. 

On  y  parviendra  en  coupant  le  solide  par  un  plan  normal  i 
la  direction  HM,  cl  en  cherchant  le  foyer  0  de  ce  plan.  Il  sui- 
fil  pour  cela  de  prendre  deux  points  du  plan,  et  de  mener  les 
plans  normaux  a  leurs  trajectoires;  ces  deux  plans  normaux 
couperont  le  plan  mobile  au  point  0  cherché.  On  mènera  par 
le  point  0  une  normale  00'  au  plan  mobile,  ou  une  parallèle 
à  11M,  et  ce  sera  l'axe  instantané  glissant. 

La  vitesse  de  rotation  du  s.slèmeaulour  del'axc  cstégaleau 

rapport  '—  de  la  composante  Ma  a  la  dislance  Aa.  En  effet, 

Ma  est  la  vitesse  linéaire  du  point  A  dans  la  rotation  autour 

Ma 
de  00',  et  -r-  la  vitesse  angulaire  commune  à  lous  les  rayons 

Aa,  Bj,  CT. 

Le  problème  est  donc  entièrement  résolu. 

La  construction  que  nous  venons  de  laire  montre  bien  que 
le  mouvement  élémentaire  d'un  solide  libre  dans  l'espace  ne 
peut  être  ramené  que  d'une  seule  manière  à  la  coexistence  d'une 
translation  et  d'une  rotation  autour  d'un,  axe  parallèle  i  I* 

1  Autrement,  touies  tes  vitesses  des  points  du  ?js(eme  étant  pnrïlléles  * ,JD 
phii  file,  le  mouvement  du  corps  serait  parallèle  .<  ce  plan,  et,  au  lieu  du  o 
gtm'ral,  ou  retrouverait  un  cas  dî-jù  examiné  (§  1  Jï). 
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translation.  L'axe  instantané  glissant  est  celui  pour  lequel  la 
vitesse  de  translation  est  la  moindre,  car  elle  .est  mesurée  par 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  HM,  tandis  que  toute  autre  dé- 
composition (fig.  159)  donnerait  lieu  à  une 
translation  HM',  plus  grande  que  HM,  et  à 
trois  vitesses  M'a,  M'fr,  Me,  parallèles  au 
plan  abc  et  correspondant,  par  conséquent, 
à  une  rotation  autour  d'un  autre  axe  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  On  peut  observer 
aussi  que  si,  par  un  point  II  de  l'espace,  on 
mène  des  droites  Ha,  égales  et  parallèles 
aux  vitesses  des  divers  points  d'un  système  mobile  à  un  mo- 
ment donné,  les  extrémités  a  de  ces  droites  seront  toutes  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

MOUVEMENT  CONTINU  D*UN  SOLIDE  INVARIABLE  DANS  L'ESPACE. 

162.  Le  mouvement  continu  d'un  solide  invariable  est  une 
suite  de  mouvements  élémentaires  qu'on  peut  ramener  cha- 
cun à  une  rotation  autour,  d'un  certain  axe  instantané  et  à  une 
translation  le  long  du  même  axe.  Considérons  la  surface  ré- 
glée, lieu  des  positions  successives  de  Taxe  instantané  glissant 
dans  l'espace;  considérons  déplus  les  positions  successives  de 
l'axe  instantané  dans  le  corps  solide  ;  ces  positions  successives 
y  dessineront  une  seconde  surface  réglée  appartenant  au  so- 
lide et  entraînée  dans  son  mouvement.  Le  mouvement  continu 
du  système  sera  donc  un  roulement  de  la  surface  mobile  sur 
la  surface  fixe,  en  vertu  duquel  la  surface  mobile  viendra  ap- 
pliquer successivement  ses  génératrices  reclilignes  sur  les  gé- 
nératrices rectilignes  de  la  surface  fixe  en  tournant  autour  de 
chacune  d'elles;  mais,  outre  ce  roulement,  la  surface  mobile 
éprouvera  le  long  de  chaque  génératrice  de  contact  un  glisse- 
ment  ou  translation.  Nous  venons  de  remarquer  que  la  vitesse 
correspondante  à  ce  dernier  mouvement  est  moindre  que  pour 
toute  autre  décomposition  du  mouvement  du  solide  en  une 
translation  et  une  rolalion. 
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On  peut  aussi,  en  choisissanl  un  point  particulier  du  sys- 
tème, décomposer  le  mouvement  continu  du  solide  en  une. 
translation  égale  au  mouvement  total  de  ce  point,  et  une  ro- 
tation autour  d'une  série  d'axes  instantanés  qui  passeront  tous 
par  ce  point.  C'est  là  la  décomposition  la  plus  commode  pour 
résoudre  les  problèmes  de  dynamique.  Le  mouvement  continu 
comprend  alors  la  translation  d'un  point,  et  le  mouvement  do 
corps  autour  de  ce  point,  c'est-à-dire  le  roulement  d'un  cône  lié 
invariablement  au  corps,  sur  un  cône  d'orientation  constante 
dans  l'espace,  entraîné  par  le  mouvement  du  point  (§  151). 

COMPOSITION  DES  MOUVEMENTS   ÉLÉMENTAIRES. 

165.  Nous  avons  vu  (§  69)  que  quand  un  point  mobile  M 
est  animé  à  la  fois  de  deux  vitesses,  MA,  MB,  la  vitesse  cor- 
respondante au  mouvement  effectif  de  ce 
point  est  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  MG  du  paiallélo- 
M  A  gramme  MACB,  construit  sur  ces  deux  vi- 

Fig.  i6o.  tesscs ,  ou  par  le  troisième  côté  MC  du 

triangle  MAC,  dans  lequel  le  côté  AC,  égal 
et  parallèle  à  la  vitesse  MB,  est  mené  par  l'extrémité  A  delà 
vitesse  MA. 

Nous  nous  proposons  ici  d'étendre  aux  mouvements  simples 
d'un  corps  solide  celle  théorie  de  la  coexistence  des  mouve- 
ments établie  d'abord  pour  un  point  unique. 

Les  mouvements  simples  sont  la  translation  et  la  rotation. 
Une  translation  est  donnée  quand  on  en  connaît  la  direclion 
et  la  vitesse  linéaire.  Une  rotation  est  connue  quand  on  donne 
la  position  vraie  de  l'axe  aulour  duquel  elle  s'accomplit,  cl  la 
vitesse  angulaire.  De  plus,  il  faut  avoir  soin  de  fixer,  pour 
la  translation  comme  pour  la  rotation,  le  sens  dans  lequel 
ces  mouvements  s'opèrent. 

Pour  la  translation,  le  sens  est  indiqué  par  le  sens  même 
de  la  droite  parallèle  à  la  translation;  de  sorte  qu'une  droite 
Unie  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  définit  complètement  la  gran- 
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deur,  le  sens  et  la  direction  d'une  translation.  On  saura,  en 
effet,  que  cette  translation  s'opère  parallèlement  à  AB,  dans 
le  sens  AB,  et  avec  une  vitesse  égale  à  AB  (§11),  de  sorte  que, 
dans  un  temps  infiniment  petit  dt,  le  système  considéré  décrit 
en  vertu  de  ce  mouvement  le  chemin  ABx  dt.  La  droite  AB 
peut  d'ailleurs  être  déplacée  comme  on  voudra  dans  l'espace, 
pourvu  qu'on  n'altère  ni  son  parallélisme,  ni  son  sens,  ni  sa 
grandeur. 

On  peut  représenter  de  même  par  une  droite  finie  LM,  prise 
dans  un  sens  particulier  LM,  la  grandeur  et  le  sens  d'une  ro- 
tation. La  direction  indéfinie  LM  est  l'axe  de  cette  rotation  ; 
la  position  de  celte  droite  doit  être  ici  fixée  d'une  manière  pré- 
cise, et  il  ne  suffirait  plus  de  donner  son  parallélisme. 
La  longueur  LM  est  la  mesure  de  la  vitesse  de  la  rota- 
tion; c'est  la  longueur  de  l'arc  décrit  dans  l'unité 
de  temps  par  un  point  du  corps  tournant  situé  à  l'u- 
nité de  distance  de  Taxe.  On  connait  ainsi  la  position 
de  l'axe  et  la  vitesse  angulaire  du  corps,  et  il  reste  à 
fixer  le  sens  dans  lequel  le  corps  tourne.  On  convient  p.     6 
pour  cela  d'attribuer  à  l'axe  LM  le  sens  dans  lequel 
un  observateur,  couché  le  long  de  cet  axe,  verrait  la  rotation 
s'effectuer  de  gauche  à  droile,  ou  dans  le  sens  du  mouvement 
ordinaire  des  aiguilles  d'une  montre.  Dire  que  l'axe  a  la  direc- 
tion LM,  c'est  dire  que  l'observateur  devrait  avoir  les  pieds 
en  L  et  la  tète  en  M;  comme  il  voit  toujours  le  mouvement 
s'opérer  de  gauche  à  droite,  le  sens  de  la  rotation  est  défini  : 
elle  a  le  sens  indiqué  par  la  flèche  F. 

C'est  tout  cela  que  nous  entendrons  désormais  par  l'expres- 
sion axe  d'une  rotation  ;  l'axe  sera  pour  nous  une  longueur  fi- 
nie, prise  sur  l'axe  géométrique  autour  duquel  tourne  un  sys- 
tème, é^ale  à  la  vitesse  angulaire  de  ce  système,  el  enfin  diri- 
gée dans  un  sens  tel,  que  l'observateur  couché  le  long  de  cet 
axe  voie  le  système  tourner  de  gauche  à  droile. 

Celle  convention  permet  d'attribuer  des  signes  aux  rota- 
tions effectuées  autour  d'axes  rectangulaires  coordonnés,  OX, 
OY,  OZ  (fi g.  1 62) .  Si  la  rotation  s'effectue  autour  de  OX,  le  sens  de 
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l'axe  sera  le  sens  OX  lorsque  la  rotation  s'opérera  de  Y  vers  Z; 
car  alors  l'observateur ,  pour  la  voir  s'effectuer  de  gauche  à 

droite,  se  couchera  les  pieds  en  0,  la  tète 
enX;  la  direction  del'axe  est  dans  ce  cas 
celle  des  abscisses  positives,  et  on  dira 
par  analogie  que  la  rotation  est  posiliM. 

Si,  au  contraire,  elle  s'effectuait  de  Z 

vers  Y,  le  sens  de  Taxe  serait  OX',  du 
côté  des  abscisses  négatives,  et  la  rota- 
tion serait  dite  négative.  On  reconnaî- 
trait de  même  qu'avec  la  direction  don- 
née habituellement  aux  parties  positives  des  trois  axes  coor- 
donnés ,  la  rotation  est  positive  autour  de  l'axe  OY  quand 
elle  s'opère  de  Z  vers  X,  et  autour  de  Taxe  OZ  quand  elle 
s'opère  de  X  vers  Y. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  chercher  les  règles  de 
la  composition  des  mouvements  simples  définis  par  des  droites 
données  de  position,  de  sens  et  de  grandeur.  Les  casa  exami- 
ner successivement  sont  les  suivants  : 


Fig.  102. 


Composition  de  deux  translations. 

Composition  de  deux  rotations 


Composition  d'une  translation  el  d'une  rotation. 


Autour  d'axes  parallèles. 
Autour  d'axes  concourants. 
Autour  d'axes  qui  ne  se  ren- 
contrent pas. 
Perpendiculaires  entre  elles. 
Quelconques. 
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104.  Soient  MA,  NB,  deux  translations  simultanées,  dont 

la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  sont 
donnés. 

Pour  trouver  le  mouvement  résultant, 
considérons  un  point  quelconque  P  du 
système  qui  subit  ces  deux  translations. 
Ce  point  est  animé  à  la  fois  de  deux  vi- 
tesses, Tune  PQ,  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  MA  de  la  première  translation ,  l'autre  PR  égale  el 


M 


Fig.  163. 
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•allèle  5  la  vitesse  KB  de  la  seconde.  Ces  deux  vitesses  se 

» posent  en  une  seule  PS,  diagonale  du  parallélogramme 

Iruit  sur  les  deux  vitesses  P(J,  HL  La  même  construction 

plique  à  tous  les  points  du  système  mobile,  et  la  vitesse 

huilante  qu'elle  détermine  sera  pour  chacun  égale  et  paral- 

"c  à  PS.  Tous  les  poinls  sont  donc  animés  de  vilesses  égales 

!  parallèles;  le  mouvement  du  système  est  par  suite  une 

■anslalion  (g  12J),  déterminée  en  grandeur,  en  direction  et 

i  sens,  par  la  droite  PS,  diagonale  du  parallélogramme 

nslruil  sur  les  deux  translations  données. 

s  là  résulte  la  règle  Boitante  : 

unr  composer  deux  translations  données,  on  mène  par  un 
\nt  quelconque  de  l'espace  deux  droites  égales  et  parallèles  à 
t  translations,  et  on  achève  te  parallélogramme  compris  sons 
t  droites  ;  la  diagonale  du  parallélogramme  est  la  Irons- 
on  résultante  cherchée. 
I  peut  inversement  décomposer  d'une  infinité  de  manières 
une  translation  donnée  en  deux  translations  simultanées.  Il 
suflil  que  la  translation  donnée  soit  la  diagonale  d'un  paral- 
lélogramme dont  les  cotés  représentent  les  translations  cher- 
chées. 

COMPOSITION    DE    DEUX    ROTATIOSS    PARALLÈLES. 


105.  On  appelle  rotations  purallèles  des  rotations  dont  les 
axes  sont  parallèles;  on  appelle  de  même  rotations  concou- 
rantes, des  rotations  dont  les  axes  concourent  en  un  même 
point. 

Soit  0  et  0'  les  traces,  sur  le  plan  du  papier,  des  aies  des 
deux  rotations  données,  qu'on  suppose  u 

■perpendiculaires  a  ce  plan  ;  soit  w  la  vi-      ■"       "■*     ^jy 

t  esse  angulaire  de  la   première;   w'  la     |       

■vilcsse  angulaire  de  la  seconde;  nous  u       C|     °" 

supposerons  d'abord  que  les  rotations  Flgl  ,M* 

s-oïl'hI  de  même  sens,  c'est-à-dire  que  les  axes  soient  dirigés 
«Sans  le  même  sens  à  partir  des  points  0  et  0*. 
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Le  système  qui  subit  ces  deux  rotations  simultanées  se  dé- 
place en  vertu  de  chacune  parallèlement  au  plan  de  la  figure: 
le  mouvement  résultant  consiste  donc  aussi  dans  un  déplace- 
ment parallèle  à  ce  plan,  et  par  suite  le  mouvement  résul- 
tant est,  soit  une  translation  parallèle  au  même  plan,  soit  une 
rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  (§  133).  Dans  ce  der- 
nier cas ,  nous  devons  trouver  dans  le  plan  de  la  figure  un 
point  qui  reste  fixe  en  vertu  des  deux  rotations  simultanées; 
ce  point  sera  le  pied  de  l'axe  cherché. 

Prenons  sur  la  droite  00'  un  point  C  quelconque.  Ce 
point,  considéré  comme  subissant  seulement  la  rotation  «», 
s'abaissera  au-dessous  de  00',  pendant  le  temps  infiniment 
petit  (lt,  d'une  quantité  égale  à  u>  dfx  OC;  considéré  comme 
subissant  uniquement  la  rotation  a/,  il  s'élèvera,  pendant  le 
môme  temps,  delà  quantité  wdfxO'C;  et  par  suite  ce  point 
C  restera  immobile  en  vertu  de  la  coexistence  des  deux  rota- 
tions, si  l'on  a  l'égalité 

w(//X0C=w^XÛ'C, 

ou  la  proportion 


0C__6/ 

0'C~~  w" 


On  obtient  donc  un  point  C  qui  resle  fixe  dans  le  mouvement 
résultant,  en  partageant  la  distance  00;  en  deux  segments  ré- 
ciproquement proportionnels  aux  vitesses  angulaires  w,  g>'.  Ce 
point  est  le  pied  de  l'axe  de  la  rotation  résultante,  lequel 
est  perpendiculaire  au  plan  du  papier. 

Il  resle  à  trouver  la  grandeur  Q  de  cette  rotation  résul- 
tante. 

On  la  déterminera  en  considérant  le  mouvement  du  point 
0'  qui  coïncide  avec  l'un  des  axes.  Ce  point  étant  situé  sur 
l'axe  0'  ne  subit  aucun  déplacement  par  suite  de  la  rotation 
w'i  son  mouvement  est  donc  entièrement  dû  à  la  rotation  u, 
et,  en  vertu  de  celte  rotation,  il  s'abaisse  au-dessous  de  007 
dans  le  temps  df,  d'une  quantité  égale  à  w  dfx  00'.  On  substi- 
tue aux  doux  rotations  g)  et  g/  une  rotation  unique  Û  autour  do 
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Taxe  C  ;  en  vertu  de  ce  nouveau  mouvement,  le  point  0*  s'a- 
baisse au-dessous  de  00'  pendant  la  durée  infiniment  petite  dt 
d'une  quantité QdfxO'C.  D'où  résulte  l'égalité 

fadt  X  00' = Qdt  x  &C, 

ou  la  proportion 

n     oo* 

w  ""  O'C* 

Mais  nous  avons  déjà  la  proportion 

*'  _  oc 

a»  ""  O'C' 

et  par  suite 

c/+m  =  oc  +  O'COO' 

w     ~       O'C       ~~0'C* 

Comparant  cette  proportion  à  la  première,  nous  en  dé- 
duisons 

La  rotation  résultante  est  donc  la  somme  des  deux  rolations 
composantes  ;  elle  est  d'ailleurs  de  même  sens  que  chacune 
d'elles. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  rotations  parallèles  soient 
de  sens  contraires. 

Cherchons  encore  sur  la  direction  00'  un  point  C  qui  reste 
immobile  en  vertu  de  la  simulta- 
néité des  deux  déplacements  cor- 
respondants à  chacune  des  rota-  — ; — 
tions  données.  Ce  point  se  trouvera 
sur  le  prolongement  de  00',  et  du 
côté  de  la  rotation  la  plus  grande;  il  sera  défini  par  l'égalité 

vdt  X  OC  =  »'dt  X  O'C, 

ou  par  la  proportion 

OC  _ft/ 
O'C-  » 

Le  point  C  est  encore  déterminé  par  la  condition  que  ses 


U  0' 

Fig.  1C5. 
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distances  aux  centres  O  et  C  soient  en  raison  inverse  des  rola- 
lions  correspondantes. 

Le  mouvement  résultant  est  une  rotation  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  du  papier  et  passant  par  le  point 
C.  Appelons  Û  la  grandeur  de  celte  rotation  unique.  Nous 
déterminerons  Û  en  considérant  le  mouvement  du  point  0*; 
comme  il  ne  reçoit  aucun  déplacement  de  la  rotation  « ,  ses 
déplacements  doivent  être  les  mêmes,  qu'on  le  considère 
comme  entraîné  par  la  rotation  <o  autour  de  O,  ou  par  la  rota- 
tion Û  autour  de  C.  Donc 


et  par  suite 


Mais 


et 


ÛXO'C 

=  «'X00/, 

_00' 
O'C' 

oc 

"O'C' 

w  —  w'      O'C  —  OC 
w                O'C 

0(y 

"O'C 

Donc  enfin 


û  =  w  —  &/. 


La  rotation  résultante  est  la  différence  des  deux  rotations 
composantes,  et  a  le  sens  de  la  plus  grande. 


CAS   PARTICULIER   DE   DEUX   ROTATIONS   PARALLÈLES,    ÉGALES 
ET    CONTRAIRES.   —    COUL»LE   DE   ROTATIONS. 

1CG.  Supposons  que  les  deux  rotations  a>  et  <■>'  soient  égales, 
mais  contraires.  Les  formules  précédentes  deviennent 


/ 


oc  __w     , 

O'C  -  w  ~" 

et 

û  =  W  —  «'  =  0. 


( 
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La  première  équation  nous  indique  que  le  point  C  est  infi- 
niment éloigné;  car  O'C  surpasse  OC  d'une  quantité  con- 

OC 
stante  (KK,  et  pour  que  le  rappoitjyp  puisse  être  considéra 

comme  égal  à  l'unité,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distance  OC  soit 
infiniment  grande  par  rapport  à  la  dislance  constante  00'.  La 
seconde  équation  nous  apprend  que  Q  est  nul  ;  de  sorte  que 
le  mouvement  résultant  est  une  rotation  nulle  autour  d'un  axe 
infiniment  éloigné. 

Nous  avons  déjà  fait  pressentir  (g  135)  que  ce  mouvement 
particulier  était  l'équivalent  d'une  translation.  Il  est  facile  de 
le  vérifier. 

Prenons  un  point  quelconque  M  du  plan  ;  la  rotation  u>  autour 
de  0  imprime  à  ce  point  un  déplacement  MA,  perpendiculaire 
à  la  droite  MO,  et  égal  ktùdtx  MO.  La  rotation  q>  autour  de  0' 
lui  imprime  un  déplacement  MB  =  u>  dt  x  MO7,  et  le  déplace- 
ment résultant  est  représenté  par  la  dia- 
gonale MN  du  parallélogramme  MANB, 
construit  sur  les  côtés  MA,  MB.  Le  triangle 
MAN  a  son  côté  MA  perpendiculaire  et 
proportionnel  à  MO,  le  côté  AN=MB 
est  perpendiculaire  et  proportionnel  à 
WY  ;  l'angle  MAN  est  égal  à  0M0'  ;  par 
suite  le  triangle  MAN  est  semblable  à 
OMO*,  et  MN,  homologue  de  00',  lui  est  proportionnel  et  nor- 
mal. 

Les  déplacements  résultants  des  points  du  système ,  tous 
perpendiculaires  à  une  même  direction  00',  sont  parallèles 
entre  eux.  On  a  de  plus  la  proportion 

nn_ma__    , 
OU'  ~  on  ~~  "*'' 

Donc 

MN  =  udt  x  00', 

Quantité  constante.  Les  déplacements  résultants  des  points  du 
8ystème  sont  donc  égaux  et  parallèles,  ce  qui  caractérise  le 
Mouvement  de  translation. 
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Le  rapport  -^-  est  la  vitesse  linéaire  de  cette  translation. 

□le  est  égale  aux  00/9  ou  au  produit  de  la  rotation  com- 
mune par  la  distance  OCK  des  deux  centres  de  rotation. 

En  résumé,  deux  rotations  parallèles,  égales  et  de  sens  oppo- 
séSj  se  composent  en  une  translation  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  joint  les  centres  des  rotations,  et  égale  au  produit  de  la  rota- 
tion commune  par  la  distance  de  ces  centres. 

On  a  donné  le  nom  de  couple  de  rotations  à  l'ensemble  de 
deux  rotations  égales,  parallèles  et  de  sens  opposés;  un  cou- 
ple de  rotations  équivaut  à  une  translation  ;  la  mesure  de  celle 
translation  est  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  commune  aux 
deux  rotations  par  la  distance  des  centres,  qu'on  nomme  bnt 
de  levier  du  couple. 


COMPOSITION   DUNE  ROTATION  ET    DUNE   TRANSLATION   PERPEKDICULADE 

A    LA   ROTATION. 

1G7.  SoitO  le  pied  de  Taxe  de  la  rolation  a>,  et  soit  ABla 
droite,  perpendiculaire  à  cet  axe  par  hypothèse,  qui  reprè- 

/B  sente  en  grandeur,  en  direction  et  en 
sens  la  vitesse  V  de  la  translation  don- 
née. 


D 
A 


Fig.  167. 


Du  point  0  abaissons  une  perpendi- 
culaire OD  sur  la  direction  AB,  et  cher- 
chons sur  cette  droite  un  point  C  qui  reste  immobile  en  vertu 
de  la  coexistence  des  deux  mouvements  qu'il  subit. 

En  vertu  de  la  rotation,  le  point  C  s'abaisse  au-dessous  de 
OD,  perpendiculairement  à  OC,  d'une  quantité <*>  dt  x OC;  et, 
en  vertu  de  la  translation,  il  s'élève  au-dessus,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  OC,  d'une  quantité  VdJ.  11  reste  im- 
mobile si  Ton  a 


ou 


w  x  oc  =  V, 


oc=-. 
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Le  point  C  est  Taxe  de  la  rotation  résultante. 

La  grandeur  Q  de  cette  rotation  se  déduit  du  déplacement 
du  point  0.  Ce  point,  ne  subissant  que  la  translation,  s'élève 
au-dessus  de  OD  de  la  quantité  \dt;  la  rotation  û  autour  de  C 
Féiève  de  Ùdt  x  OC.  Donc  Q  x  OC  =  V,  et  par  suite  Û  =  co. 

La  composition  de  la  translation  V  avec  la  rotation  perpen- 
diculaire (i>y  a  donc  pour  seul  effet  de  déplacer  Taxe  de  rota- 

V 
lion  d'une  quantité  0C=  -,  sans  altérer  ni  la  grandeur,  ni  le 

sens  de  cet  axe. 

On  pourrait  parvenir  à  ce  résultat  en  employant  un  couple 
de  rotations.  En  effet,  après  avoir  déterminé  le  point  C  sur  la 
droite  OD,  par  l'équation 

«xoc  =  v, 

nous  pouvons  considérer  la  translation  V  comme  remplacée 
par  deux  rotations  simultanées,  égales  à  co,  parallèles,  et  de 
sens  contraires  :  Tune  co\  ayant  lieu 
autour  de  Taxe  C,  l'autre  co",  autour  de         » 
l'axe  0,  et  contraire  à  la  rotation  don-       -^ 

née  <o.  Nous  savons,  en  effet,  que  le    . r 

couple  (a/,*/)  équivaut  à  la  translation  m 

o>  x  OC,  ou  Y,  dans  le  sens  de  la  flèche. 

Or  les  rotations  co  et  co",  égales  et  contraires  autour  du  même 

axe,  se  détruisent,  et  il  reste  une  rotation  co'  autour  de  C, 

égale  et  de  même  sens  que  la  rotation  co. 

COMPOSITION  DE  DEUX  ROTATIONS  CONCOURANTES. 

468.  Soient  OA,  OB,  les  deux  axes  de  rotation.  Ils  représen- 
tent chacun,  comme  on  sait,  la  position  de  Taxe  fixe  autour 
duquel  tourne  le  corps  ,  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire, 
enfin  le  sens  du  mouvement.  Le  point  de  concours  0  des  deux 
axes  restant  fixe  dans  les  deux  mouvements  composants,  reste 
encore  fixe  dans  le  mouvement  résultant  ;  ce  mouvement  est 
donc  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  0  (§151 .) 
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Fip.  1C9. 


Construisons  le  parallélogramme  OACB  sur  les  deux  axesOA, 
OB,  et  menons  la  diagonale  OC.  Je  dis  que  cette  diagonale 

représente  en  direction,  en  grandeur  et 
en  sens,  Taxe  de  la  rotation  résultante. 
Nous  commencerons  par  prouver  que 
l'axe  OC  reste  immobile  par  suite  des 
déplacements  simultanés  dus  aux  rota- 
tions M  autour  de  OA,  et  u>'  autour  de  OB. 
Il  suffit  pour  cela  de  montrer  que  le 
point  C  reste  fixe. 

En  vertu  de  la  rotation  o>,  le  point  C 
se  déplace  perpendiculairement  au  plan 
de  la  figure,  et  s'enfonce  derrière  ce  plan  d'une  quantité  égale 
à  wdt  x  Ca,  en  appelant  Ca  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sur  la  direction  OA. 

En  vertu  de  la  rotation  g/,  le  point  C  se  déplace  en  avant  du 
même  plan  et  perpendiculairement  à  ce  plan,  d'une  quantité 
iù'dt  x  Cbj  Cb  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur 
le  côté  OB  prolongé. 
Le  point  C  reste  donc  immobile  si  Ton  a  l'égalité 

wXCû  =  «'xCJ, 

Mais  les  vitesses  o>  et  w'  sont  représentées  sur  la  figure  par 
les  longueurs  OA,  OB  des  axes  de  rotation.  L'égalité  précédente 
devient  donc 

OAxCa=OBxC6, 

et  sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite,  car 
OA  x  Ca  mesure  le  double  de  l'aire  du  triangle  OAC,  et 
DB  x  Cb  mesure  de  môme  le  double  de  l'aire  du  triangle 
OBC,  qui  est  égal  au  triangle  OAC. 

Le  point  C  restant  fixe  ainsi  que  le  point  0,  OC  est  la  direc- 
tion de  Taxe  de  la  rotation  résultante. 

Appelons  Û  la  grandeur  de  cette  rotation.  Pour  la  déter- 
miner, considérons  le  mouvement  d'un  point  quelconque  P> 
de  l'axe  OB;  ce  point  ne  subit  aucun  déplacement  en  vertu 
de  la  rotation  (*>',  puisqu'il  est  situé  sur  l'axe  de  cette  rota- 
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lion.  Ses  déplacements  doivent  donc  être  les  mêmes,  qu'on  les 
déduise  de  la  rotation  o>  autour  de  OA,  ou  de  la  rolationû  au- 
tour de  OC.  Du  point  B  abaissons  sur  OÀ  et  OC  des  perpendi- 
culaires BE,  BF.  En  vertu  de  la  rotation  OA,  le  point  B  se  dé- 
place perpendiculairement  au  plan  du  papier,  en  arrière  de  ce 
plan,  d'une  quantité  égale  à  vilt  x  CE;  en  vertu  de  la  rotation 
autour  de  OC,  il  se  déplace,  dans  la  même  direction  et  dans  le 
même  sens,  d'une  quantité  Qdt  x  BF,  et  nous  avons  l'égalité 

«.>cBE  =  nxBF. 

Hais  la  vitesse  <i>  est  représenléesurla  figure  par  la  longueur 
OA  de  l'aie  autour  duquel  s'effectue  la  rotation  w.  Le  produit 
<»XBE,  ou  OAxBE,  mesure  Paire  du  parallélogramme  OACB. 
Le  produit  OC  xFB  mesure  le  double  de  l'aire  du  triangle 
OCB,  c'est-à-dire  l'aire  du  même  parallélogramme.  Donc 
OAxBE=OCxFB. 

Or 


La  rotation  résultante  de  deux  rotations  concourantes  est  donc 
représentée  en  direction,  en  grandeur  et  en  sens,  par  la  diago- 
nale OC  du  parallélogramme  construit 
air  les  axes  OA  et  OB  des  deux  rota- 
tions données. 

169.  Ce  théorème  de  cinématique 
fournit  une  démonstration  d'un  théo- 
rème de  géométrie. 

Prenons,  dans  le  plan  du  parallélo- 
gramme OACB,  un  point  M  quelcon- 
que, que  nous  supposerons  animé  de 

deux  mouvements  simultanés  de  rotation  autour  des  axes  OA 
et  OB,  avec  des  vitesses  angulaires  respectivement  propor- 
tionnelles aux  longueurs  OA  et  OB.  Le  mouvement  résultant 
du  point  H  sera  ucc  rotation  autour  de  l'axe  OC,  avec  une 
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vitesse  angulaire  proportionnelle  5  la  longueur  OC.  D'ailleurs 
les  déplacements  du  point  M  dans  ces  trois  rotulions  sont 
normaux  au  plan  de  la  figure,  et  par  suite  le  déplacement 
résultant  est  la  somme  algébrique  des  déplacements  compo- 
sants. Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  Mm,  M»,  Mj>. 
sur  les  eûtes  du  parallélogramme  et  la  diagonale,  nous  au- 
rons, en  omettant  le  facteur  dt,  l'équation 

OAxMm-j-OOxH'i^OCxH;!. 

OrOAxM.ro  est  la  mesure  du  double  de  la  surface  du 
triangle  MOA;  de  mémeOB  x  Mh  est  le  double  du  triangle 
MOB,  et  OC  x  Mp  le  double  du  triangle MOC.  Le  triangle  MOC, 
fait  sur  la  diagonale,  est  donc  la  somme  (algébrique)  de? 
triangles  faits  sur  les  côtés  OA  et  OB  ;  ce  théorème,  connu  en 
géométrie  sous  le  nom  de  théorème  de  Varignon,  sert  en  sta- 
tique à  établir  la  théorie  des  moments. 

COMPOSITION  DE  DEUX  ROTATIONS  NON  CONCLUANTES  ET  NON  PARA]  I  LI.L-. 
ET  COMPOSITION  D'UNE  ROTATION  AÏEC  DKE  TRANSLATION  QCELCOKQtE. 

170  Soient  OA,  O'B,  les  axes  de  deux  rotations  qui  ne  sont 
ni  parallèles,  ni  concourantes. 
Parle  point  0'  menons  une  droite  O'A',  égale  et  parallèle t 
c         OA,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  puis  ache- 
At        vons  le  parallélogramme  dont  O'A  i 
/  \       et  O'B  la  diagonale.  Il  suffira  pour  cela  de 
»t  /    )B    joindre  BA',  et  de  mener  par  les  points  0' 

\  l/j       etBdes  parallèles  O'C,  BC,aux  côtés  BA'.OX 

o-     nf    /  ^  ''S™  °'B  étflnt  la  iiagonala  du  paroi 

V"*AE/         lèlogranime  construit  sur  les   deu*  t/HU» 
»       y  O'A',  O'C,  la  rotation  O'B  est  la  résultant 

*■  de  deux  rotations  O'A'  et  O'C ,  et  nous  pou- 

fie.  ni.  ïons  su[,s[ituep  à  h  rotation  donnée  l'en- 

semble de  ces  deux  nouvelles  rotations, 

Mais  les  deux  rolalions  OA,  O'A',  sont  égales,  parallèles  et 
de  sens  opposés,  l'onc  (g  100;  elles  équivalent  à  une  Ininsla- 
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tion,  perpendiculaire  au  plan  des  parallèles  OA,0' A',  et  égale 
au  produit  de  la  rotation  OA  par  la  distance  DE  des  deux  axes 
parallèles. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  composition  d'une  rota- 
tion CC  avec  une  translation  donnée  MN  (fig.  172). 

Nous  pouvons  décomposer  la  translation  MN  en  deux  com- 
posantes MP,  MQ,  par  la  règle  du  parallélogramme,  en  faisant 
en  sorte  queMQ  soit  parallèle  à  O'C,  et  que  MP  soit  perpendi- 
culaire à  MQ  ou  à  O'C.  11  suffit 
pour  cela  de  mener  par  le  point  M 
une  droite  MS  indéfinie,  parallèle 
à  O'C,  et  un  plan  RR',  perpendi- 
culaire à  O'C  ;  puis  par  les  deux 
droites  MN,  MS,  de  faire  passer 
un  plan  qui  coupera  le  plan  RR' 
suivant  une  droite  indéfinie  ML; 

cette  droite  sera  la  direction  de  la  seconde  composante.  On 
achèvera  le  parallélogramme  en  menant  NP  parallèle  à  MQ, 
et  NQ  parallèle  à  MP;  de  cette  façon,  nous  aurons  substitué  à 
la  translation  unique  MN  deux  translations  simultanées  rec- 
tangulaires MP,  MQ. 

La  translation  MP,  perpendiculaire  à  la  rotation  O'C, 
peut  se  composer  avec  cette  rotation  (§167),  et  donne  pour 
résultante  une  rotation  0"  C,  qui  n'est  autre  que  la  rotation 
0'C,déplacécd'unc  certaine  quantité  O'O",  parallèlement  à  elle- 
même,  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0'  sur  la 
vitesse  MP.  On  obtient  donc  une  rotation  0"C  et  une  translation 
MQ  parallèle  à  la  rotation.  Le  système  qui  subit  à  la  fois  ces 
deux  mouvements  élémentaires,  glisse  avec  une  vitesse  MQ  le 
long  de  Taxe  0"C,  autour  duquel  il  tourne  avec  une  vitesse  an- 
gulaire 0"C.  Donc  enfin  (g  159)  la  direction  OfCfcslVaxe  ins- 
tantané glissant  du  système. 

171.  On  pourrait  procéder  différemment.  Substituons  (fig. 
173)  à  la  rotation  OA  une  rotation  0^',  égale  et  parallèle,  ren- 
contrant l'axe  O'B  en  un  point  0'  quelconque,  et  une  transla- 
tion perpendiculaire  au  plan  des  parallèles  OA,  O'A,  et  égale 


m  nrinon  m  maoovunKft. 

à  uxDE  (g  167).  Les  deui  rotations  O'.V  et  O'B  sont  concou- 
rantes .  «jlles  se  composent  donc  en  une  rotation  unique  O'C, 
qu'on  obtient  par  ta  règle  du  parallélo- 
gramme {%  165).  On  ramène  ainsi  les  deui 
rotations  à  une  rotation  et  une  translation: 
puis  on  peut  continuer  comme  tout  à  l'heure. 
La  translation  sera  décomposée  en  deux 
translotions  rectangulaires,  l'une  parallèle, 
l'autre  normale  à  l'axe  de  la  rotation;  et  la 
translation  normale,  composée  avec  la  rota- 
tion, aura  pour  effet  de  déplacer  l'axe  de 
lg'   "  cette  rotation  parallèlement  à  lui-même, 

sans  altérer  sa  grandeur.  En  définitive,  on  obtiendra  une  rota- 
tion et  une  translation  parallèles. 

172.  La  composition  des  mouvements  élémentaires  simul- 
tanés nous  amène  à  retrouver  et  à  compléter  les  théorèmes 
relatifs  au  déplacement  élémentaire  d'un  système  solide. 

Nous  avons  reconnu  d'abord  que  le  mouvement  élémentaire 
d'un  solide  pouvait  être  décomposé  en  une  translation  égale 
et  parallèle  au  mouvement  élémentaire  d'un  point  A,  et  en 
une  rotation  Q  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  A  (g  158). 
Si  la  translation  est  normale  à  la  rotation,  les  deux  mou- 
vements se  composent  en  une  seule  rotation  égale  et  parallèle 
à  la  rotation  primitive  □  (g  167). 

Si  la  translation  est  oblique  à  la  rotation,  on  peut  décompo- 
ser la  translation  en  deux  nouvelles  translations,  l'une  paial- 
lèleà  la  rotation,  l'autre  normale;  celle-ci,  composée  avec  la 
rotation  Q,  donne  une  rotation  égale  autour  d'un  axe  parallèle, 
de  sorte  que  le  mouvement  élémentaire  est  ramené  à  une  ro- 
tation et  à  une  translation  parallèle,  c'est-à-dire  enfin  au  mou- 
vement hélicoïdal  (g  170}. 

Dans  toutes  ces  transformations,  la  rotation  primitive  Û  n'est 
altérée  ni  en  grandeur  ni  en  direction. 

On  peut,  au  lieu  de  composer  la  rotation  fJ  avec  la  compo- 
sante de  la  translation  qui  lui  est  normale,  substituer  à  la 
translalion  un  couple  de  rotations  (u,  u>')  autour  de  deux  axes 
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parallèles,  dont  l'un  rencontre  Taxe  de  la  rotation  0  ;  les  deux 
rotations  concourantes,  o>  et  0,  peuvent  se  composer  en  une 
seule  Qf  (§  168);  et  le  mouvement  élémentaire  du  solide  est 
ramené  à  deux  rotations  a>\  ff,  autour  de  deux  axes  non  con- 
courants. 

Ces  deux  axes  sont  des  droites  conjuguées  (§157);  chacune 
est  située  à  la  fois  dans  les  plans  normaux  menés  aux  tra- 
jectoires des  points  de  l'autre. 

173.  Supposons  qu'on  définisse,  à  un  certain  instant,  le 
mouvement  élémentaire  d'un  système  solide  par  la  vitesse 
de  translation  OP  d'un  point  0,  appartenant  à  ce  système,  et 
par  la  grandeur  et  la  direction  OR  de  Taxe  de  la  rotation 
instantanée  autour  d'un  axe  passant  par  ce  même  point.  On 
mène  par  le  point  0  des  axes  rectan- 
gulaires OX,  OY,  OZ,  suivant  les- 
quels on  peut  décomposer  les  mou- 
vements élémentaires  ainsi  définis  ; 
projetons  OP  et  OR  parallèlement 
aux  axes  ;  soient  V  et  Û  la  vitesse  OP 
et  la  rotation  OR  ;  a,  ($,  v,  les  angles  p.    m 

que  OP  fait  avec  les  trois  axes,  et 

X,  jx,  v,  les  angles  de  OR  avec  les  mêmes  axes.  Appelons  en- 
fin w,  vy  tu,  les  composantes  de  V  suivant  les  axes,  et  p,  ç,  r, 
les  composantes  de  Û  ;  en  sorte  qu'on  ait 

u  =  O/i  =  V  cos  a,  /?=0a=  Qcosi, 
9  =  nm  =  V  cos  p,  q  =  si  =  û  cos  /x, 
t0=fllP  =  VcOSyf         r=/R  =  Qcosv. 

Remarquons  en  pissont  qu'au  lieu  de  donner  V,  û  et  leurs 
directions,  on  peut  donner  les  six  composantes  u,  v,  w,  p,  qy 
r;  ce  qui  revient  à  décomposer  le  mouvement  élémentaire  du 
solide  en  trois  translations  parallèles  aux  axes  coordonnés,  et 
en  trois  rotations  autour  des  mCmes  axes. 

Proposons-nous  de  déterminer  l'axe  instantané  glissant. 

On  sait  d'abord  qu'il  est  parallèle  à  OR  (g  172).  Décompo- 
sons la  translation  OP  en  deux  composantes  OF,  FP,  en  abais- 
sant du  point  P  la  perpendiculaire  sur  OR.  La  droite  OF  sera 
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la  vitesse  de  translation,  on  de  glissement,  dans  le  mouvement 
hélicoïdal  ;  elle  est  égale  an  produit  de  Y  par  le  cosinus  de 
l'angle  de  OP  avec  OR  ;  le  cosinus  de  cet  angle  est  égal  à 

€01  m  COI  à  +  CM  p  COS  /t  -f-  €08  7  €08  Vfc 

ou  à 

donc  la  vitesse  du  glissement  est  égale  & 

vjj  +  rq  +  wr, 

Q ' 

elle  fait  avec  les  axes  les  mêmes  angles  X,  n,  v,  que  la  rotation 
donnée. 

Pour  trouver  la  position  de  Paie  glissant,  on  pourrait  com- 
poser la  rotation  Û = OR  avec  la  translation  normale  PF  (g  1 70) . 
Mais  on  arrive  plus  simplement  par  la  marche  suivante  au 
résultat  cherché. 

Considérons  un  point  quelconque  M  du  système  solide,  et 
soient  g,  y,  z  ses  coordonnées  ;  cherchons  quelles  variations 
ces  coordonnées  éprouvent  par  suite  des  six  mouvements  élé- 
mentaires subis  simultanément  par  le  solide.  Il  suffit  pour 
cela  de  considérer  successivement  ces  six  mouvements,  de 
déterminer  les  variations  correspondantes  des  coordonnées, 
et  de  faire  la  somme  algébrique  des  résultats  ainsi  obtenus. 

La  vitesse  u  augmente,  pendant  le  temps  df ,  la  coordonnée! 
de  udt  sans  rien  changer  à  y  ni  à  z. 

De  môme ,  la  vitesse  v  augmente  y  de  vdt  sans  altérer  x 
ni  z; 

Et  la  vitesse  u?  augmente  z  de  wdt  sans  altérer  x  ni  y. 

Chacune  des  rotations  p,  q,  r,  altère  à  la  fois  deux  coordon- 
nées, en  laissant  sa  valeur  à  celle  qui  est  parallèle  à  l'a&« 
autour  duquel  celte  rolation  s'opère. 

Ainsi  p  altère  y  et  z  sans  altérer  x  ;  q  altère  x  et  z  sans  alti 
rer  y,  et  r  altère  x  et  y  sans  altérer  z. 

Pour  évaluer  les  variations  de  y  et  de  z  dues  à  la  rolatio 
p,  projetons  le  point  M  sur  le  plan  YÛZ  (fig.  175);  la  ruk* 


DE  L'AXE  INSTANTANÉ  CLPMKT. 
lion  p,  supposée  positive,  amène,  pendant  le  (emps  dt,  le 
point  M  en  M',  par  une  rotation  dans  le  scnsYZ  autour  Je  l'aie 
projeté  en  0  ;  menons  MN,  M'iV  parallèles 
à  OZ,  et  Ml,  parallèle  à  OY  :  le  3  du  point 
augmente  de  LM',  et  la  coordonnée  y  dimi- 
nue de  ML.  Or  le  triangle  MM'I,  est  semblable 
au  triangle  OMN ,  dont  les  eûtes  sont  respec 
tiveinenl  perpendiculaires  aux  eûtes  du  pre-  ï~ 
m  ici"  ;  on  a  donc  la  série  de  rapports  égaux  fi*  17». 


et,  observant  que 

on  en  dûiluil 

HM'  =  p  x  ou 

HK  =  *, 

SL  =  p*dt, 

La  variation  de  y  due  à  la  rotation  p  est  donc  égale  à 
—  pi  dt,  et  la  variation  de  s  égale  à  -t-  pij  dt.  On  reconnaît  de 
même  que  la  rotation  q  autour  de  OY  fait  varier  s  de  —  qx  dt, 
el  x  de  -hqzdt;  qu'enfin  la  rotationp  autour  de  OZfait  varier 
a:  de  —  ry  dt  et  y  de  -|-  rx  dt. 

Réunissant  tous  ces  résultats,  on  forme  le  tableau  sui- 
vant : 


nvTUIKTS 

VARIATIONS  COMIES  PONDANTES 

1 

0 
0 

0 
-¥q-dt 

—  1  ■•!'" 

•J 
0 

+  Vllt 
0 

0 

0 

+  Wilt 

■{-P'j'lt 

—  qxtlt 
0 
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Les  variations  des  coordonnées  dues  à  tous  ces  mouvements 
pris  ensemble  sont  donc 

Îdx  =  (11 4-  g%  —  ry)  dt, 
d9  =  [t>+rx-pz)dt, 
dz  =  [xD-\-py —  gx)  dt. 

On  pourrait  décomposer  la  vitesse  V  en  deux  ou  plusieurs 
composantes,  et  opérer  sur  chacune  de  ces  composantes  prises 
séparément  ;  on  trouverait  toujours  le  même  résultat  en  réu- 
nissant les  variations  correspondantes  par  voie  d'addition  algé- 
brique. Arrangeons-nous  pour  que  Tune  des  composantes  de 
la  vitesse  Y  soit  la  vitesse  OF  de  glissement  ;  les  composantes 
de  celte  vitesse  sont  : 

Suivant  Taxe  OX, 


up  +  vq-\-wr^p 


p*  +  q*  +  r*    • 


Suivant  l'axe  OYt 


up  +  f«    \-wr      g 


upq  -+-  vq*  4-  wqt . 
P%  +  q*  +  r*      ' 


Suivant  l'axe  OZ, 


up  -f-  vq  -f-  wr       r n,»r  -f-  vqr  -+-  tr r* 

Les  composantes  suivant  les  mômes  axes  de  la  vitesse  FP 
seront  les  différences 

up*  -f  vpq  +  wpr  _u[q*  +  r*)  —  p  [vq  -f  wr) 
l>f  +  ?*  +  r*  p*+q*~+r*  • 

upq  +  vq*  +  wqr  __v(p*+r*)  —  q(up  +  wr) 
;>t  +  7t+f*  pi  +  ci + rt  • 

_  upr  -f-  ryr  -f-  trr»_  ip(j>»-f  g1)— r  (ifp-fpg) 
/>*-+-<7*+r«  ;j«  +  ç«  +  r»  » 

et  par  suite,  abstraction  faite  de  la  vitesse  de  glissement,  les  va- 
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rialinns  des  coordonnées  dues  a  la  rolalion  Û  et  à  la  transla- 


(>?  +  >*)  — rirq  +  vr) 


■„■       /flr'  +  p^  —  g(m 

■  ■     /"M)'1 +  ?']-'(») 


m) ,«, 


ces  formules  étant  obtenues  en  remplaçant  dans  les  équa- 
tions (1)  les  composantes w,  v,  w  delaiilesse  totale V,  parles 
composantes  de  sa  composante  FP. 

Or  l'aie  inslanlané  glissant  reste  immobile  quand  on  sur- 
prime le  glissement  qui  s'opère  le  long  de  sa  direction;  les 
équations  de  cet  axe  s'obtiendront  donc  en  égalant  à  zéro 
les  variations  <ix',  <hj\  </;'.  L'axe  instantané  glissant  est  ainsi 
la  droile  définie  par  les  trois  équations  : 


-gx  = 

—  m= 

ri", 

+  .-, 

-m  r +  ',■■> 

f     y, 

■1     "■ 

{<*  + 

-■[F*+**l 

Ces  trois  équations  ne  sont  pas  incompatibles  ;  en  effet,  si 
l'on  éliminei  entre  les  deux  dernières,  on  retombe  sur  la  pre- 
mière en  vertu  de  l'identité  : 


r[r,up- 


«{<!*  +  •*>] 


t-JlptW+w 

-v  j.'  +  r*;^ 

174.  Cherchons  quelles  variations 
de  coordonnées  produit  sur  un  solide 
une  rotation  u  autour  d'un  axe  AP,  qui 
ne  passe  pas  par  l'origine. 

Pour  définir  la  position  de  l'aie  AP, 
nous  donnerons  les  coordonnées  Ç,  >],  Ç, 
d'un  de  ses  points  A,  et  les  compo- 
santes /)',  tf,  r1,  de  la  rolalion  a  décomposée  parallèlement  aux 
trois  axes. 

Uc   cou»*»  11 


Fij.  "6- 
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Par  le  point  0,  menons  un  axe  OP',  parallèle  à  AP  ;  nous 
pourrons  supposer  la  rotation  o>  transportée  à  cet  axe,  en  y 
joignant  une  translation  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
droites  AP,  OP'.  Soient  u',  v',  w\  les  composantes  de  cette 
translation  ;  nous  aurons  d'abord 

puisque  l'angle  de  la  translation  avec  la  rotation  OF  est  droit; 
les  équations  de  l'axe  AP  seront  les  équations  (3),  savoir  : 

,        ,  _  v  [uy  h-  v'g')  —  v*  [p*  4-  g") 

py  —  qx  —  _____  , 

__  p>  (*q>  +  u>'r*)  -  tf  tf*  4-  r*) 

g'  (ip V  +  »'/^  -  V  (r*  +  ?*) 
rt  ""  V% j^  +  ^  +  r* ~ 

Remplaçant  m'/i' +  »Y  Par  —  w'r'>  t^Y  +  wV  par  — tfp',  et 
w'//  -h  w/r'  par  —  v'g',  ^  v'cn^ 

p'y  —  q'x  =  —  m?', 
ç's  —  r'*/  =  —  u't 
r*x  —  p'z  =  —  r', 

et  ces  équations  déterminent  les  composantes,  u\  v\  w',  delà 
translation.  L'axe  AP  passant  en  effet  au  point  A,  dont  les 
coordonnées  Ç,  r^  Ç,  sont  des  quantités  connues,  on  aura 

!u'  =  r'r,  —  </r, 
r'  =  />';  — i'r, 

ces  relations  pourraient  se  déduire  des  équations  (1),  en  y  fai- 
sant dx,  dy,  dz  égaux  à  0.  Nous  pouvons  ensuite  appliquer  ces 
mêmes  équations  à  la  recherche  des  variations  des  coordonnées 
x,  i/,  %  d'un  point  quelconque,  sous  l'influence  de  la  transla- 
tion (h',  v',  w')  et  de  la  rotation  (p\  */,  r'),  passant  par  l'ori- 
gine i  et  nous  aurons  par  conséquent  : 

dx  —  fn  —  q'Ç  +  q,z  —  r*y)  <//, 
dy  =  (V%  -  ^l  +  r'x  — />'*)  <//, 
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bien 

(5)  (4r  =  [r#l*-fl-p'(»-aj*. 

'  <**  =  [/>' (y— »)— 7'(*—  i)]dt. 

mules  auxquelles  conduirait  directement  un  changement! 
coordonnées,  résultant  du  transport  de  l'origine  au  point 
sans  altération  du  parallélisme  des  axes. 
175.  Enfin,  nous  allons  déterminer  les  équations  de  deux 
tes  conjuguées  ;  elles  seront  définies,  Tune  par  les  coordon- 
»  Ç,  tq,  Ç  de  Pun  de  ses  points  et  les  composantes  p\  (f,  r*, 
la  vitesse  angulaire,  l'autre  par  les  coordonnées  Ç*,  rf,  Ç9 
es  composantes  p",  <(\  r". 

appelons  toujours  u,  v,  wy  et  p,  qy  r,  les  composantes  don- 
;s  de  la  translation,  et  de  la  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
it  par  l'origine. 

jes  variations  </#,  tfy,  dz  des  coordonnées  d'un  même  point, 
îs  aux  mouvemenls  composants,  s'obtiendront  en  faisant 
sommes  algébriques  des  variations  partielles  dues  à  chaque 
uvement  en  particulier;  appliquons  donc  les  équations  (1) 
5),  et  nous  aurons,  en  divisant  par  dty 

!«  +  $*  —  ry  =  tf(z  —  tt  —  fùr  —  «)+$"(*  —  «1  —  r*  (y — V), 
*  +  r*  —  ji»=f(x  —  Ç)—  j/(3_ç)-hr"(*-ç')—  1*1*  —  *'). 
•+Hf— **=!»' (y— *)— tfl*— ç)+j*(ir— *')--  $*(*— r). 

.  équations  doivent  être  vérifiées  par  toutes  les  valeurs  pos- 
es de  Xj  y,  %\  et  par  suite,  les  multiplicateurs  de  ces  va- 
ries et  le  terme  indépendant  doivent  être  séparément  nuls; 
qui  conduit  aux  neuf  équations 

«  +  9'Ç  —  f'n  +  q"V  —  rV  —  0, 
r  —  i*  —  r"  =  0. 

(7)  {  r  —  f  —  r"  =  0, 

jj  —  j/ — 1/=  0. 

fl  —  <f  —  Ç*  =  0. 
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Ce  groupe  de  neuf  équations  ne  contient  que  cinq  relations  dis- 
tinctes. 

Il  y  en  a  d'abord  trois  qui  sont  écrites  deux  fois,  ce  qui  ré- 
duit le  nombre  effectif  d'équations  à  six  ;  de  plus,  multiplions 
la  première  par  p",  la  quatrième  par  g",  la  septième  par  r\ 
et  ajoutons  :  nous  aurons  pour  résultat 


p"u  -+-  q"o  4-  r*w  -fr-  qfp" 


*     ti  H-  Vq" 
—  r*q' 


ç  =  0. 


Remplaçant  dans  cette  équation  p",  q'\  r",  par  p— p\  q— <(, 
r  —  r*,  il  vient 

{p-1ï)u  +  {q-q')p  +  (r-r')w  +  {pq'-qp')i;+{rp'  — pr^n 

ou  bien 

(8)    J>'(k  +  ?S  — r^-h/^+rç  —  J>Ç)-ff(tt>+pii  —  qt)=pu  +  qr  +  wr, 

équation  qui  lie  entre  elles  les  six  quantités  p',  q\  r*  et  Ç,  rn  Ç. 
Si  donc  on  donne  u,  v,  w,  p,  ç,  r,  on  pourra  prendre  arbi- 
trairement un  point  Ç,  yj,  Ç,  pour  y  faire  passer  l'axe  de  Tune 
des  deux  rotations;  l'équation  (8)  établit  une  condition  à 
laquelle  doivent  satisfaire  les  composantes  p\  g\  r7,  de 
cette  rotation  ;  deux  seulement  sont  donc  arbitraires,  et  la 
troisième  se  déduit  de  l'équation  (8).  On  peut  prendre  arbi- 

i/    a' 
irairement,  par  exemple,  les  rapports  '-,  ^,  qui  définissent 

entièrement  la  direction  de  l'axe  ;  l'équation  (8)  donne  en- 
suite les  valeurs  des  rotations  composantes,  et  par  suite  de 
la  rotation  totale. 

Une  fois  ce  choix  fait,  les  équations  (7)  font  connaître,  les 
unes  les  composantes  de  la  rotation  conjuguée  p",  ç",  r",  les 
autres  les  équations  de  l'axe  autour  duquel  elle  s'effectue. 
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APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DES  MOUVEMENTS  SIMULTANÉS  AU  MOUVE- 
MENT DE  LA  TERRE  DANS  L'ESPACE. THÉORIE  SOMMAIRE  DU  PEN- 
DULE DE    FOUCAULT. 

176.  Le  mouvement  de  la  terre  dans  l'espace  fournit 
un  exemple  de  la  composition  des  mouvements  simulta- 
nés. On  sait  que  le  globe  terrestre  parcourt  dans  Tannée 
une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  un  des  foyers;  ce  mouve- 
ment représente  le  mouvement  de  transla- 
tion. En  même  temps,  le  globe  terrestre  est 
animé,  de  l'ouest  à  l'est,  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  de  la  ligne  des 
pôles j  ou  de  l'axe  du  monde;  la  durée  de 
la  révolution  est  de  24  heures.  Yoilà  donc    s"    -,   JW 

Pig.  177 

le  mouvement  de  la  terre  décomposé  en 
deux  mouvements  simples,  la  translation  et  la  rotation, 
et  à  chacun  de  ces  mouvements  correspond  une  période  par- 
ticulière :  à  la  translation  Vannée,  à  la  rotation  le  jour. 

La  durée  du  jour  solaire,  prise  entre  deux  passages  consé- 
cutifs du  soleil  au  méridien  du  même  point  du  globe,  est  lé- 
gèrement variable  aux  différentes  époques  de  l'année,  bien 
que  la  vitesse  de  rotation  du  globe  soit  constante.  Il  est  facile 
de  se  rendre  compte  de  cette  inégalité.  Soit  S  le  centre  du 
soleil,  etT  la  terre  en  un  point  de  son  orbite  LL'  (fig.  177). 
Joignons  le  centre  T  de  la  terre  au  centre  du  soleil;  la  ligne 
TS  rencontre  en  A  la  surface  terrestre,  de  sorte  qu'à  l'époque 
que  nous  considérons,  il  est  midi  vrai  pour  le  point  A. 

Vingt-quatre  heures  après,  la  terre  s'est  transportée  en  T' 
en  vertu  de  son  mouvement  de  translation.  En  même  temps, 
fe globe  a  subi  une  rotation  autour  de  son  centre  T  et  a  accompli 
un  tour  entier;  mais  ce  tour  enlier  n'a  pas  ramené  le  point  A 
'ans  la  direction  du  soleil,  car  le  tour  est  entièrement  accom- 
pli dès  que  le  point  A  est  arrivé  en  A"  sur  une  parallèle,  T'A", 
TA.  L'intervalle  de  temps  compris  entre  deux  retours  con- 
ècutifs  d'un  même  point  A  dans  des  directions  parallèles 
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TA,  T'A",  est  nommé  jour  sidéral,  parce  qu'on  peut  supposer 
que  ces  directions  TA,  T'A"  aboutissent  à  une  même  étoile  in- 
finiment éloignée  de  la  terre;  le  jour  sidéral  mesure  la  véri- 
table période  du  mouvement  de  rotation  uniforme,  et  a  une 
durée  constante.  Le  jour  solaire  surpasse  le  jour  sidéral  de 
tout  le  temps  que  le  globe  met  à  décrire  le  petit  angle  A'TA'; 
ce  petit  déplacement  angulaire  (pendant  lequel  le  centre  T' de 
la  terre  avance  d'une  certaine  quantité  sur  sa  trajectoire)  ra- 
mène le  point  A  en  A'  et  complète  la  durée  du  jour  solaire, 
intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  midis  vrais  consé- 
cutifs en  un  même  point  du  globe. 

La  durée  du  jour  solaire  est  donc  variable,  car  elle  dépend 
de  la  vitesse  de  translation  de  la  terre,  laquelle  n'est  pas  la 
même  pour  tous  les  points  de  l'orbite,  c'est-à-dire  pour  tons 
les  jours  de  Tannée. 

Le  jour  moyen  ou  jour  civil,  est  la  moyenne  des  jours  so- 
laires pendant  Tannée.  C'est  une  période  constante  qu'on  par- 
tage en  24  heures.  Cherchons  le  rapport  du  jour  sidéral  au 
jour  solaire  moyen.  La  durée  de  la  révolution  entière  de  la 
terre  autour  du  soleil,  ou  Tannée,  est  d'environ  365  jours 
moyens  {.  Or,  en  un  jour  moyen,  la  terre  fait  autour  de 
son  axe  un  tour  entier  pour  amener  le  point  A  en  A",  et 
elle  décrit  de  plus  un  angle  A'TA',  égal  à  T'ST  ;  appelons  t 

la  durée  du  jour  sidéral  rapportée  au  jour  moyen  :  la  va- 

1 

leur  moyenne  de  Tangle  T'ST  est  égale  à  la  fraction  -*pr  du 

tour  entier,  et,  par  suite,  le  temps  que  met  la  terre  à  décrire 
cet  angle  est 

Donc 

/ 1 1  4-  —,  )  =24  heures  solaires  moyennes  =  86400  secondes. 

cl  enfin 

t  = _J — *i  =  80104  seconde», 

m  OOGJ- 
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Le  jour  sidéral  est  donc  plus  court  que  le  jour  solaire 
moyen,  de  86400  —  86164  =  236  secondes  =  3m  56%  ou 
d'environ  4  minutes  (de  jour  moyen). 

177.  La  translation  annuelle  et  la  rotation  diurne  sont  les 
principaux  mouvements  de  la  terre.  Mais  ce  ne  sont  pas  les 
seuls.  Les  astronomes  ontdécouvert  que  notre  globe  participe 
à  d'autres  mouvements  beaucoup  plus  difficiles  à  étudier.  Nous 
avons  admis  jusqu'ici  que  l'axe  de  la  terre  se  déplaçait  dans 
l'espace  parallèlement  à  lui-même.  Ce  n'est  pas  le  mouvement 
le  plus  général  d'un  corps  solide.  Nous  avons  décomposé 
le  mouvement  de  la  terre  en  une  translation  et  une  rotation 
autour  d'un  axe  passant  par  son  centre.  Faisant  abstrac- 
tion du  premier  mouvement,  le  second,  qui  s'accomplit 
autour  d'un  même  point  fixe,  peut  consister  dans  une  série 
de  rotations  instantanées  autour  d'axes  successifs  passant  par 
ce  point,  et  nous  avons  vu  (g  162)  que  ce  mouvement  continu 
de  rotation  équivalait  au  roulement  d'un  cône  lié  au  corps 
mobile,  sur  la  surface  d'un  second  cône  fixe  dans  l'espace.  La 
translation  parallèle  de  l'axe  de  rotation  n'étant  pas  le  mou- 
vement le  plus  général  d'un  corps  libre,  il  est  probable  que  la 
terre  est  animée  d'un  mouvement  plus  compliqué. 

On  constate,  en  effet,  que  l'axe  de  la  terre  n'est  ni  rigou- 
reusement fixe  dans  le  globe,  ni  rigoureusement  parallèle  à 
une  direction  fixe  dans  l'espace.  Ilipparque  a  reconnu  le 
premier  que  l'axe  de  la  terre  décrit  en  26000  années  un  cône 
droit  autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptique  :  ce 
mouvement, extrêmement  lent,  déplace  d'environ  50  secondes 
sexagésimales  par  an  la  ligne  d'intersection  de  l'écliptique 
avec  l'équaleur  ;  il  est  connu  en  astronomie  sous  le  nom  de 
précession  des  équinoxes.  Bradley  a  démontré  plus  tard  que 
Taxe  de  la  terre  ne  suit  pas  exactement  la  surface  du  cône 
droit  indiqué  par  Hipparque,  mais  qu'il  oscille  de  quelques 
secondes  de  part  et  d'autre  de  cette  surface  dans  une  période 
de  18  années  environ  :  c'est  ce  mouvement  qu'on  appelle  la 
nutation.  On  rend  compte  de  ces  mouvements  en  imaginant 
un  cône  très  peu  ouvert,  ayant  son  sommet  au  centre  même 
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fie  la  Icrrc  et  faisant  corps  avec  elle,  puis  un  second  cBne 
ayant  même  sommet,  maïs  fixe  dans  l'espace,  et  en  suppo- 
sant que  le  premier  cône  roule  sur  le  second  de  manière 
à  faire  chaque  jour  un  tour  entier.  Si  l'on  néglige  la  nuls- 
tic-n,  balancement  très  restreint  de  l'axe  de  part  et  d'autre 
d'une  position  moyenne,  et  si  l'on  se  borne  au  mouvi-im'iil 
moyen  de  procession,  on  p?ut  définir  le  mouvement  ;hu-i 
simplifié  en  prenant  pour  cône  mobile  et  pour  cime  fixe  Dam 
cônes  de  révolution.  Le  pôle  réel  du  globe,  au  lieu  d'être 
un  point  rigoureuse  ment  fixe  sur  la  surface  de  la  terre,  est 
un  point  mobile  qui,  dans  celle  hypothèse,  décrirait  chaque 
jour  autour  du  pôle  moyeu  un  cercle  d'environ  S&cealù 
de  rayon. 

178.  Pendule  île  Foucault.  La  décomposition  des  rotations 
fournil  une  explication  sommaire  du  mouvement  apparent 
observé  dans  l'expérience  de  Foucault. 

On  attache  à  un  point  A  très  élevé  un  fil  AB  d'une  grande 
longueur  ;  à  l'extrémité  li  on  suspend  une  lentille  pesante.  On 
écurie  le  pendule  ainsi  formé  de  la  position  verticale  AC,  puis 
on  le  laisse  osciller  de  AH  en  AB'.  Quand  l'expé- 
rience est  faite  avec  toutes  les  précautions  con- 
venables, on  ne  larde  pas  à  remarquer  que  le 
plan  d'osciliation  du  pendule  prend,  par  rap- 
port aux  objets  fixes  environnants,  un  niuiiv;- 
mcnlà  peu  près  uniforme  autour  de  U  v>  ili- 
cale,  dans  le  sens  du  mouvement  apparent  du 
soleil,  comme  si  ce  plan  ne  subissait  pas  le 
mouvement  d'enlrainemcnl  qui  correspond* 
i  terre. 

Voici  comment  on  peut  se  rendre  compte  de  ce  phénomène. 

Soit  (fig.  179)  PEP'E'  la  sphère  terrestre;  0  son  centre; 

PI",   la  ligne  des  pôles  ou  l'axe  de  la  sphère,  qui  conserve 

dans  l'espace  une  direction  sensiblement  fixe;  EE'  le  plan  de 

l'équaleur. 

Suspendons  d'abord  le  fil  au  point  À,  sur  la  verticale 
du  pôle  nord,  écartons  la  lentille  B  de  la  verticale,  et  I. 


Fig.  178. 

la  rotation  de 
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osciller  le  pendule.  Rigoureusement,  l'oscillation  ne  s'effec- 
tuerait pas  dans  le  plan  vertical  PAB,  parce  qu'en  écartant  la 
lentille,  la  main  de  l'observateur  lui  communique  au  point  B, 
perpendiculairement  à  ce  plan,  la  vitesse  qu'elle  possède  elle- 
même  en  ce  point,  et  qui  est  le  produit  de  sa  distance,  BP, 
à  l'axe  de  la  terre,  par  la  vitesse 
angulaire  du  globe.  Mais  cette  vitesse 
est  très  faible,  parce  que  la  distance  BP 
est  très  petite,  et  nous  admettrons 
qu'on  peut  n'en  pas  tenir  compte,  ou, 
plus  rigoureusement,  qu'on  a  eu  soin 
de  la  détruire,  en  imprimant  à  la  len- 
tille, au  moment  où  on  l'abandonne, 
une  vitesse  égale  et  contraire.  Alors  le 
mouvement  s'accomplit  dans  le  plan 
PAB.  On  s'assure,  par  une  expérience 
préalable,  que  la  torsion  du  fil  AB  ne  déplace  pas  le  plan  d'os- 
cillation. La  pesanteur  ne  contribue  pas  d'ailleurs  à  modi- 
fier la  position  de  ce  plan.  Il  restera  donc  fixe  dans  l'espace, 
et  comme  le  globe  fait  en  vingt-quatre  heures  un  tour  entier 
de  l'ouest  à  l'est  autour  de  l'axe  PA,  l'observateur,  entraîné 
dans  ce  mouvement,  attribuera  au  plan  d'oscillation  du  pen- 
dule un  mouvement  de  rotation  de  lest  à  l'ouest,  égal  et  con- 
traire au  mouvement  dont  il  est  lui-même  animé;  le  plan  du 
pendule,  pour  l'observateur  placé  les  pieds  en  P,  la  tôte  en  A, 
tournera  donc  de  gauche  à  droite,  dans  le  sens  de  la  marche 
apparente  du  soleil. 

On  reconnaîtrait  de  même  que,  si  l'observation  se  faisait  au 
pôle  sud,  P',  le  plan  du  pendule  paraîtrait  tourner  de  droite  à 
gauche  autour  de  P'P,  car  l'observateur  aurait  au  point  Fia 
position  inverse  de  celle  qu'il  a  en  P. 

On  peut  donc  prévoir  qu'en  un  point  pris  au  hasard  à  la  sur- 
face de  la  terre,  le  plan  du  pendule  prendra  un  certain  mou- 
vement apparent;  mais  quelle  relation  ce  mouvement  appa- 
rent aura-t-il  avec  le  mouvement  de  rotation  delà  terre? 

Pour  résoudre  cette  question,  remarquons  d'abord  que  si 
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l'on  fait  l'expérience  en  deux  points  N  et  N',  également  dis- 
tants de l'équateur  EE',  l'un  dans  l'hémisphère  boréal,  l'autre 
dans  l'hémisphère  austral,  on  verra,  en  N,  le  plan  du  pendule 
tourner  autour  de  la  verticale  dans  le  sens  e$t-$ud-ouest-nord, 
tandis  qu'en  N',  il  tournera  auto  jr  de  la  verticale  du  lieu,  dans 
le  sens  est-nortl-ouest-sntl.  A  l'équateur,  par  conséquent,  le 
plan  du  pendule  restera  immobile,  car  l'équateur  est  la  limite 
commune  des  deux  régions  où  les  mouvements  observés  sont 
contraires. 

Nous  avons  ainsi  reconnu  les  lois  du  mouvement  apparent 
au  pôle  et  à  l'équateur  :  au  pôle,  rotation  qui  fait  accomplir 
au  plan  du  pendule,  de  l'est  à  l'ouest,  un  tour  entier  de  l'hori- 
zon en  24  heures  ;  à  l'équateur,  immobilité  du  plan.  11  reste 
à  savoir  ce  qui  se  passe  en  un  point  C,  intermédiaire  un  In;  I. 
pôle  P  et  l'équateur. 

Joignons  OC,  et  élevons  sur  OC  une  perpendiculaire  ÛB; 
puis  prenons  sur  l'axe  01'  une  longueur  0L>  pour  représenter 
la  vitesse  de  rotation  du  globe.  Décomposons  cette  rotation 
en  deux  autres,  autour  des  axes  OC,  OH;  pour  cela  ilsnllJi  il 
projeter  le  point  I)  en  F  cl  en  G,  sur  les  droites  rectangulaires 
OC  et  OH.  Les  longueurs  OFel  0G  représenteront,  ù  la  même 
échelle,  les  vitesses  de  rotation  composantes,  et  en  appelant 
ù  la  rotation  de  la  terre  et  X  la  latitude,  COE,  du  point  C,  la 
rotation  OFsera  égale  à  u  sin  X,et  la  rotation  OC  à  wcosX. 

Considérons  successivement  ces  deux  rotations.  A  l'égard  de 
la  rotation  OG,  le  point  C  se  trouve  comme  à  l'équateur  de  h 
sphère  dont  le  point  II  est  le  pôle.  Si  celte  rotation  existait 
seule,  elle  ne  produirait  aucun  déplacement  apparent  du 
plan  d'oscillation  du  pendule,  et  par  suite  nous  n'avons  pas 
ii  tenir  comple  de  la  composante  OG. 

A  l'égard  de  la  rotation  OF,  le  point  C  est  situé  au  pôle  qu'au- 
rait le  globo  si  celle  rotation  existait  seule;  par  conséquent  la 
plan  d'oscillation  du  pendule  prendra,  par  rapport  à  l'obser- 
vateur qui  fait  en  C  l'expérience,  un  mouvement  de  rotation 
autour  delà  verticale  du  lieu,  de  l'est  à  l'ouest  en  passant  par 
le  sud,  et  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  w  sin  X.  Puisque 
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le  globe. fait  un  tour  entier  sur  lui-même  en  24  heures,  le 
plan  du  pendule  fera  au  point  C  le  tour  entier  de  la  verticale 

dans  un  temps  égal  à  24  heures  x  — s— r.  c'est-à-dire  dans 

r     °  sut  X' 

un  temps  de  plus  en  plus  long  à  mesure  que  le  point  C  se 

rapproche  de  Téquateur;  la  durée  du  tour  devient  infinie 

quand  le  point  C  est  sur  l'équateur  même,  parce  qu'alors  OF 

est  nul,  ce  qui  confirme  ce  que  nous  avions  reconnu  déjà. 

À  la  latitude  de  45°,  sin  X=l  J 2  =  .   . .  .  Donc  la  durée 

1,41 

du  tour  entier  serait,  à  cette  latitude,  de 

24  heures  X  1,41, 

ou  de  33  heures  50  minutes. 

Cette  célèbre  expérience  rend  sensible  pour  ainsi  dire  le 
mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  dynamique  nous  fournira  une  analyse  plus  rigoureuse 
du  phénomène. 

MOUVEMENT   RELATIF   DE   DEUX   SOLIDES. 

179.  Si  deux  systèmes  invariables  sont  tous  deux  en  mou* 
vement,  et  qu'on  propose  de  trouver  le  mouvement  relatif  de 
l'un  par  rapport  à  l'autre,  on  peut,  par  la  pensée,  imprimer  aux 
deux  systèmes  un  même  mouvement  commun,  ce  qui  n'alté- 
rera en  rien  le  mouvement  relatif  cherché  (§  70);  prenons  pour 
ce  mouvement  additionnel  un  mouvement  égal  et  contraire  au 
mouvement  absolu  dont  le  second  système  est  animé  ;  le  second 
système  sera  ramené  au  repos,  et  le  mouvement  résultant  que 
possédera  le  premier  système  sera  le  mouvement  relatif 
demandé. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  sera  conduit  par  cette  règle  à 
composer  ensemble  deux  mouvements  élémentaires  héli- 
coïdaux :  le  mouvement  résultant  est  encore  un  mouvement 
hélicoïdal. 

180.  Supposons  que  les  deux  systèmes  solides  soient  tan- 
gents en  un  point  unique,  ce  qui  arrive  fréquemment  dans  les 
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inacliincs.  Le  mouvement  relatif  de  l'un  des  corps  parrappurt 
à  l'autre,  supposé  fixe,  rentre  dans  les  différents  cas  suivants. 

Le  pivotement  est  une  rotation  du  corps  mobile  autour  de 
la  normale  élevée  au  point  de  contact  des  deux  corps  sur  les 
ïurfaces  par  lesquelles  ils  se  touchent. 

Le  roulement  consiste  en  une  série  de  rotations  ifitlniiiuiil 
petites  du  corps  mobile  autour  d'une  droite  menée  par  le 
point  de  contact  dans  le  plan  tangent  commun.  Dans  ce  mou- 
vement, la  suite  des  points  de  contact  forme  une  courbe  sur 
chacun  des  deux  corps;  la  courbe  du  corps  mobile  roule 
sur  la  courbe  fixe,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  à  chaque  instant 
égalité  entre  les  arcs  parcourus  par  le  point  de  contact  sur 
chacune  de  ces  deux  lignes. 

Le  glissement  a  lieu  quand  un  même  point  du  corps  mobile 
fpuche  le  corps  fixe  en  des  points  différents;  on  dit  alors  que 
leglissement  eslsimple.  I!  est  mixte,  c'est-à-dire  compliqué  itc 
roulement,  quand  les  points  des  deux  corps  qui  arrivent  suc- 
cessivement au  contact  ne  sont  pas  à  la  même  dislance  les  uns 
des  autres  sur  les  deux  corps,  ou  lorsqu'il  n'y  a  pas  égal  i  lé  entre 
les  arcs  parcourus  simultanément  sur  les  lignes  de  contact 
par  le  point  géométrique  commun  aux  deux  corps.  On  donne 
ie  nom  de  glissement  mixte  angulaire  au  mouvement  de  glisse- 
ment mixte,  lorsque  les  deux  lignes  des  points  de  contact  suc- 
cessifs ne  sont  pas  tangentes  l'une  à  l'autre  au  point  de  contact 
des  deux  corps,  ou  lorsqu'elles  se  coupent  sous  un  certain 
angle  dans  le  plan  tangent  commun.  Lorsque  ces  deux  ligna 
sont  tangentes,  le  glissement  mixte  est  dit  langenliel. 

181 .  Quand  les  deux  corps  ont  plus  d'un  point  de  contact, 
le  mouvement  relatif  rentre  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
classes,  si  l'on  se  borne  à  considérer  un  point  de  contact  en 
particulier  ;  mais  la  nature  du  mouvement  relatif  peut  varier 
d'un  point  de  contact  à  un  autre. 

Les  mouvements  les  plus  utiles  à  considérer  sont  encore  le 
roulement  simple  et  le  roulement  accompagné  degli- 

Lorsqu'il  y  a  roulement  simple  eu  tout  point  de  contact  des 
deux  solides,  le  corps  mobile  tourne  autour  d'une  droite 
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menée  par  ce  point  dans  le  plan  tangent  commun  ;  et  par 
suite,  tous  ces  points  de  contact  sont  situés  sur  une  seule  et 
même  ligne  droite,  qui  sert  d'axe  à  la  rotation  instantanée. 
Pour  que  le  mouvement  continu  du  corps  mobile  puisse  être 
un  roulement  simple  sur  le  corps  fixe,  il  faut  donc  que  les 
surfaces  des  deux  corps  soient  des  surfaces  réglées.  C'est  ce 
qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  un  cylindre  roule  sur  un  plan 
ou  sur  un  autre  cylindre  parallèle,  ou  quand  un  cône  roule 
sur  un  plan  ou  sur  un  autre  cône  de  même  sommet. 

Si  les  surfaces  des  deux  corps  sont  réglées,  il  est  possible 
qu'à  chaque  instant  le  mouvement  élémentaire  du  solide  mo- 
bile comprenne  une  rotation  autour  de  la  génératrice  de  con- 
tact, et  une  translation  le  long  de  cette  même  génératrice. 
C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  mouvement  continu 
d'un  solide,  pour  les  deux  surfaces  réglées  formées  dans 
l'espace  et  dans  le  corps  par  la  suite  des  positions  de  Taxe 
instantané  glissant  (§  162). 

182.  Soit  M  le  point  de  contact,  à  un  certain  instant,  de 
deux  corps  mobiles.  Au  bout  du  temps  infiniment  petit  dt,  le 
point  M,  considéré  comme  appartenant 
au  premier  corps,  vient  en  M',  et  le      -^L^          ^ -~- 
point  M ,  considéré  comme  apparte-      fb^i?22^^-:™ 
nant  au  second  corps,  vient  en  M".  k'        [/' ** 

Soit  AB  le  plan  tangent  commun      lu  b 

aux  deux  corps  mené  par  le  point  M.  Fig.  iso. 

Ce  plan,  entraîné  successivement  par 
le  mouvement  de  chacun  de  ces  deux  corps,  viendra  occuper 
les  positions  A'B'  pour  l'un,  A"B"  pour  l'autre  ;  ces  nouveaux 
plans  font  des  angles  infiniment  petits  avec  leur  position  pri- 
mitive, et  par  suite  les  points  qui  y  sont  situés  dans  le  voi- 
sinage des  points  infiniment  rapprochés  M'  et  M",  sont  à  des 
distances  de  ces  plans  infiniment  petites  du  second  ordre.  On 
peut  donc  regarder  les  points  M'  et  M"  comme  appartenant  à 
un  plan  CD  parallèle  au  plan  AB.  Le  nouveau  point  de  contact 
des  deux  corps  au  bout  du  temps  dt  est  situé  à  une  distance  de 
ce  plan  infiniment  petite  du  second  ordre.  La  distance  M'M* 
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représente  le  glissement  relatif  des  deux  corps  au  point  M, 
et  le  quolienl  — j—  la  vitesse  du  glissement  relatif.  Le  glisse- 
ment élémentaire  est  ainsi  mesuré  par  la  distance  acquise  par 
deux  points  primitivement  confondus  en  un  seul,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  la  distance  perdue  par  deux  points  pri- 
mitivement séparés  qui  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Lorsque  le  mouvement  relatif  des  deux  corps  est  un  roule- 
ment simple,  le  glissement  relatif  est  un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  et  la  vitesse  du  glissement  est  nulle.  En  effet, 
E  BoitM,  a  un  certain  instant,  le  point  de  coril.icl 
des  deux  corps  qui  roulent  l'un  sur  l'autre. 
Considérons  les  deux  points  E  et  F  qui 
se  confondre,  en  vertu  du  roulement,  au  boul 
du  temps  dt;  ces  points  sont  à  des  distances  infiniment 
petites  égales,  ME  =  Ml1',  de  Taxe  delà  rotation  ôlémen  taire 
qui  s'opère  autour  du  point  M  ;  une  rolalion  infiniment  pe- 
litiî  torfl  autour  de  M  amène  le  point  E  à  coïncider  avec  k 
point  F  ;  l'arc  EF,  qui  représente  le  glissement  élémentaire,  est 
donc  égal  au  produit  de  la  distance  MK  par  la  rotation  wdt; 
ce  produit  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  par 
suite  la  vitesse  du  glissement  est  égale  à  zéro. 


EXEMPLE    CE    LA    BECHEnCilE    DU    S10UVE1IEKT    I1EI.ATU* 
DE    DEUX   SOLIDES. 


183.  Supposons  que  les  deux  cercles  OA 
et  O'A,  tangents  au  point  A,  ou  plu  tût  les 
deux  cylindres  droits  auxquels  ces  cercles 
servent  de  bases,  soient  animés  chacun  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre, 
le  premier  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  et  le 
second  dans  le  sens  de  la  flèche  /%  de  ma- 
nière que  les  vitesses  linéaires  des  points  des 
deux  circonférences  soient  égales.  C'est  ce 
qui  a  lieu ,  par  exemple,  dans  les  engrenages.  On  demande 
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le  mouvement  du  système  0'  par  rapport  au  système  0. 
Appelons  v  la  vitesse  linéaire  commune  aux  deux  circonfé- 
rences ;  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  qui  s'effectue  autour 

de  Taxe  0  sera  égale  à  g,  en  appelant  R  le  rayon  OA  du  pre- 
mier cercle  ;  la  vitesse  angulaire  du  second  cercle  autour  de 
(y  sera  de  même^  en  appelant  R'  le  rayon  O'A.  Imprimons 

à  l'ensemble  des  deux  systèmes  un  mouvement  égal  et  con- 
traire au  mouvement  propre  du  système  0.  De  cette  manière, 
le  système  0  restera  en  repos,  et  le  système  0'  prendra  un 
mouvement  composé  qui  sera  le  mouvement  cherché. 

v 
Nous  sommes  donc  amenés  à  composer  la  rotation  ^  autour 

de  l'axe  0',  mouvement  propre  du  cercle  O'A,  avec  une  rotation 

égale  et  contraire  à  tt,  autour  de  l'axe  0.  Ces  deux  rotations 

sont  parallèles  et  de  même  sens;  elles  se  composent  (g  165) 
en  une  seule,  parallèle,  de  même  sens,   et  égale  à  leur 

v      v 
somme  g-+-g-,>  et  Taxe  de  la  rotation  résultante  partage  la 

distance  00'  des  axes  des  rotations  composantes  dans  le  rap- 
port inverse  des  vitesses  angulaires,  c'est-à-dire  dans  le  rap- 
port 


a) 


n  ""  oa  ' 


Cet  axe  passe  donc  au  point  de  contact  A  des  deux  cercles.  La 
circonférence  (VA  roule  sans  glisser  sur  le  cercle  OA  ;  le  mou- 
vement relatif  du  cercle  0'  par  rapport  au  cercle  0  est  un 
roulement  uniforme  du  premier  cercle  sur  le  second,  et  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  circonférence  mobile  autour  de  son  point 
de  contact  avec  la  circonférence  fixe  est  égale  à 


(il     ÏT')' 
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formule  que  nous  avions  déjà  établie  d'une  manière  générale 
(§  1 43) ,  pour  le  roulement  d'une  courbe  mobile  sur  une  courbe 
fixe,  en  appelant  v  la  vitesse  linéaire  du  point  géométrique  de 
contact  des  deux  courbes. 


CHAPITRE  II 

DE  L'ACCÉLÉRATION   DANS  LE   MOUVEMENT  RELATIF 
ET  DANS   LE  MOUVEMENT  ÉPICYCLOÏDAL 


184.  La  vitesse  absolue  d'un  point  dont  le  mouvement  est 
rapporté  à  des  axes  mobiles  est,  comme  nous  lavons  vu  (§67), 
la  résultante  de  la  vitesse  relative  du  point  par  rapport 
aux  axes,  et  de  la  vitesse  d'entraînement  qu'aurait  le  point 
s'il  était  lié  aux  axes  pendant  un  instant  infiniment  court  ; 
cette  décomposition  est  toujours  vraie,  quel  que  soit  le  mou- 
vement d'entraînement. 

11  n'en  est  pas  de  même  de  l'accélération,  et,  sauf  certains 
cas  particuliers  que  nous  étudierons  en  détail,  il  n'est  pas  vrai 
de  dire  que  l'accélération  totale  du  mouvement  absolu  d'un 
point  mobile  soit  la  résultante  de  deux  accélérations,  dont 
Tune  corresponde  au  mouvement  relatif,  l'autre  au  mouve- 
ment du  point  lié  aux  axes  mobiles  et  entraîné  par  eux  ;  pour 
trouver  l'accélération  totale  du  mouvement  absolu,  il  faut 
composer  ensemble  trois  accélérations,  savoir  :  les  deux  accé- 
lérations qui  viennent  d'être  indiquées,  et  une  troisième  accé- 
lération, dite  complémentaire,  que  nous  allons  définir,  et  qui 
dépend  de  la  nature  du  mouvement  d'entraînement. 

Les  axes  mobiles  forment  un  système  invariable,  et  par 
suite  (g  158)  le  déplacement  élémentaire  qu'ils  subissent  peut 
être  décomposé  d'une  infinité  de  manières  en  une  translation 
et  une  rotation.  Hais  à  un  certain  instant  le  point  mobile  M 
coïncide  avec  un  point  géométrique,  A,  du  système  de  compa- 
cte oouifiios.  18 
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raison,  et  le  mouvement  d'entraînement  fait  passer  ce  point 
géométrique  de  A  en  A';  par  suite,  le  mouvement  élémentaire 
d'entraînement  du  système  de  comparaison  est  décomposable 
en  une  translation  AA',  et  une  rotation  autour  d'un  axe  instan- 
tané PP',  qu'on  peut  regarder  comme  passant  par  le  point  A' 
fiS.  483). 

Le  mouvement  d'entraînement  du  point  A,  lié  aux  axes 
mobiles,  fait  décrire  à  ce  point  une  certaine  trajectoire  AC; 
au  bout  d'un  temps  infiniment  petit,  dt,  après  le  passage  du 
point  M  en  A,  le  point  A  est  parvenu  en  A'.  Menons  en  A  h 
langente  AB  à  la  trajectoire  AC,  et  prenons  AB  =  t»/ft,  en  ap- 
pelant ve  la  vitesse  d'entraînement.  Joignons  BA';  nous  savons 
(§  91)  que  BA' est  égala 

\jedl*, 

je  étant  l'accélération  totale  d'entraînement. 

Pendant  ce  temps,  le  point  mobile  M,  qui  était  en  A  à  l'ori- 
gine du  temps  dt,  est  parvenu  en  M' sur  sa  trajectoire  relative  AD. 

Désignons  par  vr  et  jr  la  vitesse  et  l'ac- 
célération du  mouvement  relatif,  puis 
prenons  sur  la  tangente  à  la  trajectoire 
relative  une  longueur  AN  =  vrdl9  joi- 
gnons KM',  et  mms  aurons  KM' =±jrdt\ 
Nous  trouvons  donc  sur  la  figure  la  vi- 
tesse et  l'accélération  d'entraînement, 
la  vitesse  et  l'accélération  relatives.  Il 
reste  à  trouver  la  vitesse  et  l'accéléra- 
tion absolues. 
La  trajectoire  relalivc  AD  subitle  mouvement  d'entraînement; 
elle  se  transporte  donc,  pendant  le  temps  df,  de  AD  dans  une 
certaine  position  A'D",  et  ce  mouvement  peut  être  décomposé  en 
deux  autres  :  un  mouvement  de  translation,  parallèle  à  AÀ', 
qui  amènera  la  trajectoire  relative  de  la  position  AD  à  la  posi- 
tion A'D'  ;  et  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  PP1, 
qui  la  fera  passer  de  la  position  A'D'  à  la  position  A'D*,  en  fai- 
sant décrire  à  chaque  point  S  de  la  trajectoire  un  arc  de  cercle 


/i 


Mk^/N 


u 


Yi^.  1S3. 
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infiniment  petit,  SU,  dont  le  centre  est  quelque  part  en  I  sur 
l'axe  PP.  Si  nous  prenons  A'H=A'S  =  AM',  le  point  II  sera, 
la  position  absolue  du  point  mobile  M  au  bout  du  temps  dt; 
le  point  S  serait  la  position  vraie  du  mobile  M  au  bout  de  ce 
temps  si  la  rolation  autour  de  l'axe  PP'  n'existait  pas. 

Achevons  le  parallélogramme  NABL;  les  côtés  AN,  AB,  étant 
respectivement  égaux  à  Vrdt  et  tyft,  la  diagonale  AL,  résul- 
tante de  ces  deux  déplacements,  sera  égale  à  Vdt,  Y  désignant 
la  vitesse  absolue  du  mobile  M.  Joignant  donc  LH,  et  appelant 
j  l'accélération  totale  du  mouvement  absolu,  nous  aurons 
UL=±jdl\ 

La  droite  M'S  est  égale  et  parallèle  à  la  droite  AA';  sur  les 
droites  M'S  et  M'N,  construisons  un  parallélogramme  M'NRS; 
nous  aurons  RS=M'N,  et  NR  sera  égal  et  parallèle  à  AA', 

Joignons  enfin  RA'  et  RL  ;  la  figure  SRA'  n'est  autre  que 
la  figure  M'NA  transportée  parallèlement  à  elle-même  d'une 
quantité  égale  à  AA'.  Donc  RA'  est  égal  et  parallèle  à  AN,  et 
par  suite  à  BL;  la  figure  LBA'R  est  un  parallélogramme,  et  LR 
est  aussi  égal  et  parallèle  à  BA'.  Le  contour  polygonal  LRSH  se 
compose  ainsi  de  trois  côtés,  dont  les  deux  premiers  LR,  RS, 
sont  respectivement  égaux  et  parallèles  à  BA'  et  à  NM',  c'est-à- 
dire  aux  lignes  qui  représentent  en  direction  et  en  grandeur, 
au  facteur  {  dt1  près,  l'accélération  totale  dans  le  mouvement 
d'entraînement  et  dans  le  mouvement  relatif.  Le  troisième 
côté  SH  est  un  élément  de  circonférence,  normal  au  plan  HAÏ* 
qui  passe  par  la  trajectoire  relative  et  par  l'axe  instantané  ;  il  a 
pour  longueur  III X  cocii,  en  appelant  o>  la  vitesse  angulaire  du 
système  de  comparaison  autour  de  l'axe  PP;;  l'élément  III 
peut  être  regardé  comme  la  projection  de  AH  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  PP',  et  l'élément  A'H,  espace  décrit  par  le 
point  mobile  pendant  le  temps  dt  sur  sa  trajectoire  relative, 
est,  à  la  limite,  égal  au  produit  vTdt.  Appelons  a  l'angle  formé 
par  Taxe  instantané  PP7  avec  la  vitesse  relative.  La  longueur 
1H  sera  égale  à  M*  x  sin<x,  et  par  suite 

SU  =  Vr  dt  sin  a  X  »dt  =  uvr  sin  a  dl\ 


Le  côté  LU,  qui  ferme  le  contour,  est  égal  au  produit  \jdt*. 
Divisons  par  J  dP  les  quatre  cotes  du  quadrilatère  LRSU.  Cela 
revient  à  y  substituer  une  ligure  semblable,  L'R'S'll',  dont  les 

2SH 

côtés  (fig.  184)  seront;,  ;„  jMct-j-r  =  2uPrsina.  LecôléL'Il' 

est  la  résultante  géométrique  des  côtés  L'R',  R'S',  S'il,  chacun 
pris  dans  le  sens  des  lléches.  Par  consé- 
quent, i' accélération  j  du  mouvement  absolu 
est  la  résultante  de  trois  accélérations,  sa- 
voir: l 'accélération  jc  du  mouvement  dm- 
t ralliement ,  l'accélération  jr  cfn  mouvement 
relatif,  et  l'accélération  j,  =  2(i>vtsinj,  qui 
est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  vitesse 
relative  et  à  l'axe  instantané  de  rotation,  et 
dirigée  dans  le  sens  SU  (fig.  183),  c'est-à- 
dire  dam  le  sens  oit  la  rotation  instantanée  tend  à  faire  tourna 
l'extrémité  S  d'une  aiguille  A'S  dirigée  suivant  la  vitesse  relative. 
Celle  accélération  complémentaire  j,  est  nulle  lorsque  id=0, 
c'csl-à-dirc  lorsque  l'entraînement  se  réduit  à  une  simple  Irans- 
Inlion,  ou  lorsque  t',  =  0,  ou  enfin  lorsque  sina  =  0,  c'est-à- 
dire  braque  la  vitesse  relative  est  nulle  ou  dirigée  suivant 
l'axe  instantané  de  rotation.  Dans  ces  divers  cas  particuliers, 
l'accélération  absolue  est  la  résultante  de  deus  accélérations 
roulement,  celle  du  mouvement  relatif  et  celle  du  mouvement 
d'entraînement.  Dans  tout  autre  cas,  il  faut  joindre  à  ces  dcui 
accélérations  l'accélération  complémentaire.  Tel  est  le  théo- 
rème sur  l'accélération  dans  le  mouvement  relatif;  on  lui 
donne  le  nom  de  théorème  de  Coriolis. 


DÉCOMPOSITION    DE    l'aCCÉLÉIIATION   COUr-LËMENTAHtË    SUIVAIT   TBOM 
AXES   BECTAHCULAMES. 


. 


185.  La  définition  que  nous  venons  de  donner  de  la  Iroi- 
siéme  accélération  est  bien  complète,  mais  elle  est,  en  gé- 
néral, d'une  application  peu  commode;  on  la  simplifie  en  dé- 
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composant  l'accélération;,  parallèlement  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, parallèlement  auxquels  on  décompose  de  même  la 
rotation  instantanée  a>  et  la  vitesse  relative  vr.  Le  problème  à 
résoudre  est  donc  le  suivant  :  étant  données  les  trois  compo- 
santes 


p,  q,  r,  de  *» 


et  les  trois  composantes 


trouver  les  composantes  de  l'accélération  2<otvsin*,  projetée 
sur  les  mêmes  axes. 

Soit  (fig.  185)  M  le  point  mobile  ; 

PP  Taxe  instantané  de  rotation,  qu'on  peut  toujours  sup- 
poser passer  par  le  point  M,  en  in- 
troduisant dans  le  mouvement  d'en- 
traînement une  translation  conve- 
nable ; 

MA  une  droite  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse 
relative,  vr. 

Prenons  sur  l'axe  PP',  à  partir  du 
point  M  et  dans  le  sens  où  l'observa- 
teur devrait  s'étendre  le  long  de 
Paxe  pour  voir  la  rotation  s'effectuer  de  gauche  à  droite,  une 
quantité  MB,  qui  représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
vitesse  angulaire  o>. 

La  rotation  co  tend  à  déplacer  dans  le  sens  AA'  l'extrémité  A 
de  la  vitesse  relative;  élevons  au  point  M  une  perpendiculaire 
MC  au  plan  AMB,  et  menons  cette  perpendiculaire  dans  le  sens 
AA';  puis  prenons  sur  cette  droite  une  longueur  MC  égale  au 
produit  2a>tvsin<z;  l'angle  a  est  l'angle  AMB,  et  par  suite 
tvsin*  est  la  hauteur  AE  du  triangle  AMB;  l'accélération 
cherchée  sera  égale,  par  conséquent,  à 


Fig.  1CS. 


2XMBXAE, 


rt  bioOMOsmos  Wtm  les  axes 

c'est-à-dire  au  quadruple  «le  la  surface  de  ce  triai 

devrons  donc  porter  sur  MO  une  longueur  représentant 

échelle  arbitraire,  quatre  fois  l'aire  du  triangle  AMB. 

celte  longueur  MC  que  nous  avons  à  projeter  sur  les  trois  aies. 
La  droite  MC  fait,  avec  chacun  des  axes  coordonnés,  un  angle 

égal  à  l'angle  que  fait  le  plan  normal  AMB  avec  un  plan  normal 
à  cet  axe,  et  par  suite,  pour  pro- 
jeter la  droile  MC  sur  l'axe  OX,  il 
suflit  de  projeter  l'aire  du  triangle 
sur  le  plan  YOZ  ;  pour  projeter  MC 
sur  les  axes  OV,  OZ,  il  suRît  if 
même  de  projeter  le  triangle  sur 
les  plans  ZOX.XOY. 

Parle  point  0  ttig.186),  menoni 
une  droile  OR  égale  et  parallèle 
àMlt(tig.  18î>),  puis  une  droiteOS 

égale  et  parallèle  à  MA,  et  projetons  sur  le  plan  XOY  le  poinlS 

en  n.  le  point  It  en  r. 
Projetons  ensuite  a  et  r  en  s'  et  r1  sur  l'axe  OX.  Nous  auroii! 
f.  =  Or*,         9  M  fr, 

** = <y*,      t,  =  it. 

Le  triangle  a.  évaluer  est  Ors,  projection  du  triangle  ORS. 
qui  est  égal  à  MBA.  Joignons  s'r  ;  la  surface  Or*  est  égale  à  11 
diflérence  du  quadrilatère  Ose*'  et  du  triangle  0*V.  Mais  it 
quadrilatère  OsiV  est  la  somme  du  triangle  Os's  et  du  trian- 
gle ss'r,  lequel  est  équivalent  au  triangle  «fV,  puisqu'ils  oui 
même  hase  ss\  et  que  leurs  sommets  sont  sur  une  parallèle, 
n/,  à  la  hase.  Donc 


le  triangle  Osj/  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  Use 
Dr'  par  sa  hauteui  W,  ou  ip*f;  le  triangle  Os'r  a  pour  mesure 
la  moitié  du  produit  de  sa  base  0*'  par  sa  hauteur  tr1,  ou  j  (f*v 
dîne  enlin 

triangle  U»r  =  {  (/tj  —  9"*); 
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le  quadruple  de  ce  triangle  est  donc  égal  à 

2  (/>rr  —  qvx); 

telle  est  la  valeur  de  la  composante  de  l'accélération  jc  suivant 
Taxe  OZ  perpendiculaire  au  plan  XOY  ;  ce  que  nous  exprime- 
rons en  écrivant 

h*  =  2  [pv9  —  qvx  ). 

186.  Celte  formule  attribue  un  signe  à  la  composante  de  je. 
Pour  le  vérifier,  supposons  successivement  que  Taxe  instan- 
tané soit  parallèle  à  Taxe  OX,  puis  à  Taxe  OY. 


Fi-.  187. 


<?.- 


/ 


0. 

/ 


Fig.  1S8 


./ 


Dans  le  premier  cas  (fig.  487),  nous  supposerons  la  vitesse 
relative  dirigée  parallèlement  à  Taxe  OY,  et  dans  le  second 
(fig.  188),  à  Taxe  OX. 

Dans  le  premier  cas,  il  faudra  faire  dans  la  formule  </=0 
et  v£=0;  elle  se  réduira  donc  à 


•  Jet  =  tyl'f, 

ce  qui  est  d'accord  avec  la  règle;  car  si  p  et  v9  sont  positifs, 
la  rotation  instantanée  tend  à  faire  tourner  l'extrémité  de  la 
vitesse  relative  dans  le  sens  YZ,  et  par  suite  l'accélération 
complémentaire  a  la  direction  positive  OZ.  On  vérifierait  de 
même  la  formule  pour  les  autres  signes  que  peuvent  avoir 
les  facteurs. 
Dans  le  second  cas,  il  faudra  faire  p=0,  v,=0,  et  par 


iiÊCOurosmos  suivait  les  ases 


suile,  on  aura  jM— — 2</i', ,  ce  qu'il  esl  encore  facile  de  vé- 
rifier  en  faisant  successivement  q  et  i',  positifs  et  négatifs^, 

Le  signe  de  la  formule,  vérifié  dans  ces  cas  particuliers 
doit  être  admis  dans  le  cas  général  en  vertu  du  principe  d  « 
continuité. 

En  raisonnant  de  môme  pour  les  deux  autres  plans,  on  pro- 
viendra aux  formules  suivantes,  que  l'on  peut  déduire  l'uni- 
de  l'autre  par  de  simples  permutations  de  lettres 

}tl  =  i{qv.  -<'.'„). 
JrT<  =  2  fl»»  —  If,  ). 

Pour  former  ces  équations,  on  peut  écrire  sur  une  mené 
ligne  les  trois  composantes  de  la  rotation  instnntanée  dans 
l'ordre  p,  q,  r,  en  répétant  la  première  à  la  suite  de  la  Irai- 
siérae;  au-dessous  on  écrira  dans  le  mémo  ordre  les  trois 
composantes  de  la  vitesse  relative  v „  vt ,  v„  qu'on  fera  suivre 
aussi  de  la  première,  comme  si  ces  composantes  élaienl 
écrites  en  cercle;  on  obtiendra  ainsi  le  tableau  suivant  : 


On  formera  les  différences  des  produits  en  croix,  ou  ksoV- 
terminants 


des  termes  de  celle  double  suile;  on  les  multipliera  par  9. 
et  chacun  des  produits  représentera  une  des  composantes  lie 
l'accélération  jr  ;  chaque  produit  contient  les  composantes 
parallèles  à  deux  des  axes  coordonnés,  de  la  rotation  ul  de  k 
vitesse  relative,  et  représente  la  projection  de  l'accèlcmliinij 
sur  le  troisième  aie. 

187-  Les  équations  ainsi  obtenues  sontdes  cas  particuliers 
d'un  théorème  beaucoup  plus  général  :  si  Von  décomposa* 
rotation  u  ni  m  rotations  composantes,  ta',  w",...,  uIBl,  il  'J 
vitesse  relative  v  en  n  vitesses  composantes,  v',  \*,...,  >"• 
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l'accélération  complémentaire  est  la  résultante  des  mn  accéléra- 
tions complémentaires  obtenues  en  associant  successivement  cha- 
que composante  de  u>  à  chaque  composante  de  v. 

Nous  pouvons  vérifier  celte  proposition  dons  le  cas  particu- 
lier que  nous  venons  de  Irai  1er;  décomposons  la  rotation  m  en 
trois  rotations  j>,  q,  r,  parallèles  aux  axes,  et  la  vitesse  rela- 
tive v  en  trois  vitesses  »„  v„  v„  suivant  les  mêmes  axes  :  nous 
formerons  les  neuf  accélérations  complémentaires  suivantes 
par  la  combinaison  de  chacune  des  trois  rotations  avec  cha- 
cune des  trois  vitesses  relatives  : 

il'    ci    ri,     accélération  nulle; 
I'    cl    i',.     -f-  Ipi-f,     suivant  l'aie  01  ; 

Îij    el    ■*,     —2gr,,    suivant  l'aie  01; 
</    et    i>.     a  cet  1 1  in!  i  un  nulle; 
ç    et    h,     ■+  9f»j,     suivant  laie OX; 


rt    i',,     accélérai  Ion  nulle. 

Faisant  la  somme  algébrique  des  accélérations  composantes 
dirigées  suivant  un  même  axe,  on  parvient  aux  composantes 
de  l'accélération  complémentaire  cherchée,  et  l'on  retrouve 
les  expressions  déjà  obtenues. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  parliculier  de 
la  décomposition  de  la  rotation  cl  de  lu  vitesse  relative  suivant 
trois  mêmes  axes  rectangulaires.  Il  est  facile  d'étendre  la 
démonstration  au  cas  général. 

Décomposons  suivant  trois  axes  rectangulaires  chacune  des 
rotations  w',  nr\...,  w'"1,  et  chacune  des  vitesses  relatives 
»',  f",...,  p'".  Soient 


COMPOSITION 

les  composantes  des  rotations,  et 

m 

f'*,    *v    *•. 

***.      V'9>     »*«. 


.(«)      „(«>       „(-•) 


les  composantes  des  vitesses. 

La  combinaison  de  la  rotation  a>ft)  avec  la  vitesse  fW  nous 
donnera  suivant  l'axe  OZ  une  accélération  complémentaire 

La  somme  algébrique  de  toutes  ces  accélérations  compo- 
santes est  représentée  par  la  double  somme 


*=l    <  =  l 


Or  faisons  d'abord  varier  l'indice  fc,  en  conservant  à  l'in- 
dice tune  valeur  constante;  il  vient  pour  la  première  som- 
mation : 


*  =  m 


*=» 


v»  2-p  "•*  2<* 


w 


*=i 


*=i 


Il  faut  ensuite  faire  varier  l'indice  i  de  1  à  n,  et  ajouter 
toutes  les  expressions  résultantes,  ce  qui  donne  en  définitive 


<=» 


k  =  m 


<  =  » 


A  =  « 


2'?*2'"-2'?*2*" 


i  =  i 


*=i 


<=t 


<=it 


c'est-à-dire  le  résultat  même  auquel  on  serait  parvenu  en  ap- 
pliquant la  formule  aux  composantes 

de  la  rotation,  et  aux  composantes 

[,/+*■  +  ...  W;1]  et  K+v— +*JJ] 
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de  la  vitesse  relative,  estimées  chacune  suivant  les  axes 
coordonnés.  1!  est  donc  indifférent,  au  point  de  vue  du  résul- 
tat final,  de  considérer  la  rotation  totale  <■>  et  la  vitesse  rela- 
tive totale  v,  ou  bien  les  coin  posantes  de  la  rotation  et  les  com- 
posantes de  la  vitesse,  pourvu  qu'on  n'omette  aucune  conibi- 
HUOD  et  qu'on  fasse  la  composition  des  résultais  partiels 
obtenus. 


ArrucATioss  du  théorème;  de  comous. 

188.  L'accélération  j  du  mouvement  absolu  étant  la  résul- 
tante des  trois  accélérations  j„j,  et  j,,  on  peut  dire  aussi  que 
l'accélération  jf  du  mouvement  relatif  est  la  résultante  de  trois 
accélérations,  savoir  l'accélération;  du  mouvement  absolu,  et 
les  accélérations  j,  et  j,  changées  de  sens;  pour  trouver  l'ac- 
célération du  mouvement  relatif  d'un  point,  connaissant  l'ac- 
célération du  mouvement  absolu,  il  suffira  donc  de  composer 
cette  accélération  avec  l'accélération  d'entraînement  prise  en 
sens  contraire,  et  avec  l'accélération  complémentaire  égale- 
ment changée  de  sens.  On  donne  à  l'accélération  complémen- 
taire ainsi  changée  de  sens  le  nom  d'accélération  centrifuge 
composée. 

Un  sait  déjà  que  l'accélération  corn  plein  enta  irejc  es!  nulle 
lorsque  le  mouvement  d'entraînement  est  une  translation, 
parce  qu'alors  w  =  0.  Lorsque  le  mouvement  d'entraînement 
est  rectilignc  et  uniforme,  je  =  0  et  alors  j,  ne  diffère  pas  de;; 
l'accélération  absolue  est  identique  à  l'accélération  relative, 
bien  que  la  vitesse  relative  diffère  de  la  vitesse  absolue. 

Celle  remarque  permet  de  résoudre  très  simplement  cer- 
tains problèmes.  Prenons  pour  exemple  la  recherche  de  l'ac- 
célération totale  du  mouvement  d'un  point  appartenant  à  un 
cercle  qui  roule  uniformément  sur  une  droite  fixe,  et  pour 
simplifier,  supposons  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile.  Soit  0  le  centre,  OA  le  rayon  du 
cercle  et  Ll/la  droite  fixe;  soit  D  le  point  dont  on  demande 
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l"accéli;ralion  lolale.  Lo  roulement  du  cercle  sur  la  droiLc 
consiste  dans  une  rotation  instantanée  autour  du  point  \,- 
la  vitesse  de  celte  rotation,  m,  est 
supposée  conslanle.  Nous  pouvons- 
regarder  cette  rotation  autour  du 
point  A,  comme  la  résultante  d'une 
rotation  égale  et  de  même  sens  au- 
tour du  point  0,  et  d'une  transla- 
tion parallèle  à  LL'  et  égale  6  ux0.t 
(g  167).  Au  Heu  de  considérer  le  mou- 
vement absolu  du  cercle,  nous  regarderons  ce  mouvement 
comme  composé  de  deux  mouvements  simples,  l'un  de  rota- 
tion autour  du  centre  0,  avec  une  vitesse  angulaire  constante^, 
el  l'autre  de  translation  parallèlement  à  LL',  avec  une  vitesse 
linéaire  constante  u  x  OA. 

Prenons  le  premier  de  ces  mouvements  pour  mouvement 
relatif:  le  second  sera  le  mouvement  d'entraînement,  eteomme 
il  est  recliligne  et  uniforme,  l'accélération  du  mouvement  re- 
latif ne  différera  pas  de  l'accélération  du  mouvemenl  absolu. 
Or  on  connaît  l'accélération  dans  le  mouvement  circulaire 
uniforme  (g  93)  ;  elle  est  dirigée  du  point  mobile  B  vers  le 
centre  0,  et  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  linéaire  du  poinl, 
divisé  par  le  rayon,  ou  à 


Telle  est  l'accélération  cherchée.  Elle  est  constante  en  gran- 
deur, et  constammenl  dirigée  vers  le  centre  0  du  cercle  mo- 
bile. Nous  généraliserons  loul  à  l'heure  ce  théorème. 

189.  Il  et  facile  d'en  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la 
cycloïde  J1N  décrite  par  le  point  B.  On  sait  que  l'accélération 
totale  est  la  résultante  de  deux  accélérations,  l'une  Langenlii-IIe. 
l'autre  normale  à  la  trajectoire,  el  que  cette  dernière  accéléra- 
lion  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  Je 
courbure  (g  96).  La  normale  à  la  trajectoire  du  poinl  B  est  la 
droite  Ail,  qui  joint  le  point  B  au  centre  instantané  de  rota- 


DU  THÉORÈME  DE  CORIOLIS.  285 

tion  A,  et  la  vilcsse  du  point  B  est  égale  à  wxAB.  Le  carré 
de  la  vitesse  est  donc  w'x  ÀB\  et est  la  composante 

normale  de  l'accélération  totale. 
Mais  l'accélération  totale  est  dirigée  suivant  BO,  et  est  égale 

àu'xOB;  projetons  cette  accélération  sur  la  direction  de  la 
normale  BA.  La  droite  OB  projetée  sur  BA  donne  le  segment  BI, 
moitié  de  AB.  La  composante  normale  de  l'accélération  est  donc 

égale  àwfxBI,  ou  à  ^  x  AB,  et  Ton  a  l'égalité 


ou  bien 


W*         4T>  ,         AIT 

2  P 


/»  =  2ÂB. 


Dans  la  cycloide,  le  rayon  de  courbure  BG,  en  un  point  donné  B 
de  la  courbe,  est  donc  double  de  la  normale  BA  en  ce  point. 

490.  Problème.  —  Vérifier  le  théorème  de  Coriolis  dans  le 
mouvement  apparent  dyun  point  fixe  F,  rapporté  à  deux  axes 
mobiles  OX,  OY  tracés  dans  son  plan,  et 
animés  d'un  mouvement  uniforme  de  ro- 
tation autour  de  leur  intersection  corn- 
muneO. 

On  donne  la  vitesse  angulaire  u>  de  la 
rotation  des  axes  autour  de  l'origine  0; 
la  distance  OF  reste  constante  ;  nous  la 
représenterons  par  R.  La  rotation  des 
axes  s'opérant  dans  le  sens  de  la  flèche  f 
avec  la  vitesse  w,  le  point  F,  qui  en  réa- 
lité reste  fixe,  aura  par  rapport  aux  axes  un  mouvement  ap- 
parent, qui  sera  une  rotation  égale  et  contraire  ;  il  semblera 
donc  décrire  uniformément  la  circonférence  FMN,  qui  a  le 
point  0  pour  centre  et  R=0F  pour  rayon,  et  sa  vitesse  linéaire 
sera  constante  et  égale  à  OF  x  w.  Le  sens  du  mouvement  re- 
latif est  le  sens  de  la  flèche  f. 


T 
H 
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0 
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L'accélération  du  mouvement  absolu  du  point  F  est  nulle, 
puisque  le  point  reste  fixe.  Nous  devons  donc  trouver  une  ré- 
sultante nulle  en  composant  les  trois  accélérations  j„  j,,}? 
Déterminons  ces  trois  accélérations  en  direction  et  en  gran- 
deur. 

L'accélération  jr  est  dirigée  suivant  FO,  et  elle  est  égale  à 

wf  X  OF. 

L'accélération  jt  s'obtient  en  considérant  le  mouvement 
du  point  F  supposé  lié  aux  axes  mobiles  ;  or  ce  point  entraîné 
par  les  axes  décrirait  uniformément  la  circonférence  FNM 
dans  le  sens  de  la  flèche  /*,  avec  une  vitesse  o>  x  OF;  donc  l'ic- 
céléralion  je  est  encore  dirigée  de  F  vers  0,  et  elle  est  égale 
aussi  à  wfxOF. 

Les  deux  accélérations  jr  et  j„  toutes  deux  dirigées  sui- 
vant la  môme  droite  FO,  se  composent  en  s'ajoutant,  ce  qui 
donne  2wsxOF  pour  somme  de  ces  deux  premières  compo- 
santes. 

Cherchons  l'accélération  jc. 

Elle  est  normale  à  la  fois  à  la  vitesse  relative,  laquelle  est  di- 
rigée suivant  la  tangente  FG,  et  à  Taxe  de  rotation  projeté 
en  0  ;  elle  a  donc  pour  direction  la  droite  FO,  qui  est  normale 
à  la  fois  à  ces  deux  droites.  Elle  a  pour  sens  le  sens  dans  le- 
quel la  rotation  instantanée  (qu'on  peut  supposer  transportée 
parallèlement  à  elle-même  au  point  F)  tend  à  déplacer  l'exl ré- 
mité G  de  la  vitesse  relathe;  c'est  ici  le  sensGG',  et,  par 
suite,  le  sens  de  l'accélération  complémentaire  est  Fil. 

Enfin  elle  a  pour  grandeur  2tv<*>sin<z.  Ici  vr  sin  a,  pro- 
jection de  la  vitesse  relative  sur  un  plan  normal  à  l'axe,  n  est 
autre  que  la  vitesse  relative  elle-même,  qui  est  égale  à  wxOF, 
donc  jc=2w*xOF.  La  troisième  accélération  est  dirigée  en 
sens  contraire  des  deux  premières,  suivant  la  même  droite, 
et  elle  est  égale  à  leur  somme  ;  la  résultante  des  trois  accé- 
lérations, jr  -4-  jt  — je ,  est  égale  à  zéro,  et  le  théorème  est  ainsi 
vérifié. 

191.  Problème.  —  Trouver  F  accélération  j  du  mouvement 
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absolu  d'un  point  M,  qui  glisse  avec  une  vitesse  linéaire  constante  v 
/c  lonij  d'une  droite  OA,  laquelle  est  unimée,  autour  d'un  axe 
projeté  en  0,  d'une  vitesse  angulaire  <o  dans  le  sens  de  la  (lèche  f. 
On  suppose  la  vitesse  v  dirigée  dans  le  sens  OAffig.  191|. 

Nous  considérerons  le  glissement 
uniforme  du  point  M  sur  In  droite  OA 
comme  un  mouvement  relatif,  et  le 
mouvement  de  rotation  de  la  droite  OA 
autour  de  l'axe  0  sera  le  mouvement 
dYnliMiiR'riicnl  ;  la  vitesse  o  est  la 
vitesse  relative.  "»•  ""* 

Cherchons  les  trois  composantes  ;, ,  ;,  et  ;r ,  dont  la  résul- 
tante est  l'accélération  cherchécj. 

L'accélération  ;r  est  nulle,  car  le  mouvement  relatiT  est, 
par  hypothèse,  recliligne  et  uniforme. 

L'accélération  jt  est  celle  (m'aurait  le  point  M  s'il  était  en- 
traîné par  les  axes  mobiles;  comme  la  vitesse  de  rotation  m 
r-l  «HistSnte,  le  point  M  décrirait  uniformément  autour  du 
puitil  0  une  circonférence  de  rayon  OM  avec  une  vitesse 
ifaéfireetXOM  ;  donc  l'accélération  j,  est  dirigée  suivant  MO 

ri  êgalfl  il  to'XOM. 

L'accélération  complémentaire  est  perpendiculaire  à  l'aseO 
et  l  El  vitesse  relative,  laquelle  est  dirigée  suivant  OA;  elle 
coïncide  donc  en  direction  avec  la  droile  PQ,  menée  par  le 
point  M  dans  le  plan  de  la  ligure  perpendiculairement  à  OA. 
Pour  déterminer  son  sens,  considérons  l'extrémité  d'une 
aiguille  MV,  dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  relative;  la 
rotation  u,  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  SI,  ferait 
décrire  à  l'extrémité  de  l'aiguille  MV  un  arc  W,  dont  le  sens 
indkme  le  sens  de  l'accélération  jc;  celte  accélération  est  donc 
dirigée  suivant  Ml1.  Elle  est  d'ailleurs  égale  à  2wr>  sina,  ou, 
dansée  cas  particulier,  à  2t». 

Ayant  pris  deux  longueurs  respectivement  égales  a  iu'xOSI 
et  à  2ro),  sur  lts  direclions  MO  et  MP,  on  aura  l'accélération 
totale  du  mouvement  absolu  en  construisant  la  diagonale  MT 
du  rectangle  formé  sur  ces  deux  longueurs. 
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La  vitesse  absolue  du  point  M  s'obtiendrait  de  la  même 
manière  en  composant  la  vitesse  t>,  dirigée  suivant  MA,  avec 
la  vitesse  d'entraînement,  égale  à  wXÛM,  et  dirigée  sui- 
vant MP;  elle  serait  représentée  par  1  ■  diagonale  Mit  du  rec- 
tangle formé  sur  ces  deux  droi'es. 

192.  Accélération  dans  le  viouvement  rapporté  à  des  coordon- 
nées polaires. 

Le  mouvement  du  point  M  défini  par  les  valeurs,  en  fonc- 
tion du  temps,  du  rayon  OH =r,  et  de  l'angle  polaire  MOA= 8, 
peut  être  décomposé  en  une  transla- 
tion le  long  du  rayon  OM,  el  une  rula- 
tion  du  rayon  OM  autour  du  pointu1. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le 
mouvement  du  point  le  long  du  rayon 
soit  dirigé  dans  le  sens  OM,  et  que  le 
mouvement  de  OM  autour  du  point û 
s'opère  dans  le  sens  qui  fait  croître  l'angle  0.    La  vitesse 

de   glissement   du   point  M  sera   représentée  par  j.  el  elle 

sera  positive;  la  rotation  sera  aussi  positive,  et  représenta' 

de 
***-$■ 

Nous  pouvons  regarder  le  premier  mouvement  comme  un 
mouvement  relatif,  el  le  second  comme  un  mouvement  d' en- 
traînement ;  il  s'agit  de  chercher  l'accélération  totale  du  mou- 
vement absolu  résultant. 

L'accélération  relative  j,  est  dirigée  suivant  le  rayon  OS, 

et  est  égale  à  -r-,,  en  grandeur  et  en  signe. 

L'accélération  d'entraînement  ;,  est  l'accélération  qu'aurait 
le  point  M,  s'il  était  entraîné  par  la  rotation  du  rayon  OU; 
dans  ce  mouvement,  le  p-iint  M  décrit  une  circonférence  au- 


l'accélèratiM 


tour  du  point  0,  avec  une  vitesse  égale  à 

totale  de  ce  mouvement  circulaire  se  décompose  endetii: 
l'une  lanjentiellc,  dirigée  suivant  MX  perpendiculairement  a 


ES  COORDONNÉES  l'OUIRES. 


OM,  et  Égale  à  r  j-t  ;  l'autre,  centripète,  dirigée  suivant  MO, 

.ta 


,arU)- 


suivant  Mit, 


ivanl  MN, 


cl  égale  à  - 

Enluil'accélération  complémentaire  est  dirigée  suivant  MN, 
normalement  à  l'axe  de  rotation  et  à  la  vitesse  relative,  et  elle 

a  pour  valeur '2(or.sina,  ou  ici,  l'an"lc  aélantdroit,  2 -r-  S. 

Ajoutons  algébriquement  les  accêléralionsquiontla  même 
direction,  nous  trouverons  pour  composantes  de  l'accéléra- 
tion totale, 

d'r  /.M'      . 

d?-rUJ=Jt" 

/deV     flrfedr 

ce  sont  les  formules  déjà  trouvées  g  107. 

l!lô,  Remarque  sur  la  mouvements  observas  à  la  surface  de 
la  terre.  —  Les  mouvements  que  nous  observons  à  la  surface 
delà  terre,  sont  rapportés  à  des  objels  placés  sur  celte  sur- 
face, et  que  nous  regardons  comme  fixes,  tandis  qu'en  réalité 
ils  sont  entraînés  avec  notre  planète. 
Ce  sont  donc  des  mouvemenis  appa- 
rents, et  l'observation  directe  ne  nous 
révèle,  par  conséquent,  que  des  vitesses 
relatives  et  des  accélérations  relatives. 
Pour  passer  de  là  aux  vitesses  absolues 
et  aux  accélérations  absolues,  il  faut 
composer  les  unes  avec  les  vitesses 
tlnement,  les  antres  avec  les  ac- 
célérations d'entraînement  et  les  accé- 

ns  complémentaires.  Le  mouvement  de  translation  de 
la  lerrc  et  son  mouvement  de  rotation  peuvent  d'ailleurs 
être  considérés  successivement  et  indépendu  m  ment  l'un  de 
l'autre,  sauf  à  composer  ultérieurement  les  résultats  corres- 
pondants à  chacun  d'eux  {g  187>.  Si  l'on  se  borne  à  considéra' 


j 
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le  mouvement  de  rotalion  diurne  delà  terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles  PP',  on  reconnaîtra  qu'à  l'accélération  observée),, 
qui  est  celle  du  mouvement  apparent  d'un  point  M,  il  faut 
ajouter  d'abord  l'accélération  d'entraînement,  j„  du  mène 
point,  laquelle  est  due  au  mouvement  uniforme  du  point  M 
autour  de  l'axe  PP';  elle  est  par  suite  égale  à  u'xUS,  et 
est  dirigée  dans  le  sens  MN;  puis  l'accélération  jc,  perpen- 
diculaire à  la  Ibis  à  la  trajectoire  relative  et  à  l'axe  PP',  clêple 
à  Cousin  a,  v  étant  la  vitesse  observée,  et  a  l'angle  qu'ellehil 
avec  l'axe  du  monde  PP'.  Si,  par  exemple,  l'observation  a  lieu 
en  un  poinl  de  l'équateur  EE',  et  que  le  point  mobile  suive  tin 
des  méridiens,  on  aura  sina  — 0,  et  la  troisième  accélération 
sera  nulle. 

Lorsque  le  mouvement  observé  est  très  lent,  v  est  très  petit 
et  l'accélération  jc  est  négligeable.  Mais  pour  les  mouvement 
rapides,  on  commettrait  quelquefois  une  grande  erreur  eu  ne 
tenant  pas  compte  de  l'accélération  jc. 

La  dynamique  nous  offrira  de  nombreuses  applications  de 
ces  principes. 

AC 
SC 
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X  DAKSLE  MOUVEMENT  ÉPICÏCLOÏDAL.- 
DES  Él'lCÏCLOÏDlîS. 


■RAYOK  DECOUHCM 


104.  Soit  M  un  point  invariable- 
ment lié  à  la  courbe  mobile  FQ.qui 
roule  sans  glisser  sur  la  courbe  ftt 
RS.  Nous  supposerons  d'abord  que  la 
vitesse  de  rotation,  »,  de  la  courbe 
mobile  autour  du  point  de  contact  A 
soit  constante;  on  demande  de  déter- 
miner l'accélération  totale  du  poinl  Jl- 

Considérons  le  point  A' de  la  courbe 
PQ  qui,  au  bout  du  temps  fit,  sert  Je 
centre  instantané  de  rotation, et wd 
lixe  RS,  en  un  point  A',  qui  n'est  pas 
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indiqué  sur  la  figure.  Les  deux  points  A',  A't  sont,  dans  l'état 
primitif  de  la  figure ,  à  une  distance  infiniment  petite  du  se- 
cond ordre,  et  nous  pouvons  les  regarder  comme  déjà 
confondus  en  un  seul.  Soil  AA'  =  ds;   la  vitesse  du  point 

de    contact .  le  long  des  deux   courbes   roulantes  sera  -r-> 

et  par  suite  (§  143)  la  vitesse  u>  de  la  rotation  autour  de  A  est 
donnée  par  l'équation 

en  appelant  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  des  courbes  PQ 
et  RS  au  point  A. 

111 

Posons  d  "+"  g> =  if  >  K  étant  une  nouvelle  longueur  déter- 
minée par  cette  relation.  Mous  aurons 

ds 

La  vitesse  v  du  point  M  est,  si  Ton  appelle  p  la  distance  AM, 
égale  au  produit  pw,  et  elle  est  dirigée  perpendiculairement 
à  la  droite  AM,  normale  au  lieu  décrit  par  ce  point  M.  Au 
bout  du  temps  dt,  le  point  M  vient  en  M',  en  parcourant 
Parc  MM'=pa)df.  La  droite  M' A'  sera  la  nouvelle  normale  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile, et  par  suite,  si  Ton  prolonge 
HA,  M'A',  le  point  C  où  se  coupent  ces  deux  normales  infini-* 
ment  voisines,  sera  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  MM'; 
la  distance  MC  =  p  sera  son  rayon  de  courbure. 

Cela  posé,  l'accélération  totale  du  point  M  se  décompose  en 
une  accélération  tangentielle,  dirigée  suivant  MM',  et  égale 

An 

i  t.  »  et  une  accélération  normale  dirigée  suivant  MG  et  égale 

il 

P 

pds 


Mais  nous  avons  vz^wur^L-. 

1        Kai 


=  «*==r=X 


la  diflercAtidle  dp  s'obtient  svr  k  fiçureen  projetant  le  point 
A  ai  A*  sor  b  direetiM  OT.  Car  AY  ed  £gil  â  p +^pf  et  Tire 
JDT  est  normal*  ATT.  te  a  donc 


^p=l^àL«=. 


«  étant  l'angle  de  la 
mme  A3\ 
On  eo  déduit 


direction  AM  avec  la  normale  corn- 


-(Ê)-x« 


suix=^xK 


Prenons  sur  la  normale  commune  AS*  une  quantité  AO = K  ; 

abaissons  sur  Ml  la  perpendiculaire  00,  qui  sera  égale  à 

K  sin  a.  L'accélération  tangentielle  sera  égale  à  «*  x  HO. 

r* 
Pour  obtenir  1  accélération  centripète  — ,  il  faut  calculer 

d'abord  la  valeur  de  p  =  CM. 

Or  les  deux  triangles  CAA',  CM  M',  sont  semblables  et  don- 
nent la  proportion 


CA_  kV 
CM  — MM'* 


ou  bien 


et  par  suite, 


p  —  p (iscOSa 

p  pudl 


p pùtdt  —  Jtcosx 

p  j)(udt         * 


ce  qui  conduit,  en  définitive,  à  l'équation 

t      ds 
p*<*dt  V  X  K  p« 

r      |W/ —  c/fCOSa  */«       ,  p  —  Kcosa 


ds      , 
p  -=v  —  a*  cos  a 
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Celle  équation  fail  connaître  le  rayon  de  courbure  de  l'épi- 
CïcloïJe  ilécrite  par  le  poinl  M.  On  en  déduit 


5353 


=  (p- 


Maîs  Kcoss=AII,cl  p— Kcos  a  =  MU.  L'accélération  centri- 
pète du  point  M  est  donc  égale  à  w'  xMli. 

Les  deux  composantes  de  l'accélération  totale  du  point  mo- 
bile sont  donc  proportionnelles  à  Mil  et  à  HO;  donc  l'accélé- 
ration totale  cstdirigèe  de  M  vers  0,  et  elleesl  égale  a  u*  x  MO. 

Au  point  de  vue  des  accélérations,  tout  se  passe  pendant  le 
temps  rfr,  comme  si  un  cercle  de  rayon  K  roulait  sur  la  tan- 
gente a  la  courbe  fixe  au  point  A,  en  entraînant  le  point  M 
(8  188}  ;  ce  cercle  est  ce  qu'on  appelle  le  cercle  déroulement. 

L'accélération  centripète  est  nulle,  et  le  rayon  de  courbure 
es)  infini,  pour  les  points  pourlesquelsonap  =  Kcosa,  c'est- 
à-dire  pour  tous  les  points  de  la  circonférence  décrite  sur  A0 
comme  diamètre.  On  donne  à  cette  circonlérence  le  nom  de 
circonférence  des  inflexions. 

i95.  L'équation  p= T, montre   que    la    dislance 

1  r      p  —  Kcos  a  * 

MA  =3  p   est  moyenne   proportionnelle    entre    MG  =  p  et 

MII  =  p  —  Kcosa. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  du  centre  de  cour- 
bure C.  Joignons  MO,  et  élevons  en  A  une  perpendiculaire  AI 
sur  la  droite  MA.  Soit  1  le  poinl  de  rencontre  de  ces  deux  di- 
rections. Parce  point  menons  la  droite  IC  parallèle  à  la  droite 
NY,  normale  commune  aux  deux  courbes.  Lecenlrc  de  cour- 
bure C  sera  à  la  rencontre  des  droites  IC  et  MA. 

Eu  effet,  les  parallèles  110,  AI,  et  les  parallèles  AO,  CI  nous 
donnent  les  proportions  : 


*M  GE5TRB  BE  GOTBBCBE 

et  en  multipliant  membre  à  membre, 


■cxin 

MA* 


=  i. 


196.  Remarque. —  Si  snr  la  droite  AI  on  prend  un  point 

quelconque  K,  et  qu'on  joigne  KM,  KC, 
^        i  K    ces  droites  coupent  la  droite  NN'  en 

"     deux  points  F  et  Cf  et  l'on  aura  l'éga- 
lité 

±+-I=-L. 

AF  ^  AG      AU 

Ce  théorème  suppose  seulement  la 

droite  AK  parallèle  à  HO,  et  il  subsiste 

encore  lorsque  les  angles  égaux  MHO, 

MAK  ne  sont  pas  droits. 

C:  Tour  le  démontrer,  menons  ML  pa- 

R'i  _  rallele  à  AO. 

ng#  Les  triangles  semblables  KAFt  KLM, 

el  les  triangles  semblables  K1C,  KAG,  nous  permettent  d'expri- 

i        1 
mer  ^  et  -j-~  en  fonction  des  autres  lignes  de  la  figure.  II 

\ient  en  effet 


AF  =  MLxg=MLxiJfït. 


Donc 


AF~~"MLXAK  +  1IL* 


De  môme 


AG~IC      1C><AK' 


Taisons  la  somme,  nous  aurons 


AF  "*"  AG  ""  ML  +  1C  +  AK  [  LM      IC/# 
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Mais  les  triangles  MLA,  CIA  élant  semblables,  rrr  est  égal  à  r^; 

ML  IL 

donc  on  a  simplement 


AP'^AG•"IIL^IC, 


ce  qui  montre  déjà  que  la  somme  des  inverses  des  longueurs 
AF,  AG  est  constante. 

Les  triangles  semblables  IAO,  ILM,  et  les  triangles  sem- 
blables MAO,  MCI,  donnent  enfin  les  égalités 


Donc 


MI 
IIL  =  À0x^p 

K-AOxg. 


ra+E=ïô3nn><t0I+lï0)  =  ^ 


et  le  théorème  est  démontré. 

4 
On  pourrait  d'ailleurs  observer  que  -^  est  la  valeur  que 

1        4 
prend  la  fonction  m-  H-  îtï  quand  le  point  K  vient  à  coïncider 

avec  le  point  I,  car  alors  le  segment  AG  devient  infini  et  son 
inverse  est  nul  ;  la  fonction  étant  reconnue  constante,  doit 

donc  être  égale  à  jtz. 

Les  rayons  de  courbure  des  courbes  RS  et  PQ  au  point  A 

111 
(fig.  194)  satisfont  à  la  relation  d  +  d/  =  ttj  ;  donc  on  peut 

prendre  pour  les  points  F  et  G  les  centres  de  courbure  de  ces 
deux  courbes;  le  centre  de  courbure  de  l'épicycloïde  engen- 
drée par  le  point  M  s'obtiendra  en  élevant  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  la  droite  AM,  en  joignant  MF,  puis  en  cherchant 
l'intersection  K  de  ces  deux  droites,  et  en  joignant  le  point  K 
au  centre  de  courbure  G  ;  l'intersection  de  GK  et  de  MF  sera  le 
point  demandé.  Nous  reviendrons  sur  cette  construction  quand 
nous  étudierons  les  engrenages. 
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ACCÉLÉRATION  DANS  LE  MOUVEMENT  ÉPICTCLOIdB  PLAN. 

CAS  GÉNÉRAL. 


*/// 


B' 


197.  Nous  venons  de  chercher  l'accélération  dans  le  moute- 
ment  épicycloidal,  mais  seulement  dans  le  cas  particulier  où  la 
vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantané  de  rotation  est 
constante.  Nous  allons  reprendre  la  question  en  supposant  que 
cette  vitesse  angulaire  soit  variable. 

Soit  0  le  centre  instantané  autour  duquel,  à  un  instant 
t  donné,  pivote   une  figure  plane;  soit  <*  sa  vitesse  an- 
gulaire au  même  instant. 
Soit  (ï  le  centre  instantané  autour  duquel  tourne  la  même 

figure  plane  à  l'instant  t  -+-  rfl,  et 
soit  a)  -t-  dta  sa  nouvelle  vitesse  an- 
gulaire. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  direc- 
tion 00'  prolongée,  et  pour  aie 
des  y  la  perpendiculaire  élevée  à 
cette  direction  au  point  0.  La 
droite  OX  sera  la  tangente  au  pointu 
à  la  courbe  fixe  AB,  lieu  des  centres 
instantanés  sur  le  plan,  et  à  la 
courbe  roulante  A'B',  lieu  des  cen- 
tres instantanés  rapportés  à  la  figure  mobile. 

Posons  00=  (h;  le  point  de  contact  des  deux  courbes  par- 
court Tare  iz  dans  le  temps  dt.  Si  donc  R  et  R'  sont  les  rayons 
de  courbure  des  courbes  AB  et  A'B',  on  aura  l'équation 

Soit  M  un  point  de  la  figure  mobile,  prise  dans  la  position 
où  elle  est  tangente  en  0  à  la  courbe  fixe.  Ce  point  M  décrit 
une  épicycloïde,  et  on  demande  l'accélération  totale  de  ce 
point.  Pour  définir  sa  position,  nous  donnerons  l'angle 
Y0M  =  a,  cl  la  longueur  0M=]j. 


Kig.  196. 
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A  Tinstant  t>  le  point  M  est  animé  d'une  vitesse  normale 
à  OM  et  égale  à  pw;  en  vertu  de  cette  vitesse,  le  point  M  par- 
court dans  le  temps  dt  un  arc  MM'=pci>rff.  Projetons  cet  arc 
sur  les  axes  OX  et  OY,  et  divisons  par  le  temps  dt\  nous  au-  ' 
rons  les  composantes  de  la  vitesse,  savoir  : 

vx  =  patcosa       et       v9  =  —  petsina. 

Au  bout  du  temps  dt9  le  centre  de  rotation  s'est  transporté 
en  0',  et  le  point  M'  reçoit  un  déplacement  perpendiculaire 
à  OTO',  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  co  +  du*.  Mais 
nous  pouvons  regarder  (§  167)  la  rotation  u>  -+-  rfw  autour 
de  (Y y  comme  la  résultante  d'une  rotation  o>  +  du>,  autour  du 
point  0,  et  d'une  translation  dans  la  direction  OY ,  égale  au 
produit  (o)-f-do))  X  00',  c'est-à-dire  égale  à  wds,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier.  Le 
point  M' est  donc  animé  de  deux  vitesses  :  l'une,  M'ro,  normale 
à  OM',  a  pour  projections  sur  les  axes  p  (u>  -+-  dw)  cos  (a  +  da), 
et  —  p  (ci)  4-  rfo))  sin  (a  -f-  dx)  ;  l'autre,  M'm',  parallèle  à  OY,  a 
pour  valeur  coda.  On  aura  donc,  en  appelant  v'„  v\  les  com- 
posantes de  la  nouvelle  vitesse, 

v'x  =  p  [ù*  +  dot)  cos  (et  4-  dx)t 

v*i  =  <ad*  —  p  (w  +  du)  sin  (a  -f-  du), 

La  distance  p  reste  la  même  pour  les  deux  points  M  et  M', 
car,  MM'  étant  infiniment  petit  et  perpendiculaire  à  OM,  les 
deux  droites  OM,  OM'  diffèrent  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  qui  doit  être  supprimé. 

Développons,  supprimons  les  termes  du  second  ordre,  et 
observons  que  da=  tùdt;  il  vient 

v'x  =  pot  COSa  4-  pdw  COS  a  — /?«fsin  a  dt, 

v'g  -=  uda  —  pu  sin  oc  —  pdù»  sin  a  —  pu!*  cos  a  dt . 

Les  composantes  parallèles  aux  axes  de  l'accélération  totale 
sont,  par  conséquent, 

f'x  —  Vs  dût  m  . 

;*  =  • — -■£ —  =p  cosaX  -37-  —  jM^sinc, 

tfy  — t>l  d*  ^^dbè  m 

Jl  =  — 5T~  =  w  dt  -J,8in*x  Ji  —  P»****- 
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L'accélération  du  point  M  peut  donc  être  décomposée  en 
Irois  accélérations  :  une  dirigée  de  M  vers  0,  et  égale  à  pu1  ; 

nu 

une  dirigée  tangentiellement  à  Tare  MM',  et  égale  à  p  -gS  une 

d» 
troisième  dirigée  parallèlement  à  OY,  et  égale  à  <■>  -n.  Les  deux 

premières  correspondent  au  mouvement  de  rotation  qui  s'ef- 
fectue autour  de  0  avec  une  vitesse  angulaire  variant  de  «  à 
û  -f-  do>;  la  troisième,  au  mouvement  de  translation  qui,  com- 
posé avec  la  rotation  <*  +  du ,  transporte  cette  rotation  du 
centre  0  au  centre  (Y. 

Cette  troisième  accélération  u  -r.  peut  se  décomposer  aussi 

suivant  la  normale  MO,  et  suivant  la  tangente  MM',  et  l'on  aura, 
en  appelant  j„  et  jT  les  deux  composantes  de  l'accélération  totale, 

«  d<3 

dùè         di  . 

LIEUX    GÉOMÉTRIQUES     DES    POINTS     DONT    L'ACCÉLÉRATION    SATISFAIT  A 
CERTAINES  CONDITIONS  DONNÉES.  —  CENTRE  DES  ACCÉLÉRATIONS. 

198.  Les  points  géométriques  de  la  figure  mobile  sont  définis 
dans  le  paragraphe  précédent  parles  coordonnées  polaires  p 
et  a;  on  peut  aussi  les  rapporter  aux  axes  rectangulaires OX,  OY, 
en  remplaçant  p  sin  a  par  x,  et  p  cos  a  par  y.  Les  accélérations 
projetées  sur  les  axes  deviennent  alors 

dut         9 

ai  au         , 

Jy  =  »di'-xM'-<»t!i- 

1°  Cherchons  d'abord  le  lieu  des  points  du  plan  qui  à  l'in- 
stant t  ont  une  môme  accélération  totale  j.  Nous  n'avons  qu'à 
élever  au  carré  les  équations  (1),  et  à  ajouter;  il  viendra 

m  /-ù,+*j (-+  (ï)>*(S)'-* *$  -**S- 
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Cette  équation  représente  une  circonférence,  dont  le  centre 
a  pour  coordonnées 


d&  ds 

»Ttdi 


»*  + 


Ut) 


y= 


«*  + 


mr 


La  position  de  ce  point  est  indépendante  de  l'accélération 
donnée;,  et  par  suite  les  points  dont  les  accélérations  sont 
égales  forment  une  série  de  circonférences  concentriques. 

Si  l'on  applique  au  point  (3)  les  formules  (1),  on  verra  que 
j,=  0  et  jf  =  0,  de  sorte  que  le  centre  commun  des  circonfé- 
rences lieux  des  points  dont  les  accélérations  sont  les  mêmes, 
a  une  accélération  nulle.  Nous  nommerons  ce  point  le  centre 
des  accélérations. 

2°  Les  lieux  des  points  dont  l'accélération  totale  a  une  même 
composante,  parallèle  à  Taxe  des  #,  ou  à  l'axe  des  y,  com- 
prennent deux  séries  de  droites  parallèles,  dans  deux  direc- 
tions rectangulaires. 

Le  lieu  des  composantes  égales  suivant  0X  a  pour  équation 


do» 
11 


~-r  y  —  oAr  =  const., 


et  le  lieu  des  composantes  égales  suivant  OY, 


-j-  x  -+•  bt*y  =  const. 


Le  coefficient  angulaire  de  la  première  direction  est   .*? .  ; 

(a?) 

celui  de  la  seconde,  —  ^— /* 

(i) 

Si  l'on  considère  en  particulier  les  points  pour  lesquels 
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j,=  0,  et  ceux  pour  lesquels  j,=0,  les  premiers  sont  sur  la 
droite 

qui  passe  par  l'origine  ;  les  autres  sont  sur  la  droite 

d-A  m  dv 

Ces  deux  droites  se  coupent  au  point  pour  lequel  j  =  0, 
c'est-à-dire  au  centre  des  accélérations. 
Il  est  à  remarquer  que  les  directions  de  ces  droites  ne  dé- 

pendent  pas  de  la  vitesse  -p  du  point  de  contact. 

3°  Enfin,  cherchons  les  lieux  des  points  pour  lesquels  Tune 
des  deux  composantes  jN,  jT  a  une  valeur  donnée.  Les  équa- 
tions des  lieux  cherchés  seront,  en  coordonnées  polaires, 

Do)*  —  w  -j-  cosa=  const., 
ut 

du  d»s  . 

P  -.-  —  u  -.-  si  n  or  =  const. 
1   dt  dt 

Ces  équations  représentent  les  courbes  appelés  limaçons  de 
Pascal.  Sur  Taxe   OY    (fig.   197),  prenons    une   quantité 
(h 

10  Tt      il 
0C= — r  =  -  — .  Puis  sur  OC  comme  diamètre  décrivons 

G)  G)  dt 

une  circonférence.  Le  lieu  représenté  par  la  première  équa- 
tion s'obtiendra  en  prolongeant  d'une  même  quantité  MP 
toutes  les  cordes  OM  issues  du  point  0  et  comprises  dans  le 

d, 

w  dt 
cercle  OC.  De  même,  si  sur  Taxe  OX  on  prend  0B=  — j— , 

Tt 
et  qu'on  décrive  un  cercle  sur  OB  comme  diamètre,  le  lieu  des 
points  pour  lesquels  la  composante  ;T  est  constante ,  sera  le 
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limaçon  obtenu  en  prolongeant  les  cordes  ON  d'une  quantité 
constante  NQ. 


Fig.  107. 

Les  cercles  OC,  0B  représentent  les  lieux  des  points  pour  les- 
quels jn  et  jT  sont  respectivement  nulles  ;  le  premier,  OC,  est 
donc  la  circonférence  des  inflexions,  le  long  de  laquelle  jn = 0  ; 
son  diamètre  OC  ne  dépend  pas  des  circonstances  du  mou- 
vement de  la  figure  mobile;  car  il  est  égal  à  -  -77,  c'est-à-dire 

1 

à  -z 7,  en  appelant  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  des 

R+R' 
courbes  AB,  ATJ'  (g  194).  L'autre  cercle  OB  a  pour  diamètre 


<■> 


dt  (O1 


1 


dt        \dt)     R^R' 


,  et  dépend  par  conséquent  du  mouve- 


ment donné  à  la  courbe  AB'. 

Ces  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points,  le  point  0 
et  un  autre  point  S.  Comme  Tune  des  composantes,  jr  ou  jn, 
est  nulle  pour  les  points  appartenant  à  l'un  des  cercles, 
elles  sont  nulles  à  la  fois  aux  points  communs  aux  deux  cir- 
conférences, et  on  pourrait  en  conclure  que  l'accélération 
totale,  résultante  de  jT  et  de  jN,  est  nulle  aux  deux  points  0  et  S. 
La  conclusion  est  exacte  pour  le  point  S;  mais  elle  est  fausse 
pour  le  point  0.  Au  point  S,  en  effet,  le  rayon  OS  est  la  direc- 
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lioo  commune  prise  par  des  rayons  menés  du  point. 0  i 
des  points  infiniment  voisins  du  point  S,  situés  respectivement 
sur  les  circonférences  OB  et  OC  En  ce  point,  par  conséquent, 
la  décomposition  de  l'accélération  totale  j  se  fait  suivant  la  di- 
rection SO  et  une  direction  perpendiculaire,  et  dire  que  les 
composantes  sont  nulles  suivant  ces  deux  directions,  c  est 
dire  que  l'accélération  j  est  nulle  elle-même.  11  en  est  autre- 
ment au  point  0.  Considérons  un  point  M' infiniment  voisin 
du  point  0  sur  le  cercle  OC;  l'accélération  totale  de  ce  point 
se  réduira  à  sa  composante  tangcntielle  j, ,  normale  à  OM'; 
à  la  limite,  cette  composante  sera  parallèle  à  Taxe  OY.  De 
même,  considérons  un  point  M*  sur  le  cercle  OB  ;  son  accélé- 
ration se  réduit  à  la  composante  centripète  jH,  qui,  à  la  limite, 
est  aussi  parallèle  à  Taxe  OY.  L'accélération  du  point  0  est  en 

définitive  dirigée  suivant  OY,  et  égale  à  w-tj, comme  l'indiquent 

les  formules  qui  donnent  jx  et  jy ,  et  les  deux  cercles  OB,  OC 
peuvent  se  couper  en  ce  point,  en  rendant  nulle  Tune  des  deux 
composantes;,,  jT,  sans  rendre  pour  cela  l'accélération  totale 
j  égale  à  zéro,  parce  que  la  décomposition  de  celte  accélération 
j  ne  se  fait  plus  dans  tous  les  cas  suivant  les  mômes  direc- 
tions. 

11  n'y  a  donc  qu'un  seul  point,  le  point  S,  dont  l'accéléra- 
tion totale  soit  nulle.  Ce  point  est  le  centre  des  accélérations. 
Les  trois  points  C,  S,  B  sont  en  ligne  droite.  La  direction 
OS,  axe  radical  des  deux  cercles  OB,  iC,  est  le  lieu  des  points 

pour  lesquels  jx  =  0.  La  droite  CB 
est  le  lieu  des  points  pour  les- 
quels;,—0. 

199.  Nous  terminerons  en  don- 
nant une  propriété  mécanique  du 
point  S. 

Soient  x*,  y',  ses  coordonnées 
rapportées  aux  axes  OX.  OY.  et 

Fie.  108.  ! 

soient  5,  r,  les  coordonnées  d'un 
point  M  rapportées  à  des  axes  SX',  S  Y',  menés  par  le  point  S 
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parallèlement  à  OX  et  à  OY.  Fous  aurons  les  équations 
x  =  Ç-Hx/f  y = tq -f- y*,  qui  nous  permettront  de  passer  des 
axes  primitifs  aux  nouveaux  axes;  faisant  cette  transforma- 
tion, il  viendra  pour  les  composantes  j„  j„  de  l'accélération 
totale  : 

en  observant  que  la  substitution  de  x'  et  \f  à  x  et  y  dans  les 
équations  (1)  donne  0  pour  js  et  pour ;f.  Rapportées  aux  nou- 
veaux axes,  les  équations  (1)  perdent  ainsi  le  terme  enw-p 

Passons  aux  coordonnées  polaires  en  posant  MSY'=<z'  et 
SM  =p'.  H  viendra 

Donc 

_.  *&*  »  #  •    • 

]%=ift-j-  COS  a'  —  p'ai8  Sin  a, 

jj  =  —  p*  ---  bin  a'  —  J)7**  COS  ec' . 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  l'accélération  totale  peut 
se  décomposer  en  une  composante  p'u>%  dirigée  suivant  MS, 

et  une  composante  p'-jr»  dirigée  suivant  MT',  perpendiculaire 

à  MS  ;  c'est-à-dire  que  les  accélérations  des  divers  points  de  la 
figure  sont  les  mêmes  que  si  la  figure  entière  tournait  autour  du 
point  S,  avec  les  vitesses  angulaires  successives  o>  et  u>  4-  du. 

On  pourrait  appeler  le  point  0  le  centre  des  vitesses,  car  les 
vitesses  des  points  M  sont  distribuées  comme  si  la  figure 
tournait  autour  du  point  U.  Les  accélérations  sont  distribuées 
comme  si  elle  lournait  autour  du  point  S,  ce  qui  justifie  le 
nom  de  centre  des  accélérations. 
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CIRCONFÉRENCE 


USAGE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  DES  INFLEXIONS  POUB  TBOUVEB  LE 
RATON  DE  COURBURE  DES  COURBES  ÊPICTCLOÎDALES. 

200.  Le  diamètre  OC  de  la  circonférence  des  inflexions  est 
égala 


R  Ml' 


Pour  trouver  le  rayon  de 
courbure  de  l'épicycloïde  en- 
gendré par  un  point  M,  on 
doitjoindreOM(§195);cettt 
droite  coupe  en  P  la  circon- 
férence des  inflexions;  on 
prendra  ensuite  pour  1; 
rayon  de  courbure  cher- 
ché, p,  une  troisième  proportionnelle  aux  segments  MP,  MO  : 

Dans  cette  équation,  il  convient  d'attribuer  un  signe  au  seg- 
ment MP  et  au  rayon  p.  Le  signe  du  segment  MP  est  déterminé 
par  la  différence 


MP=;;- 


1  +  1 

R  ^  R' 


COS  a  =  MO  —  OC  COS  a. 


Le  segment  est  donc  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point 
M  est  en  dehors  ou  en  dedans  du  cercle  des  inflexions. 

Le  rayon  de  coût  bure  p  a  le  même  signe  que  le  segment 
MP,  et  doit  être  porté  dans  le  sens  MP  à  partir  du  point  M. 

Cette  équation  s'applique  à  tous  les  points  de  la  figure.  Si 
donc  on  connaît  les  rayons  de  courbure  p'  et  p*  pour  les  tra- 
jectoires de  deux  points  M',  M",  on  pourra  construire  les  deux 
points  P'  et  P"  correspondants,  puis,  faisant  passer  une  cir- 
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conférence  par  les  trois  points  0,  P',  F,  on  pourra,  par 
l'application  de  la  même  formule,  trouver  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'épicycloïde  décrite  par  le  point  M. 

Prenons  pour  exemple  un  triangleMM'M",  dont  deux  sommets 
M',  M*  glissent  sur  deux  courbes 
données  A',  A".  Soient  C,  C  les 
centres  de  courbure  de  ces  deux 
courbes;  les  normales  CM', 
CM*  se  coupent  en  un  point  0, 
qui  sera  le  centre  instantané 
de  la  figure  mobile.  Les  courbes 
directrices  tournant  leur  con- 
vexité vers  le  centre  instan- 
tané 0,  les  rayons  p'=M'C', 
p'=WC  doivent  être  pris  né- 
gativement, ce  qui  exige  qu'on  porte  aussi  les  distances  M,P/y 
UT*  sur  les  normales,  à  partir  des  points  M' et  M",  en  sens 
contraire  des  sens  M'O,  M"0. 

Prenons 


Fig.  200. 


HT  = 


M*P"  = 


M'O* 
ÏÏÔ* 


Puis  par  les  trois  points  P',  F  et  0,  faisons  passer  une  circon- 
férence. Elle  rencontrera  en  un  point  P  la  droite  OM,  normale 
à  la  trajectoire  du  point  M,  et  le  point  G,  centre  de  courbure 
de  cette  trajectoire,  s'obtiendra  en  prenant 


MO* 

MC:=mp 


La  même  construction  donne  la  tangente  au  lieu  des  cen- 
tres instantanés  de  rotation  successifs,  car  ce  lieu  touche  le 
cercle  des  inflexions  au  point  0. 


l£C.  C0LL16X0S. 


£0 
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THÉORÈME  DE  BOBILUER1. 


201 .  Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle  glissent  respectivement 
sur  deux  circonférences  fixes,  le  troisième  côté  enveloppe  une 
troisième  circonférence. 

Soit  ABC  le  triangle  mobile  ;  $  et  y  les  deux  cercles  donnés; 
le  côté  AB  touche  constamment  la  circonférence  y  ;  le  côté  AC 

touche  la  circonférence  p. 
Les  points  e  et  b,  par  les- 
quels chacune  des  droites 
AB,  AC,  touche  son  enve- 
loppe, sont  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées 
du  centre  instantané  sur 
ces  droites  elles-mêmes. 
On  aura  donc  le  centre  in- 
stantané de  rotation,  0, 
en  cherchant  l'intersection 
Fig.  soi.  des   perpendiculaires  cO, 

60,  élevées  en  c  et  b  sur  les 
côtés  AB,  AC  ;  ces  perpendiculaires  passent  par  les  centres 
fixes-/ et  g  des  cercles  donnés.  L'angle ^00  étant  le  supplément 
de  l'angle  constant  BAC,  le  point  0  appartient  à  un  cercle 
passant  par  les  points  y  et  ?.  Ce  cercle,  qu'on  peut  construire, 
est  donc  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  successifs 
du  triangle. 

Pour  avoir  le  point  a  par  lequel  le  troisième  côté  BC  touche 
son  enveloppe,  il  suffit  d'abaisser  du  point  0  une  perpendi- 
culaire Oa  sur  ce  côté.  Cette  perpendiculaire  passe  par  le  cen- 
tre de  courbure,  a,  de  l'enveloppe  cherchée,  point  dont  nous 
ignorons  encore  la  position.  Dans  le  déplacement  infiniment 
petit  du  triangle,  tout  se  passe  comme  si  le  côté  BC  tournait 


1  Cours  de  géométrie  pour  les  écoles  d'arts  et  métiers. 
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iangentiellement  à  un  cercle  ayant  pour  centre  ce  point  a.  Dans 
ce  mouvement  élémentaire,  le  centre  instantané  de  rotation 
de  la  figure  se  déplace  le  long  du  cercle  pOy  ;  de  plus,  les  an- 
gles £0a,  DCA,  dont  les  côtés  sont  respectivement  perpendi- 
culaires, sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  par  conséquent 
l'angle  0O<z  est  connu  ;  le  point  0  est  donc  aussi  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  cercle  passant  par  les  trois  points  0,  a,  ($  ;  le 
mouvement  du  point  0  serait  donc  impossible,  à  moins  que 
ces  deux  cercles  ne  coïncident,  ce  qui  exige  que  le  point  a  soit 
situé  à  Tinterseclion  du  cercle  0-fi  avec  la  perpendiculaire  Oa 
prolongée. 

Il  en  résulte  que  le  point  a  est  fixe  ;  d'abord  il  est  situé  sur  le 
cercle  fixe  0$  ;  ensuite  les  arcs  (3a,  y*  sont  constants  comme 
correspondant  sur  ce  cercle  à  des  angles  inscrits  constants 
yOa,  pOa.  On  peut  ajouter  que  le  triangle  qu'on  obtiendrait  en 
joignant  les  points  a,  0,  y  est  semblable  au  triangle  donné. 

L'enveloppe  du  côté  BC  est  donc  un  cercle  MN  décrit  du 
point  a  comme  centre,  avec  aa  pour  rayon. 

Si  les  côtés  AB,  AG  étaient  assujettis  à  glisser  sur  des  cour- 
bes quelconques,  on  pourrait,  pendant  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  substituer  à  ces  courbes  leurs  cercles  oscil- 
lateurs aux  points  c  et  b,  et  la  construction  du  point  <x  ferait 
connaître  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  du  troisième 
côtéBC. 

La  normale  au  lieu  décrit  par  un  sommet  quelconque  B 
du  triangle  mobile,  s'obtiendra  en  joi- 
gnant OB.  Or  les  angles  c  et  a  du  qua- 
.  drilatère  OaBc  étant  droits,  ce  quadri- 
latère est  inscriptible,  et  OB  est  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit.  Le  cercle 
circonscrit  au  quadrilatère  OaBc  est 
donc  tangent  en  B  au  lieu  décrit  par  le 
point  B.  On  en  déduit  la  méthode  sui- 
vante pour  mener  une  tangente  au  lieu  Fig.  «02. 
décrit  par  le  sommet,  B,  d'un  angle 
constant  dont  les  côtés  Bc,  Ba,  glissent  sur  des  courbes  don- 
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nées  mn%  pq  (fig.  202) .  Il  suffit  de  joindre  les  points  de  contacta 
et  c,  et  de  décrire  sur  la  droite  ae  un  segment  capable  de 
l'angle  donné  B.  Le  cercle  aSe  sera  tangent  au  lieu  décrit 
par  le  sommet  B. 


COMPOSANTES  DE  LA  VITESSE  D*C3  P0I5T  d'uR  CORPS  SOLIDE 
ASSCJETT1  A  T0CB3ER  ACTOCB  d'w  PORT  FIXE. 


Fig.  203. 


202.  Soit  0  le  point  fixe  autour  duquel  tourne  le  corps  ;  0A 
Taxe  instantané  de  rotation,  autour  duquel  il  est  animé,  au 
bout  du  temps  t,  d'une  vitesse  angulaire  c*.  Nous  pouvons  dé- 
composer la  rotation  w  en  trois  rota- 
tions p,  ç,  r,  autour  de  trois  axes 
rectangulaires  OX ,  OY,  OZ,  menés 
par  le  point  0.  Nous  nous  propo- 
sons de  chercher  les  projections  sur 
les  axes,  de  la  vitesse  linéaire  d'un 
point  M ,  lié  invariablement  au 
corps.  Ce  point  décrit  dans  le  temps 
dt,  autour  de  0A,  un  arc  élémen- 
taire MM'  égal  à  MPx  udt  (MP  étant  la  distance  du  point  M  à 
Taxe  instantané),  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan 
UAM.  Ce  sont  les  composantes  suivant  les  axes  de  cet  arc  infi- 
niment petit,  qui,  divisées  par  dt}  nous  donneront  les  vitesses 

cherchées  -v  ,  -^,  -t-.  La  méthode  la  plus  simple  consiste  à 

chercher  successivement  les  variations  produites  sur  les  coor- 
données x,  y,  %  du  point  M,  par  les  rotations  composantes 
p,  q,  r,  considérées  seules,  et  à  additionner  algébriquement 
les  résultats  partiels  obtenus. 

C'est  cette  méthode  que  nous  avons  suivie  §1 73,  quand  nous 
supposions  le  corps  animé  à  la  fois  des  translations  u,  r,  r, 
parallèlement  aux  axes,  et  des  rotations  p,  9,  r,  autour  des 
axes;  le  résultat  peut  donc  se  déduire  des  équations  (1)  deli 
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page  256,  en  y  faisant  nulles  les  trois  vitesses  u,  v,  w  ;  il  vien- 
dra, en  divisant  pardf, 

dx 
dz 

équations  qui  se  transforment  Tune  dans  l'autre  à  l'aide  d'une 
permutation  tournante,  en  changeant  simultanément  x  en  y, 
j/enz,  zenx,  etpenç,  q  enr,  renp. 

Comme  les  trois  équations  ainsi  obtenues  ont  une  grande 
importance  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  solides, 
nous  les  établirons  d'une  seconde  manière,  plus  directe,  en  ce 
qu'elle  n'emprunte  rien  à  la  théorie  de  la  décomposition  des 
rotations  et  des  mouvements. 

Convenons  de  représenter  la  rotation  o>  autour  de  OA,  par 
une  longueur  portée  sur  OA  à  partir  du  point  0  ;  projetons 
cette  longueur  sur  les  axes,  et  soient  p,  9,  r,  les  longueurs  des 
projections.  La  direction  de  Taxe  OA  sera  définie  par  les  co- 
sinus des  angles  AOX,  AOY,  AOZ,  c'est-à-dire  par  les  trois 

rapports  -,  -,  -;  la  somme  des  carrés  de  ces  rapports  est 

(1)     O)    (1) 

égale  à  l'unité.  Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
corps  solide  dans  sa  position  primitive  ;  x  -\-  dx,  y  -H  dy,  %  -f-  dzy 
les  coordonnées  de  la  seconde  position,  M',  du  même  point, 
au  bout  du  temps  dt.  Nous  remarquerons  que  la  rotation  au- 
tour de  OA  ne  change  ni  la  distance  du  point  M  au  point  0, 
ni  l'angle  que  fait  cette  distance  avec  Taxe  de  rotation  OA. 

La  distance  du  point  M  à  l'origine  est  égale  à  <Jx*+y*-\-z*  ; 
et  comme  elle  reste  la  même  quand  le  point  M  passe  en  M',  sa 
différentielle  est  nulle,  ce  qui  donne  la  relation 

II)  *dz+ydy  +  *b=0. 

L'angle  Y  de  la  direction  OM  avec  l'axe  OA  a  pour  cosinus 
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la  somme  des  produits  des  cosinus  des  angles  que  ces  deux 
directions  font  avec  les  axes  : 


COS>  =  '-X   ,  — h*-X  —     *  H — X 


L'angle  Y  ne  variant  pas  quand  x,  y,  s,  deviennent  *+b, 
y-hdy,  z+d%,  on  aura  de  même  en  différentiant 

(2)  J***+  qdy-\-r<h=0. 

Cette  dernière  équation  s'établirait  plus  vite  en  exprimant 
que  lés  directions  MM'  et  OA,  définies  par  leurs  projection 
respectives,  dx,  dy,  <b,  et  p,  q,  r,  sont  rectangulaires. 

Des  équations  (1)  et  (2)  on  déduit,  en  éliminant  successive- 
ment dz,  dxy  dy,  la  suite  des  rapports  égaux  : 

3  dx    =    *fy    =     (h 

{  }  qz —  ry      rx—ps      py — qx  ' 

et  la  question  est  ramenée  à  déterminer  la  valeur  commune 
de  ces  trois  rapports.  Pour  cela,  élevons-les  au  carré,  puis 
ajoutons  les  trois  fractions  terme  à  terme,  et  extrayons  la  ra- 
cine carrée  des  termes  résultants  ;  l'égalité  des  rapports  ne  sera 
pas  troublée,  et  Ton  aura  par  conséquent 


...  dx  dy  dz  \/dx*+dy*+dz* 


qz—  ry      rx—pz      py—qx      ^,_fy)*+(rjB_|W)i  +  (|V_fji 

Le  numérateur,  pris  positivement,  représente  Tare  MM', 
Quant  au  dénominateur,  il  peut  se  transformer  de  la  ma- 
nière suivante.  On  a  identiquement  * 

l?»  -  ry)*+[rx ■—  ;w)*+(/>y— qx)* 

1  Cette  identité  montre  comment  le  produit  de  la  somme  de  trois  curés  p* 
la  somme  de  trois  carrés  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de  quati* 
carres. 
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Abstraction  faite  du  signe,  la  racine  carrée  indiquée  est 
égale  à 


fa{x*+y^z*)-{î>x-^+rz)*=«iJ*t+yt+*t><  ^l-(^^^^)f 

Le  rapport  est  donc  égal  en  valeur  absolue  à  la  fraction 
r,  c'est-à-dire  6  A. 


wxMP1 

Mais  il  reste  à  discuter  le  signe  avec  lequel  dt  doit  être  pris. 
On  résoudra  cette  dernière  question  en  suivant  la  marche  in- 
diquée dans  le  g  186  pour  un  problème  tout  à  fait  semblable. 
Nous  appliquerons  les  formules  à  des  cas  particuliers  où  le 
signe  de  dt  soit  facile  à  déterminer  a  priori.  La  loi  de  conti- 
nuité exige  qu'on  conserve  cette  détermination.  Supposons  par 
exemple  que  Taxe  OA  coïncide  avec  OZ  ;  les  quantités  p  et 
q  seront  nulles,  et  la  quantité  r  sera  égale  à  a>.  Si  de  plus  o>  est 
positif,  celte  rotation  s'opéra nt  autour  de  OZ,  de  X  vers  Z,  fera 
croître  l'ordonnée  y  de  tout  point  M  qui  se  projette  dans 
l'angle  ZOX,  et  décroître  son  abscisse  x;  donc  les  formules, 
en  y  faisant  x,  y  et  r  positifs,  en  même  temps  que  p  et  q  nuls, 
doivent  donner  dy  positif  et  dx  négatif;  ces  hypothèses  parti- 
culières, introduites  dans  les  équations  (3),  les  réduisent  à 

dx  dy dz 

— ry      rx       0  * 

dx        du 

De  là  résulte  que  dz  est  nul,  et  que  les  rapports et  — 

^  rr        — ry     rx 

sont  tous  deux  positifs.  Aussi  devra-t-on  prendre  positive- 
ment la  valeur  commune ,  dt,  des  trois  rapports,  ce  qui 
ramène  les  équations  (4)  à  la  forme  définitive  : 

!dx=[qz^-ry)dt% 
dy  =  (rx-pz)dt, 
d»  =  (py  —  qx)dt. 

Nulle  part  dans  tout  ce  raisonnement  on  n'a  considéré  les 
quantités  p,  9,  r  comme  des  rotations  qui  s'effectuent  autour  des 
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axes  coordonnés,  et  dont  la  coexistence  puisse  remplacer  la  ro- 
tation co  autour  de  OA.  Ce  sontde  simples  quantités  auxiliaires, 
qui  définissent  à  la  fois  la  direction  OA  et  la  grandeur  de  la  ro- 
tation, mais  qui  n'ont  pas  d'autre  signification  cinématique.  Les 
équations  (5)  une  fois  démontrées  de  cette  manière,  on  pourra 
en  déduire  la  loi  de  la  décomposition  d'une  rotation  OA  en 
trois  rotations  autour  d'axes  rectangulaires  :  il  suffit  d'ob- 
server que,  d'après  ces  équations  (5),  les  déplacements  dus  à 
la  rotation  u>  autour  de  OA  peuvent  s'obtenir  en  composant 
les  effets  particuliers  de  trois  rotations  égales  à  p,  g,  r,  qui 
s'effectueraient  respectivement  autour  des  trois  axes  OX,  OT, 
OZ,  en  sorte  que  l'ensemble  des  trois  rotations  p,  q,  r,  équi- 
vaut à  la  rotation  o>. 


ACCÉLÉRATION   DANS   LE    MOUVEMENT  D'UN    SOLIDE    AUTOUR    D*UN 

POINT   FIXE   0. 


203.  Soit,  à  l'instant  f,0A  l'axe  autour  duquel  le  corps  solide 
tourne  avec  une  vitesse  angulaire  u>.  Par  le  point  0,  menons 

trois  axes  rectangulaires  fixes  OX, 
OY,  OZ.  Nous  pouvons  décomposer 
la  rotation  <*>,  dont  Taxe  est  dirigé 
suivant  la  droite  OA,  en  trois  rota- 
tions p,  ç,  r,  autour  des  axes  coor- 
donnés ;  ces  rotations  produisent 
pendant  le  temps  infiniment  petit  dt 
des  variations  dx,  dt/,  dï,  sur  les 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  s 
d'un  point  M,  lié  au  corps;  nous 
venons  de  voir  (§  202)  que  ces  variations  sont  données  par  les 
équations  : 

«**  =  l93  —  nrt dl» 

(1)    {  dy  =  [rx-pz)dt, 
di  =  [py—qx)dt. 


Fig.  ÎOi. 
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Les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M  sont 

dx 
dz 

Les  différentielles  du,  dt/,  ds  sont  les  projections  sur  les 
axes  du  déplacement  infiniment  petit  MM'  du  point  M,  tour- 
nant d'un  angle  udt  autour  de  OA. 

Au  bout  du  temps  dt,  l'axe  de  rotation  est  devenu  la  droite 
OA',  et  le  point  mobile,  parvenu  en  M',  est  animé  autour  de 
cette  droite  d'une  vitesse  angulaire  u>  -4-  du,  qui  l'amène  de 
M'  en  M"  dans  un  nouvel  intervalle  de  temps  dt.  Les  compo- 
santes de  la  rotation  o>  +  do>  suivant  les  axes  sont  p  -+-  dp, 
q  +  dq,  r+dr;  les  coordonnées  de  M'  sont  d'ailleurs 
z-h(qz—ry)dt>  y+(rx  —  pz)dt,  z+(py—qx)dt.  Appe- 
lons v'SJ  v'9  ,  t/s  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M'  dans 
le  passage  de  M'  en  M"  ;  nous  aurons,  en  appliquant  les  équa- 
tions (2), 

!•,=  fa+ dq) [%+(py~  q*)dt]  -  (r+rfr)  Iy+(rx  -  pz)dt)9 
t'9=(r+dr)[x+{qz—ry)dt]  —  (p  +  dp)[z+{py-Ç*)<ltl 
v't=lp+dp)[y+  (rx—  /«)<&]  —  [q+  dq)  [*+  (ça—  ry)  dt]. 

Pour  en  déduire  les  composantes  js%  j, ,  jIf  de  l'accélération 
du  point  M,  il  suffit  de  diviser  par  dt  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses  ;  il  vient,  en  effaçant  les  termes  in- 
Gniment  petits, 
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Fig.  105. 


Pour  simplifier  ces  formules,  sup- 
posons que  nous  prenions  pour  axe 
des  %  la  droite  OA,  axe  instantané 
du  solide  à  l'instant  f ,  et  pour  plan 
des  ZOX  le  plan  ÀOA',  plan  tangent 
commun  aux  deux  cAnes,  dont  l'on 
est  fixe  dans  l'espace,  et  dontPautre, 
mobile  avec  le  solide,  l'entraîne 


dans  son  roulement  sur  le  premier.  On  aura  à  l'instant  f 

p  =  o, 
?  =  o, 

r  =  o*. 

La  rotation  <*,  supposée  positive,  s'opère  de  X  vers  T. 

A  l'instant  t  -f-  cft,  la  rotation  <o  -f-  rfw  s'opère  autour  de 
Taxe  OA',  qui  fait  un  angle  AOA'  =  dv  avec  Taxe  OA  ;  décom- 
posons cette  rotation  autour  des  axes  OX,  OY,  OZ;  nous 
aurons 

p  +  dp  =  [ùi-\-  rfw)cos  l q  -f  d*  J, 
q+  dq  =  0, 
r-f-  dr  =  (&»4-rfw)cosd», 

ou,  en  retranchant  les  premières  équations  et  en  supprimant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

«//>=—  udv, 
dq  =  0, 
dr  =  du. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (4),  il  vient  pour 
les  équations  simplifiées 


P) 


d&        m 
do»  ,        di        , 


dt 
dt 


dt 
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Au  lieu  d'employer  les  coordonnées  rectangles,  on  peut  dé- 
finir la  position  des  points  du  solide  à  l'aide  des  coordonnées 
polaires  (§  65)  .Du  pointO  comme  centre,  décrivons  une  sphère 
avec  un  rayon  OM  arbitraire.  La  position  du  point  M  sera  dé- 
finie sur  cette  surface  par  les  deux  angles  ZOM  =  6  et  XON =9. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z,  en  fonction  des 
nouvelles  coordonnées  R  =  OM,  6  et  ?,  on  aura  les  équa- 
tions : 

x  =  R  sîn  0  cos  f, 
y  =  Rsin0sin?, 
a  =  R  cos  0. 

Le  corps  tourne  autour  du  point  0;  la  distance  OM  reste 
donc  constante  pour  un  même  point  dans  toute  la  suite  du 
mouvement.  Décomposons  l'accélération  totale  du  point  M 
suivant  les  trois  directions  rectangulaires  formées  par  le  rayon 
MO,  par  la  tangente  MT  à  Parc  ZN,  et  par  la  tangente  MT'  au 


Fis.  200. 


parallèle  qui  serait  décrit  sur  la  sphère  par  le  point  M,  dans 
sa  rotation  autour  de  OZ.  Par  le  point  0,  menons  des  paral- 
lèles aux  droites  MT,  MT'.  La  droite  OP,  parallèle  à  MT,  sera 
située  dans  le  plan  ZON,  et  fera  avec  OZ  un  angle  égal  au 
complément  de  6.  La  droite  OR,  parallèle  à  MT',  sera  située 
dans  le  plan  XOY,  et  fera  un  angle  droit  avec  la  droite  ON. 
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Cherchons  les  cosinus  des  angles  de  ces  trois  droites  avec  les 
aies  coordonnés.  On  trouvera  les  neuf  relations 

cosM0I=a»fsm9,    a»POI=— cotfcosf,    cosROX  = — sin?, 
oo6MOT=smf  sn9,    a»POY=— suif  cosf,    cosROY=cosf, 
cos!OZ  =  oos9t  006P0Z=tin9v  cosR0Z=0. 

Désignons  par  j«,  i,  jr  ,  les  composantes  de  l'accélération 
projetée  sur  les  directions  OM,  OP,  OR  ;  nous  aurons 

>.=>»cosM0ï4->fcosM0T4-y»cosM0I===y»cO5fsin»H-yftinf8in#+y,c0il 

De  même 

U  s»  —  jsàn  f  +>f  cos  f. 

Remplaçons,  dans  ces  équations,  i„jv  ;,,  par  leurs  valeurs, 
et,  dans  ces  valeurs,  x,  y,  s  par  leurs  expressions  en  R,  0  et  f . 
Nous  aurons  en  définitive 


jm=— Raisin*  fi. 

dt 


j,  =  Ra»*$in0cos0  —  Ru  ^sinf, 


jr=  R  jr-  sin  6-|- R»  —  cos  ?  cos  0. 

Les  accélérations  sont  positives  quand  elles  sont  dirigées 
de  0  vers  M,  de  0  vers  P,  de  0  vers  R.  Le  signe  —  devant  la 
première  indique  une  composante  dirigée  vers  le  point  fixe  0. 
On  peut  encore  décomposer  l'accélération  totale  suivant  les 
directions  ML,  parallèle  à  OZ,  MS,  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  l'arc  0Zf  et  MT',  tangente  à  l'élément  décrit 
par  le  point  M  dans  sa  rotation  instantanée  autour  de  Taxe  OZ. 
La  première  composante  est  égale  à  jt  ;  la  troisième,  à  jr  ;  quant 
à  la  seconde,  on  l'obtiendra,  en  ajoutant  les  composantes  de  j. 
et;,,  projetées  sur  la  droite  MS,  et  on  trouvera 

ds 

j,  =  Rai»  sin  0  —  Rw  -jy  sin  f  cos  0. 

Cette  composante  est  comptée  positivement  dans  la  direc- 
tion centripète  MS. 
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En  égalant  successivement  jm9  jp , . . .  à  des  constantes,  on  aura 
pour  une  valeur  donnée  de  R  les  équations  des  lieux  géomé- 
triques des  points  dont  l'accélération  satisfaite  des  conditions 
données.  Par  exemple,  les  points  de  la  sphère  OH  pour  les- 
quels l'accélération  ju  a  une  même  valeur  sont  les  petits  cer- 
cles de  cette  sphère  qui  ont  pour  pôle  le  point  Z.  Le  lieu  des 
points  pour  lesquels  j,  =  0  a  pour  équation,  entre  les  varia- 
bles ô  et  9 , 


cette  équation  définit  un  cône  ayant  son  sommet  au  point  0. 
Le  lieu  des  points  pour  lesquels  jr  est  nulle  est  un  autre 
cône  dont  l'équation  est 

tang0  = — w  T  coss. 

£164 

Ces  deux  cônes  sont  des  surfaces  du  second  degré,  que  les 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  OZ  coupent  suivant  des  cer- 
cles. 

Considérons  en  effet  le  plan  tangent  mené  à  la  sphère  au 
point  Z  ;  la  droite  OM  prolongée  perce  ce  plan  en  un  point  K 
dont  les  coordonnées,  x  =  ZH  et  y  =  HK,  sont  égales  à 


x  =  R  tang  9  cos  f, 

j/  =  Rtang  0sinj>. 

On 

en 

déduit 

tang? 

__2f 

-ï1 

»     tango  =  ,t-?—  = 

°        U  sin  y  . 

\/x 

K 

et 

fiina-        y 

• 

Bill  O  —       % 

)/**  +  y* 

X 

ensp  =  ; 

Substituant  dans  les  équations  des  cônes,  il  vient  pour  k 
premier 


y/x*  +  y1     1  d9      y ...  n  i  d* 
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et  pour  le  second 


S 


tU 


d»fa+y** 


ou    x«+yt=-R*.^ 


équations  de  deux  circonférences,  dont  Tune,  Za,  a  son  centre 
sur  la  droite  ZI,  parallèle  à  l'axe  0Y9  et  l'autre,  Zfr,  a  son  centre 
sur  le  prolongement  de  ZH,  parallèle  à  Taxe  OX, 

Ces  deux  cônes  du  second  degré  ayant  un  sommet  commun, 
se  coupent  suivant  deux  génératrices,  dont  Tune  est  Taxe  de 
rotation  OZ  ;  l'autre  génératrice  OC  est  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  les  composantes  jt  et  jr  sont  nulles  à  la  fois, 
c'est-à-dire  pour  lesquels  l'accélération  totale  se  réduit  à  sa 
composante  parallèle  à  Taxe  OZ. 
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CHAPITRE  PREMIER 

GUIDES  DU  MOUVEMENT  ET  CLASSIFICATION  DES  MÉCANISMES 


204.  Les  machines  que  Ton  emploie  dans  l'industrie  com- 
prennent en  général  trois  parties  distinctes  : 

1°  Un  récepteur,  qui  reçoit  directement  l'action  de  la  puis- 
sance motrice,  comme  la  roue  dans  un  moulin  à  eau,  les  ailes 
dans  un  moulin  à  vent,  le  piston  dans  les  machines  à  vapeur; 

2°  V outil,  ou  appareil  propre  à  exécuter  l'ouvrage  que  l'on 
se  propose  de  faire,  comme  la  meule  d'un  moulin,  ou  les  ma- 
chines à  raboter,  à  mortaiser,  à  aléser,  d'une  fabrique  d'ou- 
vrages en  fer;  ordinairement  l'outil  ou  les  outils  subissent 
directement  la  principale  résistance  que  la  machine  ait  à 
vaincre; 

3°  Enfin,  entre  le  récepteur  et  l'outil,  une  série  de  méca- 
fàsmes,  ou  d'organes  propres  à  transformer  le  mouvement  du 
récepteur  en  celui  de  l'outil,  de  manière  à  assurer  à  l'outil  le 
mouvement  et  la  vitesse  qui  conviennent  le  mieux  au  travail 
à  exécuter. 

L'élude  des  transformations  de  mouvement  au  point  de  vue 
géométrique  est  une  branche  de  la  cinématique.  Mous  allons 
examiner  dans  ce  chapitre  quelques-uns  des  mécanismes  les 
plus  simples  et  les  plus  généralement  employés. 

On  n'admet  guère  dans  les  machines  que  deux  genres  de 
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mouvement:  le  mouvement  rccliligne  et  le  mouvement  circu- 
laire. Ce  sont  les  plus  faciles  à  réaliser. 

Ces  mouvements  peuvent  être  ou  continus,  ou  aliernatift, 
continus,  s'ils  ont  lieu  toujours  djns  le  même  sens;  alterna- 
tifs, s'ils  ont  lieu  alternativement  dans  un  sens,  puis  en  sois 
contraire. 

Le  mouvement  rectiliijne  continu  n'est  pas  en  général  admis- 
sible dans  une  machine,  parce  que,  s'il  se  prolongeait  imlr- 
lininu'iil ,  il  éloignerait  de  plus  en  plus  les  organes  qui  en 
seraient  animés.  Aussi  les  mouvements  reclilignes  sont-ils 
nécessairement  limités  en  pratique  à  une  certaine  période,  au 
delà  de  laquelle  le  mouvement  en  sens  contraire  intervient 
pour  ramener  la  pièce  mobile  à  son  point  de  départ,  et  rendre 
le  mouvement  direct  possible  de  nouveau. 

Le  mouvement  circulaire  continu  est  au  contraire  indéfini- 
ment possible,  sans  restriction  d'aucune  sorte. 

Les  mouvements  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans  tes 
machines  sont  donc: 

Le  mouvement  recliligne  alternatif; 

Le  mouvement  circulaire,  soit  continu,  soit  atternalif. 

205.  Le  mouvement  dans  les  machines  peut  être  uniforme, 
varié,  ou  périodique  ;  on  dit  qu'il  est  périodiquement  uniforme 
quand,  à  certains  intervalles  de  temps  égaux  entre  eux,  on  re- 
trouve toutes  les  pièces  mobiles  revenues  dans  les  mêmes 
positions  et  animées  des  mômes  vitesses. 

Comme  on  se  propose  en  général  de  Taire  exécuter  par  une 
machine  un  seul  genre  de  travail,  exigeant  un  déplacement 
délinide  l'outil,  on  assujellit  les  pièces  mobiles  à  des  liaisons 
qui,  en  rendant  ce  déplacement  possible,  empêchent  la  pro- 
duction de  tous  les  autres.  C'est  ce  qu'on  entend  quaml 
on  dit  qu'une  machine  est  un  système  à  liaisons  compléta  : 
dans  un  tel  système,  le  mouvement  d'un  point  particulier  n'«l 
possible  que  sur  une  seule  trajectoire,  et  définit  complètement 
le  mouvement  de  tout  autre  point;  le  problème  cinéma  Liqui' 
à  résoudre  consiste  alors  à  trouver  la  relation  entre  les  mou- 
vements des  divers  points. 


DES  MOUVEMENTS. 
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206.  Pour  assurer  le  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
axe  fixe,  on  se  sert  d'un  arbre  tournant.  La  figure  207  repré- 
sente un  arbre  tournant  horizontal,  en  fer. 


Fig.  «07. 

L'arbre  est  terminé  à  ses  deux  extrémités  par  deux  touril- 
lons A,  A',  qui  s'engagent  dans  les  paliers  ou  coussinets.  Les 
épaulcments  B,  B',  ont  pour  objet  d'empêcher  les  déplacements 
longitudinaux  de  l'arbre  dans  les  paliers  ;  ils  sont  raccordés 
aux  tourillons  par  des  congés  D,  D'.  Quelquefois  on  termine 
le  tourillon  par  un  collet,  C,  qui  prévient  tout  déplacement  la- 
téral. 

La  figure  208  représente  un  palier  avec  chapeau  et  godet  de 
graissage. 
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Fig.  203. 

II ,  Palier  on  coussinet.  —  K,  Semelle.  —  F,  F,  Douions  pour  fixer  le  palier.  —  L,  Cha- 
peau. —  R,  R,  Boulons  A  télé  noyée,  pour  serrer  le  chapeau  contre  le  corps  du  pa- 
lier. —  M,  Coquille  supérieure  (en  cuivre).  —  M',  Coquille  inférieure.  —  A,  Vide 
occupé  par  le  tourillon  de  l'arbre.  —  K,  Godet  de  graissage.  —  Of  O,  Rainures  héli- 
coldes  pratiquées  dans  la  surface  de  la  coquille  supérieure,  pour  répartir  l'huile  de 
graissage  sur  le  pourtour  du  tourillon. 

On  peut  quelquefois  supprimer  le  chapeau  et  la  coquille 
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supérieure.  Alors  l'arbre  repose  simplement  danslc  coussinet. 
La  figure  209  représente  un  appareil  de  ce  genre. 
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Le  collet  de  l'arbre 
tournant  plonge  dans 
le  réservoir  d' huile  P, 
et  fait  refluer  l'huile 
dans  les  rainures  de 
graissage  S,  creusées 
dans  la  coquille  infé- 
rieure Q. 
Lorsque  les  arbres  tournants  n'ont  pas  à  supporter  de 
grands  efforts ,  on  réduit  beau- 
coup le  frottement  des  appuis  en 
substituant  des  pointes  coniques 
aux  tourillons;  c'est  ce  qu'on  (ait 
Fis- îl0-  pour  les  arbres  de  tour  (fig.  210). 

L'arbre  A  porte  à  ses  extrémités  un  rendement  B  dans  le- 
quel on  engage  un  goujon  terminé  en  G  par  le  tourillon  co- 
nique. La  pointe  du  cène  s'appuie  contre  un 
plan  fixe,  dans  lequel  elle  s'enfonce  d'une 
petite  quantité. 

207.  Les  arbres  verticaux,  A,  sont  terminés 
à  leur  partie  supérieure  par  un  tourillon  qui 
s'engage  dans  un  palier,  et  à  leur  base  infé- 
rieure, par  un  pivot  B,  qui  peut  faire  corps 
avec  l'arbre,  ou  bien  former  une  pièce  np 
portée. 

Fi*  ni.  Ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans  ce  cas, 

c'est  que  l'arbre  s'appuie  non-seulement  sur 
la  surface  convexe  du  pivot ,  comme  cela  a  lieu  pour  les  tou- 
rillons, mais  encore  sur  sa  surface  terminale,  à  laquelle  on 
donne  généralement  une  forme  légèrement  bombée  (Gg.211)- 
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Dans  la  figure  212,  le  pivot  B  est  rapporté  ;  il  est  fixé  au  corps 
de  l'arbre  au  moyen  d'un  prisonnier  b;  on  ménage  dans 
l'arbre  une  ouverture  c  qui 
permet  de  chasser  le  pivot  pour 
le  remplacer. 

La  crapatidine  est  générale- 
ment formée  d'un  cylindre, 
ou  collet  en  bronze,  au  dedans 
duquel  glisse  la  surface  con- 
vexe du  pivot,  et  d'un  grain 
d'acier,  ou  culot ,  sur  lequel 
porte  la  surface  terminale.  On 
se  ménage  la  possibilité  de  déplacer  un  peu,  à  l'aide  de  vis,  la 
position  de  l'arbre,  soit  dans  le  plan  horizontal,  soit  en  hau- 
teur. 


à,  Grtin  d'acier. -B,  Collât 
Ions  M,  M.  —  0,  Vida  que  tient  occuper  la  [mot  de 


La  figure  213  représente  une  crapaudine  simple;  les  vis  bu- 


tantes  permettent  d'opérer  de  petits  déplacements  horizontaux 
ie  l'arbre  sans  déplacer  la  boite. 

La  figure  214  représente  la  crapatidine  à  arcade,  dans  la- 
quelle, outre  les  vis  butantes,  une  vis  spéciale  permet  de  sou- 
lever ou  d'abaisser  légèrement  l'arbre  tournant. 


ergot  K,  c 


I.,  Seconde  batte,  I) 


it  corps  avec  l'ircide.  —  H.  c 


eitrinflé  peseta  dan 

n  petit  dèidicemenl  d 


la  .i.i.-.i-.,  !....:■■ 
pi.ot  en  luuleor 


208.  Les  arbres  tournants  verticaux,  avons-nous  dit,  sont 
relenus  ù  leur  extrémité  supérieure  par 
un  collier  ou  collet  ;  pour  réduite  le  frot- 
tement de  l'arbre  contre  cette  pièce,  ad 
dedans  de  laquelle  il  tourne,  on  inter- 
pose quelquefois  entre  les  deux  un  cot- 
lier  à  galets  représenté  par  la  ligure *2I5. 
Grâce  à  cette  disposilion,  le  froile- 
înent  de  glissement  est  remplacé  par 
un  frottement  de  roulement  de  l'arbre 
contre  les  galets,  lequel  est  beaucoup 
plus  doux.  Il  y  a  bien  encore  un  frollc- 
menl  de  glissement,  celui  des  tourillons 
des  galcls  ;  mais  la  petitesse  du  dia- 
mètre des  tourillons  diminue  notable- 
ment les  inconvénients  d'une  pareille  résistance. 
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Les  couronnes  de  galets  sur  lesquelles  reposent  les  plaques 
tournantes (fig.  216)  présentent  une  disposition  analogue;  mais 
là  le  frottement  peut  être  encore  réduit  en  laissant  à  la  cou 
ronne  de  galcls  la  liberté  de  rouler  sur  un  rail  circulaire,  au 
lieu  de  fixer  d'une  manière  invariable  les  axes  de  chacun  des 


Fig.  21$. 

galets.  La  surface  convexe  des  galets  G  appartient  à  un  cône 
dont  le  sommet  est  situé  sur  l'axe  central  de  la  plaque.  Les  ga- 
lets roulent  sur  un  rail  circulaire,  RR,  qu'on  peut  supposer  dres- 
sé dans  un  plan  horizontal;  la  plaque  repose  sur  les  galets  par 
un  second  rail  dont  la  surface  de  roulement  a  la  même  incli- 
naison que  la  génératrice  la  plus  élevée  des  galets  coniques. 
La  couronne  de  galets  roule  donc  sur  un  rail  fixe,  et  la  plaque 
roule  sur  la  couronne  de  galets;  il  est  facile  de  voir  que  le  dé- 
placement angulaire  de  la  plaque  est  double  du  déplacement 
angulaire  de  la  couronne  autour  de  son  axe  vertical. 


GUIDES   DU  MOUVEMENT   RECTILIGNE. 

209.  Pour  guider  le  mouvement  rectiligne,  on  emploie  les 
rainures  et  languettes  (fig.  217),  les  glissières  (fig.  218),  les  an- 
neaux mobiles  le  long  d'une  tige  fixe  (fig.  219),  les  tiges  mobiles 
à  travers  des  anneaux  fixes  (fig.  220),  les  roulettes  mobiles  sur 
des  montants  fixes  (fig.  221  et  222),  les  tiges  mobiles  roulant 
sur  des  cylindres  fixes  (fig.  223). 

210.  Il  existe  enfin  des  appareils  spéciaux  propres  à  guider 
un  point  mobile  le  long  d'une  trajectoire  définie. 

Les  rails  d'un  chemin  de  fer,  pour  n'en  citer  qu'un  exemple, 
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ne  sont  autre  chose  que  des  guides  destines  à  maintenir  les 
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des  guides  mobiles,  qui  servent  à  faire  passer  à  volonté  te 
Irains  d'une  voie  sur  une  autre. 
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CLASSIFICATION  DES   TRANSMISSIONS  Dfi  MOUVEMENT. 

211.  La  première  classification  des  organes  de  transmission 
de  mouvement,  donnée  par  Monge,  a  été  complétée  en  1808 
par  Lanz  et  Bétancourt,  et  se  résume  dans  le  tableau  suivant  : 


CImms 
l'atrts 

laetout. 

Continu.  .  .       I 
Continu  «  monument.  .1  j*£™'*  ;    ,J| 

R     ....       (Continu.  .   .      » 
Alternatif  en  mouvement/  ^  'Allernatif-  •  ™ 


(  Rectiligne  \\ 


f  Continu.  .  .      » 
du  mouvement. . 


Transformation  /  *  LlrcuIatreiAlternaUf.  .     IX 


Circulaire 


.  »    fu       (Continu. .  . 
RecUIigne  Jâl ,-__.,.. 
fContinu  en  mouvement.  .  lAiiernaur.  . 

)  n.      t  .      Continu.  .  . 


» 

V 

VI 

VII 


, Alternatif  en  mouvement!  ,rnn(inn 

I  Circulaire j*^  ;      \ 

m 
Cette  classification  un  peu  artificielle  est  abandonnée  aujour- 
d'hui, et  on  Ta  remplacée  par  la  classification  suivante,  qui  est 
due  à  M.  Willis. 
Les  organes  de  transmission  se  partagent  en  trois  genres: 
Le  premier  genre  comprend  la  transmission  par  contact 
direct  ; 

Le  second,  la  transmission  par  l'intermédiaire  d'un  lien 
rigide  ; 

Le  troisième,  la  transmission  par  l'intermédiaire  d'un  lien 
flexible. 
Les  trois  genres  se  subdivisent  chacun  en  trois  classes  : 
La  classe  A  comprend  les  transmissions  dont  le  sens  est  tou- 
jours le  même,  et  où  il  existe  un  rapport  constant  entre  les  vi- 
tesses simultanées  de  deux  points  particuliers,  pris  sur  chacun 
des  organes  entre  lesquels  la  transmission  a  lieu  ; 

La  classe  B  comprend  les  transmissions  dont  le  sens  est  tou- 
jours le  même,  mais  où  le  rapport  des  vitesses  varie  ; 
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La  classe  C  comprend  enOn  les  transmissions  dont  le  sens 
est  variable,  que  le  rapport  des  vitesses  soit  variable  ou  non. 

La  classification  de  M.  Willis  se  résume  donc  dans  le  tableau 
à  double  entrée  suivant,  où  nous  avons  inscrit  quelques 
exemples. 


SENS  DE  LA  TRANSMISSION  CONSTANT. 

sus  u  u  TtAHimu 

férMi<Mecat  tariatl*. 

Classe  A. 

Rapport  des 
vitesses  constant. 

Classe  B. 

Rapport  des  vitesses 
variable. 

Classe  C 

Rapport  des  vitesses 
constant  ou  variable. 

I"  GEKIIE. 

Pièces  en  con- 
tact immédiat. 

Engrenages. 

Courbes  roulantes. 

Excentriques. 

II*  GENRE. 

Emploi  d'un 
lien  rigide. 

Roues  accouplées. 

Joint  universel, 

Parallélogramme  de 
Watt. 

III*   GENRE. 

Emploi  d'ut) 
lien  flexible 

Poulies  et  courroies 

Bobine  pour  câbles 
plats. 

Poulies  avec  tendeur 
oscillant. 

CHAPITRE  II 


THÉORIE  DES  ENGRENAGES 


212.  Les  engrenages  ont  pour  objet  de  transformer  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  en  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  d'un  autre  axe;  si  le  premier  mouvement  est 
uniforme,  le  second  doit  être  aussi  uniforme,  de  telle  sorte 
qu'il  existe  un  rapport  constant  entre  les  vitesses  de  rotation 
simultanées  autour  de  chacun  des  axes. 

Les  engrenages  se  partagent  en  plusieurs  classes  suivant  la 
situation  relative  des  deux  axes  autour  desquels  s'opèrent  les 
deux  rotations.  Ces  deux  axes  peuvent  être  parallèles,  ou  con- 
courants, ou  enfin  ils  peuvent  se  croiser  dans  l'espace  sans 
avoir  aucun  point  commun. 

Dans  le  premier  cas,  l'engrenage  est  cylindrique. 

Dans  le  second,  l'engrenage  est  conique. 

L'engrenage  hyperboloide  cl  la  vis  sans  fin  sont  des  solutions 
directes  du  troisième  cas;  la  vis  sans  fin 
suppose  les  deux  axes  rectangulaires. 

Mais  on  peut  toujours  ramener  le  troi- 
sième cas  aux  deux  premiers  ;  car,  étant 
donnés  deux  axes  OA,  O'B,  qui  ne  se  ren- 
contrent pas,  on  peut,  pour  transmettre  le 
mouvement  de  l'un  à  1  autre,  se  servir  d'un 
axe  auxiliaire,  CD,  qui  les  rencontre  tous  deux,  puis  trans- 
mettre la  rotation  de  l'axe  OA  à  l'axe  CD  par  un  engrenage 
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conique,  et  la  rotation  de  Taxe  CD  à  Taxe  0*  B  par  un  second 
engrenage  conique. 

La  transmission  par  engrenages  s'opérant  par  contact  immé- 
diat entre  les  pièces,  et  conservant  le  rapport  des  vitesses  an- 
gulaires, appartient  au  premier  genre,  et  à  la  première  classe, 
A,  de  la  nouvelle  classiû cation. 

ENGRENAGES   CYLINDRIQUES. 


213.  Transmission  par  simple  adhérence.  —  Les  axes  donnés 
étant  supposés  parallèles,  prenons-les  perpendiculaires  au  plan 
du  papier  ;  soit  0  la  (race  de  l'un,  0'  la  trace  de  l'autre. 

Soit  a)  la  vitesse  de  la  rotation  autour  de  l'axe  0,  et  «'  la  vi- 
tesse de  la  rotation  autour  de  Taxe  0%  ces  deux  rotations  ayant 
lieu  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  comme  l'indiquent  les 
flèches. 
Joignons  00',  et  sur  cette  droite  cherchons  un  point  A  tel, 

qu'en  considérant  successivement  ce  point 
comme  lié  à  Taxe  0  et  à  Taxe  0',  il  ait  dm 
les  deux  mouvements  des  vitesses  lïnéaxm 
égales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 

S'il  est  entraîné  par  la  rotation  autour 
de  0 ,  le  point  A  a  une  vitesse  linéaire 
perpendiculaire  à  0At  et  égale  à  OAx»; 
de  même,  s'il  est  lié  à  l'axe  0\  il  a  une 
vitesse  linéaire  perpendiculaire  à  O'A,  et 
égale  à  O'A  x  a>\  Les  deux  vitesses  sont 
d'ailleurs  dirigées  dans  le  même  senSy  et 
elles  seront  égales  si  l'on  a  l'équation 


Fig.  225. 


ou  bien 


À0x«  =  0'Àx*/f 


0A 
O'A 


M 


c'est-à-dire  si  le  point  A  partage  la  droite  00*  dans  le  rapport 
inverse  des  vitesses  angulaires. 
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Le  rapport  des  vitesses  angulaires  étant  donné,  la  position 
du  point  A  sur  la  ligne  des  centres  s'en  déduit  sans  aucune 
ambiguïté. 

Du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  OA,  décri- 
vons une  circonférence  ;  de  même,  du  point  0'  comme  centre, 
décrivons  une  circonférence  avec  un  rayon  égal  à  O'A  ;  ces 
deux  circonférences  seront  tangentes  en  A.  Imaginons  qu'on 
leur  communique  autour  de  leurs  centres,  dans  le  sens  des 
flèches,  des  vitesses  angulaires  égales  respectivement  à  o>  et  a/  ; 
les  deux  circonférences,  dans  leur  mouvement  simultané,  ne 
glisseront  jamais  Tune  contre  l'autre  au  point  de  contact  A, 
puisque  les  vitesses  linéaires  de  ces  deux  circonférences  sont 
rigoureusement  égales. 

Si  donc,  à  la  place  de  ces  circonférences,  on  monte  sur  les 
axes  0  et  0'  deux  roues  matérielles  ayant  pour  rayons  OA  et  O'A, 
et  si  Ton  forme  les  jantes  de  ces  roues  de  matières  ayant  la 
propriété  d'adhérer  Tune  à  l'autre,  il  n'y  aura  qu'à  com- 
muniquer à  la  roue  OA  un  mouvement  de  rotation  égal  à  o> 
pour  donner  à  la  roue  O'A,  en  sens  contraire,  un  mouvement 
de  rotation  égal  à  «>',  car  l'adhérence  qui  se  développe 
au  contact  A  empêche  le  glissement  d'une  des  roues  sur  la 
jante  de  l'autre.  Le  problème  de  la  transformation  est  ainsi 
résolu  par  le  simple  contact  de  deux  roues  :  dans  cette  solution, 
le  mouvement  relatif  de  l'une  des  roues  par  rapport  à  l'autre 
est  un  roulement  sans  aucun  mélange  de  glissement  (g  180). 

Lorsque  la  communication  du  mouvement  s'opère  ainsi  par 
simple  contact  d'une  roue  à  l'autre,  le  travail  du  frottement  au 
point  de  contact  des  deux  roues  est  nul;  le  frottement  n'est  pas 
nul,  car  c'est  le  frottement  qui  entraîne  une  roue  au  moyen  de 
l'autre  ;  mais  le  travail  du  frottement,  ou  le  produit  de  la  force 
du  frottement  par  le  glissement  relatif,  est  constamment  égal 
à  zéro1. 


1  On  verra  plus  tard  la  définition  du  travail  mécanique.  Il  suffit  ici  de  faire 
observer  que  le  travail  est  le  produit  d'une  force  par  un  espace  parcouru,  et  qu'il 
y  a  intérêt  dans  les  machines  à  réduire  le  plus  possible  le  travail  du  frottement 
et  des  autres  résistances  accessoires,  dites  ré$i$tancet  pauiva. 
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La  solution  qui  vient  dVtre  indiquée  csl  appliquée  dans  l'in- 
dustrie; on  entoure  les  deux  roues,  soit  d'une  bande  de  cuir, 
soit  d'une  couche  de  gulla-percha,  pour  assurer  une  adhérent 
suffisante  enlre  les  deux  roues;  enfin,  c'est  la  simple  adhé- 
rence de  la  roue  motrice  de  la  locomolive  sur  le  rail  qui  rend 
possible  la  traction  des  trains  sur  les  chemins  de  Ter, 

Mais  celle  solution  a  des  inconvénients  qui  ne  permettent 
pas  de  L'employer  d'une  manière  générale.  Les  parties  en  con- 
tact des  deux  roues  s'usent  rapidement  par  l'effet  de  leur  pTO- 
sion  mutuelle.  Il  en  résulte  que  l'adhérence  diminue  succes- 
sivement; pour  la  ramener  à  sa  limite,  il  faut  rapprocher  la 
axes  0  etO'  de  la  quantité  perdue  par  l'usure  du  pourtour  des 
roues.  On  doit  donc  se  réserver  un  moyen  de  rappela-  | 
et  de  régler  à  volonté  la  pression  des  roues  l'une  sur  l'autre, 
pression  à  laquelle  le  frottement  est  proportionnel.  Or  la  pres- 
sion mutuelle  des  deux  roues  se  transmet  aux  arbres  tournante 
et  à  leurs  tourillons;  augmenter  la  pression  mutuelle  dit 
deux  roues  au  point  A,  c'est  augmenter  le  frottement  dans  les 
tourillons  des  arbres;  il  est  possible  par  conséquent,  si  l'on  a 
de  grands  efforts  à  transmettre  d'une  roue  à  l'autre,  qu'il  n'y 
ait  rien  à  gagner,  comme  travail  du  frottement,  à  l'adoption  de 
la  transmission  par  adhérence. 

21  i.  Solution  géométrique  tlu  problème  des  engrenage*.  — 
Les  circonférences  OA,  O'A,  jouent  un  grand  rôle  dans  la 
théorie  des  engrenages.  On  les  appelle  les  circonférences  primi- 
tives des  roues. 

L'une  des  roues  est  la  roite  menante,  l'antre  la  roue  me- 
née. Qu;ind  l'engrenage  est  construit  de  telle  sorte  que  chtfM 
roue  puisse  mener  l'autre,  on  dit  qu'il  est  réciproque.  Tous  le* 
engrenages  ne  sont  pas  réciproques,  comme  nous  le  reconnaî- 
trons plus  loin. 

Les  deux  roues  ayant  généralement  des  rayons  inégal», 
on  donne  quelquefois  le  nom  de  pignon  à  la  plus  petite. 

La  solution  générale  du  problème  des  engrenages  dOUaU 
à  armer  l'une  des  roues,  la  roue  menante,  de  pirtMBipndta 
dénis,  qui  font  saillie  sur  la  cîrconlérencc  primitive,  et  I  •*■ 
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couper  dans  l'autre  roue,  la  roue  menée,  des  cavités  dans  les- 
quelles les  dents  viennent  successivement  s'engager.  Les  dents 
doivent  avoir  un  profil  tel,  que,  dans  le  mouvement  commun 
des  deux  roues  conjuguées,  elles  soient  toujours  tangentes  au 
profil  du  creux  avec  lequel  elles  sont  en  prise  et  qu'elles  pous- 
sent dans  la  direction  convenable.  Il  est  nécessaire,  en  effet, 
que  les  deux  profils  soient  toujours  tangents  au  point  où  ils 
agissent  l'un  sur  l'autre  ;  ils  ne  peuvent  se  couper,  car  il  en 
résulterait  que  le  plein  delà  dent  pénétrerait  dans  le  plein  de 
la  roue  conjuguée;  et  s'ils  se  pressaient  par  une  arête,  cette 
arête  agirait  sur  le  profil  à  la  façon  d'un  outil  tranchant  :  ou 
bien  elle  en  altérerait  le  tracé,  ou  bien  elle  s'effacerait  elle- 
même  par  l'usure  ;  les  profils  seraient  donc  ramenés,  par  l'u- 
sure des  pièces,  aux  conditions  du  contact  géométrique  qu'on 
peut  leur  assurer  tout  d'abord. 

Dans  le  mouvement  relatif  d'une  roue  par  rapport  à  l'autre, 
le  profil  du  creux  de  la  roue  menée  doit  donc  être  constam- 
ment tangent  au  profil  de  la  dent  de  la  roue  menante  ;  si  Ton 
se  donne  arbitrairement  le  premier  profil,  on  obtiendra  le  se- 
cond en  cherchant  la  courbe  enveloppée  par  le  premier  profil, 
dans  le  mouvement  relatif  de  la  roue  menée  par  rapport  à  la 
roue  menante. 

Le  mouvement  relatif  de  la  roue  0*  par  rapport  à  la  roue 
0  (§  i  83)  est  une  rotation  autour  du  point  A,  égale  à  la  somme 
«*  +  <*'  des  deux  rotations  données;  en 
d'autres  termes,  la  roue  0'  roule  sur  la  cir- 
conférence primitive  0. 

Soit  Ali  (fig.  226)  une  courbe  quelcon- 
que, arbitrairement  choisie,  attachée  à  la 
roue  0',  et  représentant  le  profil  du  creux; 
pour  en  déduire  le  profil  correspondant  de 
la  dent  à  ajouter  à  la  circonférence  0,  on 
fera  rouler  sur  la  roue  0  la  roue  0'  qui 
entraine  ce  profil  AB,  et  Ton  construira  la  F,g* 2ic* 

courbe  formée  par  les  interseclions  successives  de  ce  profil. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  trouver  la  courbe  envelop- 


I/arc  ds  est  le  même  pour  ces  deux  circonférences,  puisque 
leurs  vitesses  linéaires  sont  égales. 
Donc 

(p+*ï*-*(1+£). 

et  par  suite 
ou  bien 

formule  qui  donne  Tare  de  glissement  relatif  élémentaire  en 
fonction  du  déplacement  linéaire  commun  aux  deux  roues, 
mesuré  sur  les  circonférences  primitives. 

Remarquons  que,  pour  un  même  déplacement  <b,  l'arc  de 
glissement  daest  proportionnel  à  p;  comme  cet  arc  d?  entre 
en  facteur  dans  l'expression  du  travail  du  frotltement,  il  y  a 
intérêt  à  le  réduire  le  plus  possible. 

On  doit  donc  faire  en  sorte  que  p  reste  toujours  très  petit 
Les  profils  des  deux  roues  doivent  être  choisis  de  manière 
que  le  contact  puisse  avoir  lieu  à  un  certain  instant  au  point 
A  lui-même;  alors  p  est  nul,  et  le  glissement  élémentaire  est 
nul  aussi.  On  limite  d'ailleurs  la  dent  de  manière  à  maintenir 
p  au-dessous  d'une  certaine  valeur  ;  le  contact  des  deux  profils 
cesse  au  point  où  la  longueur  de  la  dent  fait  défaut  ;  la  conti- 
nuité de  la  transmission  exige  qu'au  même  moment  deux 
nouveaux  profils  soient  en  prise  au  point  A;  ces  deux  profils  se 
déplacent  ensuite  simultanément,  comme  l'ont  fait  les  deux 
précédents,  et  quand  leur  contact  cesse,  le  contact  est  établi  au 
point  A  entre  les  deux  profils  qui  les  suivent.  On  voit  par  là 
qu'il  y  a  une  relation  à  observer  entre  la  longueur  des  dents  et 
l'espacement  de  deux  profils  consécutifs,  mesuré  sur  l'une  ou 
l'autre  des  circonférences  primitives.  Cet  espacement  est  ce 
qu'on  appelle  le  pas  de  l'engrenage. 

217.  La  petitesse  du  pas  permet  d'obtenir  approximative- 
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ment  la  valeur  de  Tare  tolal  de  glissement  relatif,  Z,  pour  une 
dent  particulière,  depuis  le  moment  où  le  contact  des  deux 
profils  conjugués  est  établi  au  point  À,  jusqu'au  moment  où  la 
prise  cesse,  les  deux  roues  ayant  avancé  d'un  pas. 

Quand  un  corps  roule  et  glisse  à  la  fois  sur  un  autre,  on 
obtient  l'arc  de  glissement  élémentaire  en  prenant  la  distance 
infiniment  petite  produite  par  le  déplacement  relatif  entre  deux 
points  primitivement  en  contact  (g  182). 

Appliquons  cette  régie  au  déplacement  commun  des  deux 
roues  0  et  (y.  Soit  AB= ÀC=S  le  pas  dont 
se  déplacent  simultanément  les  deux  cir- 
conférences; les  deux  points  C  et  B  étaient 
primitivement  réunis  en  un  seul  au  point  A. 
Donc  le  glissement  relatif  n'est  autre  chose 
que  la  distance  CB.  Le  pas  étant  très  petit. 
on  peut  confondre  sensiblement  les  arcs  AC, 
AB  avec  les  perpendiculaires  CC,  BB',  qui 
sont  égales  entre  elles,  puisque  les  arcs 
sont  égaux  ;  la  distance  CB  est,  par  suite,  Fi&* °°- 

égale  à  sa  projection  CB'  sur  la  ligne  des  centres,  ou  à  la 
somme  AB'  +  AC. 

Or  Tare  AB,  dans  le  cercle  0,  peut  être  confondu  avec  sa 
corde,  ce  qui  donne 

S»=2RXÀIV. 

De  même  dans  le  cercle  0', 

S"  =  ÎR'X  ÀC. 

Donc  enfin 

s*  /i     î  \ 

AB'-f  AC  =  arc  de  glissement  total ï==  "5  (  7»  +  îr»  )• 

On  arrive  au  même  résulat  en  intégrant  par  approximation 
l'équation 

*-»  G  ■•■*)*■ 

On  peul  regarder  en  effet  la  perpendiculaire  AP=pcomm 

»£c.  cotucuo.x.  2? 
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sensiblement  égale  à  l'arc  AIl  =  s;  remplaçant  donc  p  par  i, 
et  intégrant  entre  les  limites  0  et  S,  il  vient  pour  le  glisse- 
ment total  £ 


(i+wjr— î»(w> 


218.  Nous  avons  vu  qu'il  y  avait  avantage  à  réduire  le  pas.  S, 
mesuré  sur  les  deux  circonférences  primitives,  ce  qui  ne  peut 
se  faire  sans  augmenter  le  nombre  des  dents  sur  chaque 
roue.. Soit  m  le  nombre  desdunts  de  la  roue  0,  m'  le  nombre 
des  dents  de  la  roue  0'  ;  on  aura  les  relations 


Le  pas  est  ainsi  une  partie  aliquole  de  chacune  des  circonfé- 
rences primitives.  C'est  une  commune  mesure  de  ces  deux 
circonférences.  Sur  chaque  roue,  le  pas  comprend  deux  par- 
ties, un  plein,  qui  sert  de  base  à  la  saillie  de  la  dent,  cl  un 
creux,  intervalle  libre  entre  deux  pleins  consécutifs,  dans  le- 
quel vient  se  loger  la  dent  de  la  roue  conjuguée.  La  lient  re- 
çoit d'ailleurs  un  profil  symétrique  sur  ses  deux  faces,  pour 
q:ie  la  roue  0  puisse  conduire  la  roue  0'  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre;  on  donne  la  réciprocité  à  l'engrenage,  quand  «Il  Bl 
possible,  en  ajoutant  à  la  roue  0*  des  dents  destinées  | 
les  faces  des  creux  de  la  roue  0.  Chaque  dent  rempli]  le  en  n 
de  la  roue  conjuguée  au  passage  à  travers  la  ligne  des  centies. 
sauf  un  jeu,  qu'il  est  nécessaire  de  ménager  entre  les  pTtlb 
qui  ne  doivent  pas  agir  l'un  sur  l'autre.  Ce  jeu  facilite  le  pas- 
sage des  deux  roues  à  travers  la  ligne  des  centres  ;  mais,  par 
contre,  si  l'on  renverse  subitement  te  mouvement  de  l'une  îles 
roues,  le  contact  des  deux  roues  ne  s'établit  pas  immédiate- 
ment sur  les  fii ces  opposées,  et  il  se  produit  ce  qu'on  appelle 
un  temps  perdu. 


TOTAL.  339 

En  résumé,  le  pas  S  se  compose  de  l'épaisseur  de  la  denl  de 
la  roue  0,  mesurée  sur  la  circonférence  primitive*  augmentée 
de  l'épaisseur  de  la  dent  de  la  roue  0'  et  d'un  certain  jeu  que 
l'expérience  a  conduit  à  déterminer,  et  qui  est  d  autant  plus 
petit  que  l'engrenage  est  plus  soigné  et  plus  voisin  de  sa  forme 
géométrique.  L'usure  mutuelle  des  dénis  fait  décroître  les 
épaisseurs  et  augmente  le  jeu,  sans  rien  changer  au  pas. 

Ce  sont  des  conditions  de  résistance  qui  limitent  le  nombre 
des  dents  sur  chaque  roue;  les  dents  transmettent  des  pres- 
sions d'une  roue  à  l'autre;  il  faut  donc  leur  donner  des  di- 
mensions telles,  qu'elles  ne  soient  pas  exposées  à  rompre  ou 
à  fléchir,  et  Ton  ne  pourrait  sans  danger  en  réduire  indéfini- 
ment l'épaisseur. 

219.  Les  vitesses  angulaires  des  deux  roues  sont  propor- 

S         S  1 

tionnelles  à  ~  et  à  ^7 ,  et  par  suite  proportionnelles  à  —  et  à 

—,  ;  le  rapport  —  des  deux  vitesses  angulaires  est  donc  égal 

à  l'inverse  — ,  du  rapport  des  nombres  de  dents  sur  chaque 

roue.  L'emploi  des  roues  d'engrenage  suppose  donc  que  les 
vitesses  angulaires  sont  commensurables  entre  elles *. 

*  La  détermination  du  nombre  de  dents  qu'il  convient  de  donner  aux  rouet 
d'engrenage  a  été  pour  Uuygens  l'occasion  de  découvrir  les  propriétés  des  frac- 
tions continues,  et  de  créer  ainsi  une  des  plus  fécondes  théories  de  l'arithmé- 
tique. H  appliqua  cette  théorie  à  la  résolution  du  problème  suivant  :  Une  fraction 
exprimée  par  un  grand  nombre  de  chiffrée  étant  donnée,  trouver  toutes  les  frac- 
lions  en  moindres  terme*  qui  approchent  si  près  de  la  vérité,  qu'il  soit  impos- 
sible S  en  approcher  davantage  sans  en  employer  de  plus  grands,  «  On  doit 
regarder,  dit  Lagrange,  la  méthode  employée  par  Uuygens,  comme  une  dos 
principales  découvertes  de  ce  grand  géomètre.  La  construction  de  son  automate 
planétaire  parait  en  avoir  été  l'occasion.  En  effet,  il  est  clair  que,  pour  pouvoir 
représenter  exactement  les  mouvements  et  les  périodes  des  planètes,  il  faudrait 
employer  des  roues  où  les  nombres  de  dents  fussent  précisément  dans  les  mêmes 
rapports  que  les  périodes  dont  il  s'agit;  mais  comme  on  ne  peut  pas  multiplier 
les  dents  au  delà  d'une  certaine  limite  dépendante  de  la  grandeur  de  la  roue,  et 
que  d'ailleurs  les  périodes  des  planètes  sont  incommensurables,  ou  du  moins  ne 
peuvent  être  représentées  avec  une  certaine  exactitude  que  par  de  très  grands 
nombres,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'un  à  peu  près,  et  la  difficulté  se  réduit 
à  trouver  des  rapports  exprimés  en  plus  petits  nombres,  qui  approchent  autant 
qu'il  est  possible  de  la  vérité,  et  plus  que  ne  pourraient  faire  d'autres  rapports 


En  général,  les  roues  d'engrenage  ont  au  moins  6  ou  S 
dents;  le  nombre  de  dents  excède  rarement  120';  le  rapport 
des  vitesses  angulaires  dune  roue  de  6  dents  engrenant  avec 
une  roue  de  120  est  égal  à  20. 

On  appelle  raison  d'un  engrenage,  ou  d'un  équipage  de  rouet 
dentées,  le  rapport  de  la  vilesse  angulaire  de  la  dernière  roue 
de  l'équipage  à  la  vilesse  angulaire  de  la  première,  ce  rapport 
étant  pris  avec  le  signe  -+-  ou  le  signe  —,  suivant  que  les  rota- 
tions s'opèrent  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  1! 
est  facile  de  voir  que  la  raison  d'un  équipage  de  roues  dentées 
est  le  produit  des  raisons  de  chacun  des  engrenages  particu- 
liers qui  composent  cet  équipage. 
— — r  c  Prenons  pour  exemple  l'équi- 

î  |  page  de  roues  déniées  représenté 

'     parle  diagramme  ci-conlrc. 

La  roue  A  engrène  avec  la  roue 

B,  laquelle  porte  un  pignon  b  qui  engrène  avec  la  roue  C; 

celle-ci  porte  un  pignon  c  qui  engrène  avec  la  roue  D. 

Si  l'on  appelle 


les  vitesses  angulaires  des  arbres  A,  Hb,  Ce,  D,  on  aura  puni 
les  raisons  des  engrenages  successifs  {A,  11),  (b,  C),  (c,  D), 


nous  prenons  ces  rapports  avec  le  signe  —  parce  que  nous 
supposons  lous  les  engrenages  extérieurs;  les  deux  roues  qui 
composent  cliacun  des  engrenages  tournent  donc  chacune  en 
sens  contraire  de  l'autre. 


Fig.  131. 


La  rais 


de! 


équipage  est,  par  définition,  égale  à  —  —; 


quelconques 

t'Atpèbre  d'Kaler,  g  I' 
1  On  eicepte 


seraient  pa;  conçus  en  ipimos  nius  grands.    Huypmi  naw' 
le  moyen  dos  fractions  continuel...  .  [Lagrange,  tjMitiMH 
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elle  esl  aussi  égale  au  produit  des  trois  fadeurs  négatifs 


hm-5M-s> 


Si  l'on  représente  par  A,  B,  6,  C,  e,  D,  les  nombres  de  dents 
des  roues  et  des  pignons,  on  aura 


et  par  suite 


Aie 

"bcd" 


La  raison  d'un  équipage  de  roues  dentées  est  donc  égale  au 
rapport  du  produit  des  nombres  de  dénis  des  roues  menantes 
au  produit  des  nombres  de  dents  des  roues  menées,  ce  rapport 
étant  pris  avec  le  signe  +  si  les  deux  roues  extrêmes  tour- 
nent dans  le  même  sens,  et  avec  le  signe  —  si  elles  tournent 
en  sens  contraires. 


lïELATtQa  BUTRE  LES  BAYONS  DE  COUIIRORE  DES  DEUX  PROFILS  EH  PRISE. 

220.  Soient  0,  0',  les  circonférences  primitives  tangentes  en 
A;QP,  PRles  deux  profils 
en  prise  tangents  en  P.  La 
droite  AP  sera  normale  à  la 
fois  aux  deux  profils,  et  les 
centres  de  courbure  des  pro- 
fils au  point  P  seront  situés 
quelque  partsurcelte  droite, 
en  C  pour  le  profil  PQ,  en  C 
pour  le  profil  PR. 

Prenons  à  partir  du  point 
A ,  sur  les  circonférences 
primitives,  deux  arcs  infi- 
niment petits,  AB,  AD, égaux 
entre  eux.  Joignons  CD,  OB, 
CD,  0*1);  puis  faisons  tourner  les  deux  roues 


S42  Fonsei-E 

amener  à  la  fois  les  deux  points  E  et  D  au  point  A.  Les 
points  C  et  C  étant  les  centres  de  courbure  des  profils,  les 
droites  CIÎ,  CD  sont  encore  normales  à  ces  profils,  et  les 
points  IS  et  D  se  réunissant  au  point  A,  ces  droites  CD,  CI! 
viennent,  en  vertu  du  déplacement  des  deux  roues,  se  placer 
en  prolongement  l'une  de  l'autre,  suivant  la  normale  com- 
mune aux  deux  profils  dans  leur  nouvelle  position. 

Le  mouvement  angulaire  relatif  de  la  roue  0'  par  rapport  a 
la  roue  0  est  donc  une  rotation  qui  amène  la  normale  DC  en 
prolongement  de  la  normale  CB,  c'est-à-dire  une  rotation 
mesurée  par  l'angle  EFC'de  ces  deux  droites;  d'un  autre  coté, 
le  déplacement  angulaire  relatif  de  la  roue  0'  par  rapport  à 
la  roue  0  est  la  somme  des  angles  aux  centres  BOA,  DO'A;  et 
comme  dans  le  triangle  CC'F  l'angle  extérieur  EFC  est  la 
somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés  C  et  C,  on  a  l'éga- 
lité 

C  +  C'=DOA  +  DO'A. 

Cette  égalité  établit  une  relation  entre  les  rayons  de  cour- 
bure des  deux  profils. 

Soient  en  effet  Cl'=p   le  rayon  de  courbure  du  profil  PQ  . 

C'P=p'   le  rayon  de  courbure  du  prolil  PR  ; 

AP=j>  la  distance  du  point  de  contact  A  des  circonféietuv-- 
primitives  au  point  de  contact  P  des  profils  ; 

PA0'=«  l'angle  delà  normale  commune  avec  la  1  ï  -  •  >  e  ta 
centres  ; 

AB=AU=:<fo  l'arc  infiniment  petit  pris  sur  les  circonfé- 
rences primitives. 

Élevons  en  A  une  perpendiculaire  indéfinie  AM  sur  la  droite 
CC;  les  droites  CB,  CD  font  avec  la  droite  AM  des  angles  qnïiiil- 
férent  infiniment  peu  de  l'angle  droit;  elles  coupent  donc  toutes 
deux  la  ligne  AM  en  un  même  point  F,  projection  commune 
sur  .4M  des  points  B  et  D,  dont  la  dislance  est  un  infiniment  pe- 
tit du  second  ordre,  et  qu'on  peut  regarder  par  suite  comme 
confondus  en  un  seul  et  même  point.  Les  angles  infiniment 
petits BC.4,  DCA,  angles  que  nous  avons  désignés  par  les  lettres 
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AF     AF 

C  et  C',  sont  donc  mesurés  par  les  rapports  -r^,  jrrr  Mais 
AC=p— p,  AC'=p'  H-p,  et  Ton  a  par  conséquent  les  égalités 

AF  AF 

angle  C  =  -^—  ,     angle  C  =  -^-- . 

AB 

D'un  autre  côté  l'angle  BOA  est  égal  à  ^ ,  et  l'angle  DO7 A 

est  égal  à  -s^-,  ou  à  -^. 
On  a  donc  la  relation 

AF 


p 


??+???— fi+i)-*(l*i)' 


ou  bien ,  en  observant  que  AF  est  la  projection  de  l'arc 
<fa=AB,  qui  fait  avec  AM  un  angle  égal  à  a,  ce  qui  donne 
AF=dscosa,  on  obtient  en  définitive,  après  suppression  du 
facteur  commun  dsy 

|x  COS  uc    .    cos «  1    ,    i_# 

*  JB—J*     '     //  +  J*  —  R  11'" 

Celte  équation  donne  p"  en  fonction  de  p,  de  p  et  de  a.  Elle 
est  connue  sous  le  nom  d'équation  de  Savm-y. 

Elle  est  susceptible  d'interprétation  géométrique. 

Les  termes  de  l'équation  sont  les  uns  relatifs  à  la  roue  0, 
les  autres  à  la  roue  0'.  Séparons  ces  termes  dans  chaque 
membre;  il  viendra 

COS  a         1  1  COS  a 

f-p      R-R'~^+? 

ou  bien 

Rcosa — p-¥p  _?+ p  —  R'cosg 

Renversons  ces  fractions,  pour  avoir  des  longueurs  dans 
les  deux  membres,  et  multiplions  par  sin  a  : 

(2î  R  (p  —  p)  sin  a  __  R' fcM- p)  sin  « 

Il  cos  a — /»4-p""/»'4-p  —  R'cosk' 
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Abaissons  des  points  0  et  0'  des  perpendiculaires  OK,  0*11 
sur  la  normale  commune  CC.  Nous  aurons 

Rsin«  =  OK, 

p  —  p  =  AG 

ttcos«  -¥p  —  p=  AK  +  AP— CP  =  KG, 

l\'sin«  =  0'II, 

f/  +  p  =  kO, 

/-f-p  —  R'  cos  a  =  CP+AP— AU  =  CTO. 

L'équation  (2)  se  transforme  en  l'égalité 

0K  X  AC      O'il  x  ac 


P) 


KC       ~~       C'U 


Soit  M  le  point  où  la  droite  OC  prolongée  rencontre  la  droite 
AM  ;  les  triangles  semblables  CAM,  CKO  donnent 


AM_OKxAC 

~ Ec    ' 


Appelons  de  môme  M'  le  point  où  C'O'  prolongée  coupe  la 
droite  AM  ;  nous  aurons,  à  cause  des  triangles  semblables 
CAM',  CUOS 

0'1'XAC 

AM  -     eu    • 

Donc,  en  vertu  de  l'équation  (3),  AM  =  AM'  et  par  suite  les 
poinls  M  et  M'  coïncident,  el  les  trois  droites  AM,  OC,  O'C  con- 
courent en  un  même  point  M. 

De  là  résulte  la  construction  suivante,  pour  déterminer  le 
centre  C,  connaissant  le  centre  C. 

On  joindra  OC,  et  on  cherchera  le  point  de  rencontre  M  de 
cette  droite  avec  la  perpendiculaire  AM,  élevée  au  point  A  sur 
la  normale  commune  aux  deux  profils  en  prise;  on  joindra  ce 
point  au  point  0',  et  la  droite  MO'  prolongée  coupera  la  nor- 
male commune  au  centre  C  du  second  profil. 

Cette  construction  est  une  extension  de  celle  que  nous  avons 
indiquée  (§191)  pour  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  épicycloïdale.  Il  serait  facile  de  l'en  déduire. 


PROFILS  ÉPICYCLOlDÀlX. 
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MÉTHODE  DES  ROULETTES. 


221.  Soient  OA  et  (VA  les  deux  circonférences  primitives 
tangentes  au  point  A. 

Traçons  arbitrairement  une  courbe  LL',  et  soit  H  un  point 
invariablement  lié  à  celte  courbe. 

Faisons  rouler  la  courbe  LL'  sur  la  circonférence  OA  ;  le 
point  M  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne  MN.  Puis  faisons 
rouler  la  même  courbe  sur  la  circonférence  O'A  ;  dans  ce  mou- 
vement le  point  M  engendrera  une  courbe  MN',  qui  sera  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  MN,  car  les  deux  courbes  sont  en  ce 
point  normales  à  la  môme  droite  AM. 

Les  deux  courbes  MN',  MN  peuvent 
servir  de  profils  conjugués  aux  roues 
OetC. 

En  effet,  faisons  rouler  la  circonfé- 
rence (y  sur  la  circonférence  0;  et,  en 
même  temps,  faisons  rouler  la  courbe 
LL'  sur  la  circonférence  0',  de  manière 
que  le  point  de  contact  des  deux  lignes 
coïncide  constamment  avec  le  point  de 
contact  des  deux  cercles  0  et  0'.  La 
ligne  LL'  roulera  alors  à  la  fois  sur 
les  deux  circonférences  0  et  0'  ;  le  point  M  décrira  dans  son 
mouvement  absolu  la  courbe  fixe  MN,  tandis  qu'il  décrira  la 
courbe  MN'  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  la  roue 
0\  Or  ces  deux  courbes  ont  pour  normale  commune,  en  cha- 
cun de  leurs  points  communs  successifs,  la  droite  qui  joint 
ce  point  au  point  de  contact  correspondant  des  cercles  0  et  0'; 
elles  sont  donc  tangentes,  et  par  conséquent  la  courbe  fixe 
MN  est  l'enveloppe  des  positions  successives  de  la  courbe  mo- 
bile MN',  ce  qui  est  la  condition  même  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  profils  conjugués  (g  214). 

Étant  donné  le  profil  MN'  sur  la  roue  0\  on  sait  qu'on  peut 
trouver  une  courbe  LL'  telle,  qu'un  point  M  lié  à  cette  courbe 
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décrive  la  ligne  MN'  quand  on  fait  rouler  la  courbe  cherchée 
sur  la  circonférence  donnée  O'A  (§146). 

On  pourra  donc  toujours  ramener  la  recherche  du  profil 
conjugué  MN  à  celle  de  la  courbe  roulante  LL',  qui  engendre 
le  profil  donné  MN',  et  à  la  construction  de  l'épicycloîde  dé- 
crite par  le  point  M  quand  on  fait  rouler  la  même  courbe  sur 
la  seconde  circonférence  primitive  0 A . 


ÉTUDE  DES  TRACÉS  PARTICULIERS   DIS   EKGREKAGES  CYUKDBIQflCS. 

ENGRENAGE  A  LANTERNE. 

222.  V engrenage  à  lanterne  est  celui  dans  lequel  on  adopte 
pour  profil  des  dents  du  pignon  un  point  unique,  ou  plutôt  un 

cercle  de  rayon  très  petit,  décrit  autour  de 
ce  point  comme  centre. 

Supposons  d'abord  que  le  profil  donné 
du  creux  de  la  roue  0*  se  réduise  à 
un  seul  point  À,  situé  sur  la  circonfé- 
rence primitive;  ce  sera,  par  exemple, 
une  aiguille  implantée  sur  le  périmètre 
de  la  roue  0'. 

L'enveloppe  des  positions  successives  de 
ce  profil  dans  le  mouvement  relatif  sera  la 
courbe  engendrée  par  le  point  A  lui-même. 
Ce  sera  donc  l'épicyloïdc  AP,  décrite  par  le  point  A  quand  on 
fait  rouler  le  cercle  0'  sur  le  cercle  0. 

Si  ensuite  on  fait  rouler  le  cercle  0'  dans  l'autre  sens,  le 
point  A  décrira  la  branche  symétrique  AP  delà  même  épicy- 
cloïde. 
SoitAB=AClepas. 

C  sera  la  position  sur  la  roue  0'  de  l'aiguille  voisine  de  l'ai- 
guille A;  menons  au  point  B  l'épicycloïde  BD  :  elle  passera  an 
point  C,  et  formera  avec  le  profil  AP'  une  figure  ogivale  ADB; 
mais  la  dent  de  la  roue  0  ne  doit  pas  pousser  l'aiguille  plus 
loin  que  l'intervalle  AC  ;  la  portion  CD  du  profil  moteur  est 
donc  inutile,  et  il  convient  de  couper  la  dent  ADB  par  un  arc 
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de  cercle  EC,  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  la  dislance 
OC  pour  rayon.  Le  partie  utile  de  la  dent  est  le  profil  tra- 
pézoïdal BCEA;  la  face  BG  est  celle  qui  pousse  les  aiguilles 
delà  roue  0*  dans  le  sens  des  flèches;  la  face  opposée  AE  les 
pousse  quand  on  renverse  le  sens  des  mouvements.  Dans  ce 
tracé  géométrique  nous  n'avons  pas  réservé  de  jeu. 

223.  Le  tracé  pratique  de  ce  système  d'engrenage  diffère 
du  tracé  géométrique  ainsi  résumé.  Les 
aiguilles  A,  C  de  la  roue  0'  ne  peuvent  être 
sans  épaisseur;  on  substitue  aux  points  A 
et  C  des  fuseaux  circulaires,  décrits  avec 
un  même  rayon  très  petit,  autour  de  ces 
points  comme  centres. 

Les  profils  AP,  AP'  doivent  être  amai- 
gris chacun  d'une  quantité  égale  au  rayon 
de  ces  cercles.  Le  profil  corrigé,  au 
lieu  d'être  un  arc  d'épicycloîde,  est  une 
trajectoire  orthogonale  des  normales   à  cette  épicycloïde. 

A  la  courbe  AP  on  substitue  donc  une  courbe  équidistante 
AtPlf  et  de  même  à  la  courbe  AP'  une  courbe  équidistante 
Aâ  Pâ'.  Ces  deux  nouvelles  courbes  ne  se  rejoignent  plus  en  un 
même  point,  comme  le  faisaient  les  _ 

deux  premières,  car  Tune,  AtP19  est 
l'enveloppe  des  positions  succes- 
sives du  bord  du  fuseau  situé  à 
gauche,  tandis  que  l'autre,  A/P,', 
est  l'enveloppe  des  positions  du 
bord  situé  à  droite  (fig.  236);  on  peut 
les  raccorder  en  traçant  de  Tune  à  l'autre  une  courbe  A4  A*A't 
qu'on  appelle  courbe  d'évidement  et  dans  le  creux  de  laquelle 
le  fuseau  vient  se  loger  au  moment  où  il  traverse  la  ligne 
des  centres.  Le  tracé  des  dents  s'effectue  en  définitive  comme 
l'indique  la  figure  237.  Rigoureusement,  les  rebroussements 
At  et  A/  ne  sont  pas  situés  sur  la  normale  à  l'épi cy cl oïde  au 
point  A  ;  mais  l'écart  est  négligeable  quand  le  rayon  des  fu- 
seaux est  très  petit. 


Fig.  236. 


î«  ENGRENAGE 

224.  L'engrenage  à  lanterne  est  l'engrenage  prîmilir  des 
moulins;  la  figure  238  en  représente  la  disposition. 

La  grande  roue  porte  alors  le  nom  de  rouel  ;  la  roue  0',  ce- 
lui île  lanterne.  Le  nom  de  roue  est  réservé  pour  le  récepteur 
hydraulique  qui  donne  le  mouvement  à  toute  la  machine. 


Fig.  137. 


Fig.  S*. 


La  roue  menée  est  formée  de  deux  plateaux  circulaires  traver- 
sés par  l'arbre  tournant.  Ces  plateaux,  ou  tourteaux,  débordent 
la  circonférence  primitive;  les  cercles  équîdislants  qui  repré- 
sentent les  dents  de  cette  circonférence  sont  les  scclionî 
droites  des  fuseaux  cylindriques  implantés  dans  les  tnurleaui; 
l'assemblage  des  deux  tourteaux  par  l'intermédiaire  des  fu- 
seaux constitue  la  lanterne;  elle  a  dans  le  sens  de  son  axe  une 
largeur  supérieure  à  celle  de  la  roue  menante;  les  dents  de  li 
roue  viennent  pènél  rerentre  les  deux  tourteaux.  Ces  dents  sont 
généralement  en  bois,  et  elles  sont  implantées  sur  la  janle  df 
la  roue,  qui  est  également  en  bois.  Les  dents  d'engrenages 
qui  peuvent  ainsi  se  détacher  d'une  roue  sont  nommées  ail*- 
chons.  Les  fuseaux  cylindriques  de  la  lanleine  sont  aussi  en 
bois  dans  les  anciens  moulins.  L'engrenage  est  alors  formé 
d'une  multilude  de  pièces,  faciles  à  tailler  et  à  remplacer. 

On  a  élè  conduit  à  substituer  le  fer  au  bois  pour  les  fa- 
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seaux  de  la  lanterne  ;  remarquons  en  effet  que  le  contact  des 
oseaux  avec  les  dents  de  la  roue  0  a  lieu  toujours  à  peu  près 
sur  la  môme  génératrice  ;  en  coupe,  le  point  de  contact  du 
cercle  avec  le  profil  qui  le  pousse  varie  à  peine  de  position 
dans  le  parcours  d'un  pas.  Sur  le  profil  de  la  dent  au  con- 
traire, le  contact  se  déplace  d'un  bout  à  l'autre  de  retendue 
de  ce  profil.  Delà  résulte  que,  pour  la  dent,  l'usure  se  répartit 
avec  une  certaine  égalité  sur  tous  les  points  de  son  dévelop- 
pement, tandis  qu'elle  porte  tout  entière  sur  une  même  ré- 
gion du  fuseau  ;  cette  pièce  se  refouille  de  plus  en  plus,  jusqu'à 
la  rupture.  Le  fer  est  préférable  au  bois 
pour  un  organe  qui  doit  être  employé 
dans  de  semblables  conditions1. 

225.  L'engrenage  à  lanterne  que  nous 
venons  de  décrire  est  extérieur  ;  le  même 
tracé  s'applique  à  l'engrenage  intérieur: 
la  lanterne  est  alors  au  dedans  de  la 
grande  roue;  les  dents  de  cette  roue  sont 
dirigées  vers  son  centre.  A  l'épicycloïde 
extérieure  est  substituée  une  épicycloïde 
intérieure.  Les  vitesses  de  rotation  des 
deux  roues  sont  dirigées  dans  le  même 
sens,  ce  qui  arrive  toujours  quand  l'en- 
grenage est  intérieur.  Mais  on  a  alors 
une  certaine  difficulté  pour  loger  les 
bras  de  la  roue  0,  car  il  faut  les  placer  en  dehors  de  la  région 
occupée  par  la  lanterne  ;  on  donne  à  cette  dernière  pièce  plus 
d'épaisseur  qu'aux  dents  de  la  roue  0.  De  plus,  son  axe  0' 
ne  peut  être  prolongé  et  soutenu  que  d'un  côté.  C'est  ce  qu  in- 
dique la  figure  239. 


1  Dans  les  engrenages  délicats,  on  peut  encore  réduire  le  travail  du  frottement 
en  terminant  les  fuseaux  par  des  pointes  comme  l'arbre  d'un  tour  (g  206)  ;  cette 
disposition  leur  permet  de  tourner  autour  de  leur  axe  de  figure.  Le  glissement 
du  fuseau  sur  la  dent  est  remplacé  par  un  roulement. 
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226.  Soient  OA,  O'A  les  deux  circonférences  primitives. 
Prenons  le  rayon  O'A  pour  profil  du  creux  de  la  roue  0*,  et 
cherchons  la  forme  correspondante  du  profil  des  dents  de  la 
roue  0. 11  suffit  de  faire  rouler  le  cercle  0*  sur  le  cercle  0,  et 
de  construire  l'enveloppe  des  positions  successives  de  ce 
rayon  O'A. 

Considérons  le  cercle  mobile  dans  la  position  0";  le  point 

A  a  élé  amené  dans  la  position  A', 
et  Tare  CA'  est  égal  à  Tare  CA.  Le 
point  P,  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  C  sur  O'A',  est 
un  point  du  profil  cherché.  Décri- 
>  vons  une  circonférence  sur  0*C 
comme  diamètre;  elle  passera  par 
le  point  P,  puisque  l'angle  0"PC 
est  droit!  De  plus  l'angle  A'CKCa 
pour  mesure,  dans  le  cercle  dont 

0"C  est  le  rayon,  le  rapport 


\ 


0"C 
est  le  diamètre,  il  a  pour  mesure 

|  arc  CP 


dans  le  cercle  dont  0*C 


cre 

2 


On  a  donc  l'égalité 


arcÀ'C      JarcCP 


0"C 


J0*C 


et  par  suite,  arc  A'C=arc  CP  =  arc  CA;  le  point  P  peut  donc 
être  obtenu  en  faisant  rouler  sur  la  circonférence  OA  le  cercle 
décrit  sur  le  rayon  O'A  comme  diamètre  ;  le  point  A  de  ce 
cercle  décrira  le  profil  cherché,  qui  est,  par  conséquent,  un 
arc  d'épicycloïde. 

Remarquons  que  si  Ton  fait  rouler  le  cercle  de  diamètre  O'A 
dans  la  circonférence  primilive  0',  le  point  A  du  cercle  mobile 
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décrit  le  diamètre  AO';  de  sorte  que  les  deux  profils  qui  engrè- 
nent ensemble  sont  les  lieux  géométriques  décrits  par  un 
même  point  d'un  cercle,  qui  roule  successivement  sur  cha- 
cune des  circonférences  primitives  (g  221). 

227.  Jusqu'ici  lune  des  roues,  0,  porte  les  dents  épicycloï- 
dales,  et  l'autre  roue,  0',  porte  des  flancs  rectilignes. 

Pour  donner  la  réciprocité  à  l'engrenage  à  flancs,  on  pro- 
longera à  Vin t& leur  la  dent  de  la  roue  0,  par  un  rayon  qui 
formera  le  profll  du  flanc  de  cette  roue  ;  puis  on  prolongera  à 
Y  extérieur  le  flanc  de  la  roue  0'  par  un  profil  épicycloïdal  en- 
gendré par  un  point  de  la  circonférence  décrite  sur  OA  comme 
diamètre,  quand  elle  roule  à  l'extérieur  de  la  circonférence 
primitive  O'A.  De  cette  façon,  chaque  roue  portera  un  flanc 
droit  raccordé  avec  la  dent  épicycloïdale;  le  flanc  de  chaque  roue 
engrènera  avec  la  dent  de  l'autre  roue,  et  l'engrenage  sera  réci- 
proque. Cette  réciprocité  géométrique  est  nécessaire  au  point 
de  vue  physique  pour  que  chaque  roue  puisse  mener  l'autre. 

L'engrenage  serait  à  l'abri  des  arcs-boutemenis,  si  la  dent 
pouvait  toujours  mener  le  flanc,  et  si  jamais  le  flanc  ne  menait 
la  dent ,  ce  qui  supposerait  que  le  contact  des  deux  profils 
pût  commencer  seulement  au  passage  de  la  ligne  des  centres. 
Cette  condition  n'est  pas  possible  à  satisfaire  quand  chaque 
roue  est  appelée  à  servir  de  roue  menante.  Le  contact,  ayant 
lieu  sur  une  certaine  longueur  après  la  ligne  des  centres,  a 
aussi  lieu  sur  certaine  longueur  avant  cette  ligne;  dans  cette 
région,  les  frottements  sont  beaucoup  plus  durs.  Si  les  dents 
étaient  trop  longues ,  il  arriverait  que  la  pointe  de  la  dent 
menée  par  le  flanc  exercerait  contre  la  surface  du  flanc  une 
pression  assez  grande  pour  arrêter  le  mouvement  de  transmis- 
sion, ou  bien  pour  enlever  un  copeau  de  matière  sur  le  pro- 
fil du  flanc,  comme  un  ciseau  poussé  à  la  surface  d'un  ma- 
drier. On  évite  cet  effet  en  adoptant  un  pas  très  petit  et  des 
dents  très  courtes.  C'est  pour  cela  qu'on  échanfrine  les  dents 
en  les  coupant  par  un  cercle  qui  leur  enlève  toute  la  portion 
nuisible  de  leur  longueur  '. 

*  La  théorie  du  frottement  dans  les  engrenages  nous  permettra  plus  tard  de 
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Si  l'on  donnai!  à  la  roue  0'  seulement  des  flancs,  à  la  roue 
0  seulement  des  dénis,  cl  qu'on  voulût  conduire  la  roue  0 
par  la  roue  0',  ce  seraient  les  flancs  qui  conduiraient  ta 
dents;  le  frottement  serait  très  dur,  l'usure  des  profils  très 
rapide;  enfin  l'a rc-boulcment  serait  à  craindre.  Au  contraire, 
en  donnant  à  chaque  roue  des  flancs  et  des  dents,  on  conduit 
aussi  facilement  la  première  roue  par  la  seconde  que  la 
seconde  par  la  première. 

La  nécessité  d'éviter  les  arcboulements  justifie  aussi  la 
présence  du  jeu  dans  les  engrenages;  s'il  n'y  avait  pas  de  jeu, 
les  deux  côtés  d'une  dent  seraient  à  la  fois  en  contact  avec 
les  deux  côtés  d'un  creux,  et  l'arc-boulement  pourrait  se 
produire  à  la  pointe  la  plus  éloignée  de  la  ligne  des  centres. 
228.  L'engrenage  a  flanrs  peut  élre  employé  pour  l'engre- 
nage intérieur,  mais  alors  il  n'est  pas  réciproque. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  circonférences  primitives,  et  A 
leur  point  de  contact. 

Prenons  le  rayon  O'A  pour  profil  du  flanc  de  la  roue  G"; 
nous  trouverons  le  profil  correspondant  de  la  roue  0,  en 
faisant  rouler  dans  le  ccrclcOA  un 
rercle  décrit  sur  O'A  comme  dia- 
mètre; le  point  A  de  ce  cercle  dé- 
crira l'épicycloïde  cherchée  AM.  Le 
celé  gauche  de  la  droite  AU'  appar- 
tiendra au  plein  de  la  roue  &,  et  le 
coté  droit  de  l'épicycluïdeAMappar- 
liendra  au  plein  de  la  roue  0;  les 
pleins  sont  indiqués  ci-contre  pjt 
des  hachures.  Essayons  mainlenanl 
d'armer  la  roue  &  de  dents  et  la 
roue  0  de  flancs;  le  flanc  de  la  roue  Osera  encore  le  rayon  OA; 
la  dent  de  la  roue  0'  aura  pour  profil  la  courbe  décrite  par  le 
pointA  ducercleconstruit  sur  le  diamètre  OA,  roulantdnnslc 
ccrcleO'.  On  ohticnlainsi  pour  les  nouveaux  profils  des 

s  particularité?,  que  nous  nous  contentons  iinJi- 
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qui  reviennent  sur  la  région  de  la  ligure  déjà  occupée  par  les 
anciens;  la  roue  0  devrait  avoir  pour  profil  de  ses  dents  la 
courbe  MA,  prolongée  par  un  flanc  revenant  dans  la  direction 
AO.  Ces  nouvelles  lignes  peuvent  être  construites  géométrique- 
ment, mais  elles  ne  peuvent  servir  de  limite  entre  le  plein  et 
le  vide,  parce  qu'il  ne  reste  plus  de  place  libre  à  affecter  aux 
pleins  de  la  seconde  construction  après  qu'on  a  achevé  la 
première. 

.  D'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  les  flancs  rectilignes 
adaptés  à  la  grande  roue  0  couperaient  le  profil  conjugué 
de  la  roue  0*  d'un  côté  de  la  ligne  des  centres. 
Car  le  profil  AM,  conjugué  du  flanc  AO,  vient 
en  CM'  quand  le  flanc  prend  la  position  BO,  et 
l'arc  AC  étant  égal  à  AB,  les  deux  lignes  BO 
et  CM'  se  croisent  en  un  certain  point  I. 

Si  la  petite  circonférence  0'  avait  un  dia- 
mètre moindre  que  le  rayon  OA  de  la  grande, 
l'épicycloide  décrite  par  un  point  de  la  circon-     ~  Fi    M 
férence  de  diamètre  OA  roulant  sur  la  circon- 
férence 0/  serait  extérieure  à  (y  et  ne  pourrait  engrener 
avec  le  flanc  AO. 

En  résumé,  l'engrenage  intérieur  ne  peut  être  réciproque  ; 
l'une  des  deux  roues,  la  grande,  0,  qui  reçoit  les  dents,  est  la 
roue  menante  ;  l'autre,  0',  la  petite,  qui  reçoit  les  flancs,  est 
la  roue  menée. 

Pour  achever  les  profils  ainsi  tracés  et  les  raccorder  sur 
chaque  roue  les  uns  aux  autres,  il  suffit  de  faire  rouler  exté- 
rieurement aux  deux  circonférences  primitives  un  cercle  de 
petit  rayon  :  un  point  de  la  circonférence  de  ce  cercle  dé- 
crira les  deux  profils  conjugués  qui  limitent  l'un  les  parties 
saillantes  de  la  roue  intérieure,  l'autre  les  parties  rentrantes, 
ou  creux,  de  la  grande  roue. 

229.  Pu  reste,  il  est  toujours  possible  d'éviter  les  engrenages 
intérieurs  en  introduisant  entre  les  deux  axes  de  rotation  un 
troisième  roue,  dite  roue  folle.  L'engrenage  intérieur  a  pour 
objet  de  faire  tourner  dans  le  même  sens  les  deux  roues 
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qui  le  composent.  La  raison  d'un  tel  engrenage  est  donc  posi- 
tive. Si  <o  est  la  vitesse  de  rotation  du  premier  arbre  0  et  *' 

celle  du  second  0%  la  raison  t 
\         (  \      de  Pengrenage  intérieur  qu'on 


formerait  directement  avec  les 
deux  arbres  0  et  Qt  est  le  râp- 


ai 


Fig.  443. 


port  ^ — .Or  soit  «*  la  vitesse 


o> 


de  rotation  d'une  troisième  roue  0*  extérieure  aux  deux  pre- 
nûères;  nous  aurons  pour  la  raison  e'  de  l'équipage  0,  0",  {f 


KW-S)-+* 


L'introduction  de  la  roue  intermédiaire  0%  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  nombre  de  ses  dents,  établit  donc  entre  les  arbres 
0  et  0'  le  rapport  convenable  des  vitesses  angulaires,  et  assure 
le  sens  voulu  à  la  transmission. 

250.  L'engrenage  à  flancs  peut  être  aussi  appliqué  au  cas 
particulier  de  la  crémaillère;  on  peut  considérer  ce  cas  comme 
celui  de  l'engrenage  de  deux  roues,  dont  Tune  serait  de  rayon 
infini  ;  c'est  la  limite  enlre  l'engrenage  inlérieur  et  l'engre- 
nage extérieur.  La  crémaillère  résout  le  problème  de  la  trans- 
formation d'un  mouvement  circulaire  en  un  mouvement  rec- 
tiligne,  ou  réciproquement. 

Supposons  que  la  circonférence  0  se  soit  changée  en  une 

droite  CD,  tangente  au  point  A  à 
la  circonférence  primitive  0*. 

Si  c'est  la  droite  CD  qui  doit 
mener  la  circonférence  C,  on 
prendra  pour  flancs  de  la  rouetf 
des  rayons  issus  du  point  0*;  les 
dents  de  la  crémaillère  CD  s'ob- 
tiendront en  faisant  rouler  sur 
la  droite  primitive  CD  la  circonférence  décrile  sur  O'A  comme 
diamôlre;  dans  ce  mouvement,  le  point  A  décrit  une  q- 
cloïde  AM. 


u 
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Pour  donner  ensuite  la  réciprocité  à  l'engrenage,  on  pren- 
dra pour  flancs  de  la  crémaillère  des  droites  AE  perpendicu- 
laires à  CD,  et  on  trouvera  les  dents  correspondantes  de  la 
roue  (Y  en  faisant  rouler  la  tangente  CD  sur  le  cercle  0';  le 
point  A  décrit  dans  ce  mouvement  une  développante,  AN,  du 
cercle  de  rayon  O'A. 


ENGRENAGE  A   DÉVELOPPANTES  DE   CERCLE. 

231 .  L'engrenage  à  développantes  de  cercle  est  le  système 
le  plus  parfait  d'engrenage. 

Soient  0, 0'  les  centres  des  circonférences  primitives,  A  leur 
point  de  contact  sur  la  ligne  00'.  Par  le  point  A  menons 
une  droite  PP'  quelconque. 
Des  points  0  et  0'  abaissons 
les  perpendiculaires  OP,  O'P' 
sur  cette  droite,  et  décrivons 
ensuite  des  circonférences  des 
points  0  et  0'  comme  centres 
avec  OP,  O'P  pour  rayons.  La 
droite  PP'  sera  une  tangente 
commune  à  ces  deux  circon- 
férences. 

Cela  posé,  décrivons  la  dé- 
veloppante BAC  du  cercle  OP 
en  la  faisant  passer  au  point  A; 
décrivons  la  développante  B'AC  du  corde  O'P  en  la  faisant 
passer  de  même  au  point  A.  Les  deux  courbes  BAC,  B'AC, 
attachées  Tune  à  la  roue  0,  l'autre  à  la  roue  0',  pourront 
engrener  ensemble.  En  effet,  faisons  tourner  la  roue  0,  dans 
le  sens  du  mouvement,  d'un  angle  quelconque  AOAt ;  et  en 
même  temps  la  roue  0*  d'un  angle  A^O'A;  ce  mouvement 
simultané  amène  le  point  fi  en  Bt  sur  la  circonférence  auxi- 
liaire OP,  et  le  point  B'  en  B't  sur  la  circonférence  O'F.  On  a 
les  proportions 

BB,_OP       B'D'^O'P'. 
AAt  "  OA  •     ÀA'f  ~~  O'A ; 


\  » 


0 


Fig.  215. 


OP      O'P* 
or7T7  =  (yTi'  de  plus,  le;  arcs  ÀA,, AA*,  sont  légaux  entre 

eux,  comme  arcs  décrits  en  même  temps  par  les  circonfé- 
rences primitives;  donc  enfin  BBi  =  B'B't.  Les  développantes 
BAC,  B'AC'  prennent ,  par  suite  du  mouvement  commun 
des  deux  roues,  les  positions  B,MCIS  B'(MC,  qui  se  touchent 
sur  la  droite  VI1',  en  un  point  M,  éloigna  du  point  A  d'une  lon- 
gueur égale  aux  arcs  BB,,  B'B',  comptes  sur  les  circonférences 
auxiliaires. 

Le  point  de  contact  des  deux  profils  en  prise  se  déplace  donc 
le  long  delà  droite  PP',  el  celle  droite  reste  constamment 
normale  aux  deux  profils  en  prise  dans  une  position  quel- 
conque des  deux  roues  conjuguées. 

Les  principaux  avantages  du  tracé  par  développantes  de 
cercle  sont  les  suivants  : 

1°  Les  profils  sont  déduits,  sur  la  roue  0,  d'une  construc- 
tion dans  laquelle  on  ne  fait  intervenir  que  la  circonférence 
OP;  sur  la  roue 0',  d'une  construction  dans  laquelle  on  ne 
fait  entrer  que  la  circonférence  O'P'.  On  pourra  donc 
faire  engrener  ensemble  deux  roues  dentées  a  dévelop- 
pantes de  cercle,  quels  qu'en  soient  les  rayons,  pourvu  que 
les  pas  soient  les  mêmes,  et  que  les  creux  de  chaque  roue 
soient  assez  grands  pour  laisser  passer  les  dents  de  l'autre 
roue.  La  même  facilité  n'existe  pas  avec  les  systèmes  d'engre- 
nage à  flancs  ou  à  fuseaux;  il  faut,  avec  ces  systèmes,  cons- 
truire spécialement  l'une  des  roues  pour  engrener  avec 
l'autre,  et  l'on  n'est  pas  maître  de  lui  donner  tel  rayon  qu'on 
voudra. 

2B  La  poussée  mutuelle  qu'exerce  une  des  roues  sur  la  roue 
conjuguée  est  appliquée  au  point  de  contact  des  deux  pro- 
fils, et,  abstraction  faile  du  frottement,  elle  est  normale  aux 
deux  profils  en  prise;  dans  l'engrenage  à  développantes,  elle 
est  donc  toujours  dirigée  suivant  la  droite  PP',  laquelle  a  une 
position  constante;  il  résulte  de  là  que  dans  ce  système  la 
pression  mutuelle  exercée  par  une  roue  sur  l'autre  ne  subit 
pa3  les  mêmes  variations  d'intensité  que  dans  les  autres,  pour 


A  DÉVELOPPANTES. 


357 


lesquels  la  direction  de  la  force  pivote  autour  du  point  A 
pendant  que  les  roues  avancent  d'un  pas. 

3°  L'usure  des  profils  qui  glissent  l'un  sur  l'autre  est  sen- 
siblement proportionnelle  à  la  pression  mutuelle;  si  la 
pression  est  à  peu  près  constante,  l'usure  sera  aussi  à  peu 
près  partout  la  môme,  de  sorte  que  les  profils  s'useront  paral- 
lèlement; le  profil  modifié  sera  la  même  développante 
de  cercle  que  le  profil  primitif,  de  sorte  que  les  conditions 
géométriques  de  l'engrenage  ne  sont  pas  modifiées  par 
l'usure. 

232.  Il  y  a  encore  pour  le  tracé  des  engrenages,  d'autres 
méthodes  pratiques,  dont  Tune,  celle  de  M.  Willis,  parait 
maintenant  adoptée  partout  en  Angleterre.  Nous  renverrons 
pour  l'exposition  de  cette  méthode  à  la  Cinématique  d'Edmond 
Dour,  pages  202  et  suivantes. 


ENGRENAGE  SANS  FROTTEMENT  DE  WIMTE. 

233.  L'engrenage  de  White  a  pour  but  de  faire  engrener 
une  roue  avec  une  autre  roue,  sous  la  condition  que  le  rap- 
port des  vitesses  soit  constant  et  que  le  point  de  contact  des 
deux  dents  en  prise  soit  constamment  situé  sur  la  ligne  des 
centres.  S'il  en  est  ainsi,  le  glissement  est  constamment  nul 
et  le  travail  du  frottement 
toujours  égal  à  zéro. 

Pour  remplir  ces  con- 
ditions, il  suffit  de  multi- 
plier à  l'infini  le  nombre 
des  dents,  de  manière  à 
réduire  le  pas  à  une  lon- 
gueur infiniment  petite. 
Voici  comment  White  est 
parvenu  à  réaliser  cette 
disposition,  qui  au  pre-  Fig. tu 

mier  abord  ne  parait  pas  admissible  dans  la  pratique1. 

1  Sans  multiplier  &  l'infini  le  nombre  de  dents,  on  peut  l'accroître  notaLIc- 
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cylindre  AA'aiait  une  longueur  suffisante,  on  pourrait  en  faire 
le  t'jor  entier  arec  une  seule  et  même  courbe  continue  AB, 
avec  une  hélice  par  exemple,  qui  retiendrait  au  bout  d'une 
spire  â  la  génératrice  AA'  ;  mais,  sans  augmenter  ainsi  la 
longueur  du  cylindre,  on  peut  y  reporter  les  différents  tron- 
çons de  la  courbe  directrice  ;  il  suffit  de  faire  partir  la  ligne 
destinée  à  prolonger  le  tronçon  AB,  du  point  B'ft,  situé  à  l'autre 
extrémité  du  cylindre  sur  la  même  génératrice  que  le  point  B; 
ce  qui  donnera  un  arc  BtBs  sur  le  premier  cylindre,  et  un  arc 
B'ftB't  correspondant  sur  le  second.  On  fera  ainsi  le  tour  des 
cylindres  primili  s. 

Prenons  un  profil  complet  AC,  de  forme  arbitraire,  mais  nor- 
mal au  point  A  au  cxlindre  primitif  AO  ;  puis  faisons-le  glisser 
successivement  le  long  des  lignes  AB,  B&Ba,...  sur  la  surface  du 
cylindre  OA.  Il  engendrera  dans  ce  mouvement  une  surface  con- 
linuc  qui  constituera  la  dent  de  la  roue  0  ;  ce  serait  une  dent 
continue  si  l'on  supposait  les  différents  arcs  AB,  B1B1....  réunis 

•cent,  et  diminuer  ainsi  le  travail  du  frottement,  sans  compromettre  la  résistance 
«ies  partie*  en  contact,  en  plaçant  sur  le  même  cylindre  des  engrenages  mceoUt  H 
échelonné».  Cette  solutions  été  indiquée  pour  la  première  fois  par  llooke.  L'en- 
grenage de  White  est  pour  ainsi  dire  la  limite  vers  laquelle  tend  cette  disposition, 
Jorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  dentures  ainsi  juxtaposées. 
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bout  h  bout  sur  la  surrace  du  cylindre  indéfiniment  prolongé. 

On  prendra  de  même  pour  profil  du  creux  à  pratiquer  dans 
le  cylindre  0' A,  un  profil  normal  à  la  circonférence  primitive, 
et  on  fera  mouvoir  ce  profil  le  long  des  lignes  AB',  B'tB't... 
pour  engender  le  creux  continu  de  la  roue  0'.  La  dent  ne  doit 
recevoir  qu'une  faible  saillie  sur  la  surface  du  cylindre,  assez 
seulement  pour  accuser  le  premier  élément  normal  au  point  À  ; 
le  creux  ne  doit,  de  même,  avoir  que  les  dimensions  néces- 
saires pour  loger  la  dent  à  son  passage  dans  le  plan  des  axes 
des  deux  cylindres.  Si  l'on  fait  tourner  le  cylindre  0,  la 
dent  conduira  le  creux,  de  telle  manière  que  le  point  de 
contact  se  trouve  toujours  sur  la  génératrice  commune  pro- 
jetée en  A  ;  il  se  déplace  le  long  de  celte  génératrice.  Le  glis- 
sement relatif  est  nul  ;  car  chaque  cylindre  roule  sur  l'autre, 
sans  glissement  des  parties  en  contact,  comme  si  la  transmis- 
sion avait  lieu  par  simple  adhérence. 

L'engrenage  de  White  a  bien  une  infinité  de  dents;  si 
l'on  coupe  les  deux  cylindres  par  une  série  de  plans  normaux 
à  leurs  axes,  les  coupes  présentent  chacune,  pour  ainsi  dire, 
un  engrenage  ordinaire  ;  au  lieu  d'être  empilées  de  manière 
à  se  recouvrir  mutuellement,  ces  coupes  sont  placées  en  retraite 
graduelle  l'une  par  rapport  à  l'autre,  de  sorte  qu'une  seule 
coupe  forme,  à  un  instant  donné,  l'engrenage  où  la  prise  des 
•dents  a  lieu. 

On  voit  aussi  que,  dans  cet  engrenage,  le  contact  des  deux 
roues  a  lieu  en  un  point  unique,  tandis  que,  dans  l'engrenage 
cylindrique  ordinaire,  le  contact  a  lieu  le  long  d'une  généra- 
trice rectiligne  de  la  dent  et  du  creux  ;  cette  considération 
seule  montre  que  l'engrenage  de  White  n'est  applicable  qu'à 
des  transmissions  délicates. 

Rigoureusement,  Taxe  instantané  de  rotation  d'un  des  cylin- 
dres par  rapport  à  l'autre  n'est  pas  la  génératrice  de  contact 
de  ces  deux  cylindres,  mais  bien  une  droite  oblique  à  celle-ci 
•et  tangente  à  la  fois  au  creux  et  à  la  dent  continue. 

De  là  résulte  que  le  mouvement  relatif  est,  non  pas  un 
roulement  simple,  mais  le  résultat  de  la  combinaison  d'un 
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roulement,  et  d'un  pivotement  autour  de  la  normale  aux  don 
surfaces  pressées.  Ce  pivotement  est  tout  à  frit  sans  inconvé- 
nient tant  que  les  efforts  à  transmettre  sont  bibles. 

L'engrenage  de  White  s'applique  aux  engrenages  intérieur 
comme  aux  engrenages  extérieurs* 


Fig.  217. 
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234.  La  théorie  des  engrenages  coniques  est  calquée  tur 

celle  des  engrenages  cylindriques. 
Soient  OB,  OB'  les  deux  axes  concourants  autour  desquels 

-doivent  s'opérer  les  deux  rotations,  savoir,  «t  autour  de  OB,  et 

••'  autour  de  OB'.  Nous  supposerons 
que  ces  rotations  ont  des  sens  con- 
traires, c'est-à-dire  que  l'axe  de  la 
première  soit  OB,  et  Taxe  de  la  seconde 
le  prolongement  de  OB'. 

Cherchons  dans  le  plan  BOB'  un 
point  A  tel,  que,  entraîné  successive- 
ment dans  le  mouvement  autour  de  OB, 
puis  dans  le  mouvement  autour  de  OB', 

il  ait  la  même  vitesse  linéaire  en  grandeur  et  en  direction.  11 

faudra  pour  cela  que  Ton  ait ,  en  abaissant  sur  les  axes  les 

pcrpcndiculares  A6,  Afr', 

équation  qui  défini l  une  droite  AO,  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  dans  l'angle  BOB',  avec  des  côtés  propor- 
tionnels à  (0  et  à  u'.  Imaginons  que  cette  droite  AO  tourne 
autour  de  OB,  de  manière  à  engendrer  un  cône  droit  à  base 
circulaire  dont  OB  soit  Taxe;  puis,  qu'elle  tourne  autour  de 
OB',  de  manière  à  engendrer  un  second  cône  de  révolution  ; 
ces  deux  cônes  seront  tangents  tout  le  long  de  la  génératrice 
OA  ;  et  si  on  leur  communique,  autour  de  leurs  axes  et  dans  le 
sens  des  flèches,  des  vitesses  angulaires  égales  à  u>  et  à  *>',  ils 
n'auront  pas  de  glissement  l'un  sur  l'autre,  puisque  les  vitesses 
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faires  des  points  en  contact  sont  égales  el  dirigées  dans  le 
ne  sens  au  passage  du  plan  BOB', 
i  pourra  donc  transformer  la  rotation  <u  autour  de  OR  en 

e  rotation  u'  autour  de  OB'  par  la  simple  adhérence  entre 

s  deux  cônes  OB  et  OB',  comme  on  transforme  (g  213)  la 

talion  autour  d'axes  parallèles  par  la  simple  adhérence  entre 
deux  cylindres. 

Pour  déduira  de  là  l'engrenage  conique,  coupons  les  deux 
cônes  par  une  surface  sphérique  ayant  le  point  0  pour  centre 
et  un  rayon OA  arbitraire. 

Celte  surface  coupe  les  cônes  suivant  les  deux  cercles  Ab,  Ab'. 
Traçons  sur  la  sphère,  à  partir  du  point  A,  une  courbe 
quelconque  qui  représentera  le  profil  du  creux  pratiqué 
dans  la  roue  Ai)';  cherchons  ensuite  l'enveloppe  des  posi- 
lions  de  celle  courbe  dans  le  mouvement  relatif  du  cercle  kV 
par  rapporta  kb;  ce  mouvement  se  réduit  au  roulement 
du  premier  cercle  de  la  sphère  sur  le  second  ;  dans  ce 
mouvement,  chaque  point  du  profil  mobile  décrit  une  courbe 
épicyeloîdale  sphérique,  et  l'enveloppe  des  positions  de  ce  pro- 
fil s'obtiendra  en  appliquant  les  mêmes  principes  que  ceux  qui 
nous  ont  servi  pour  la  recherche  de  L'enveloppe  des  positions 
d'une  figure  plane  de  forme  constante,  mobile  dans  son  plan 
suivant  une  loi  donnée  (%  140). 

Les  courbes  ainsi  tracées  serviront  de  directrices  à  des  sur- 
faces coniques  ayant  pour  centre  commun  le  point  0,  cl  dont 
l'une  formera  la  surface  de  la  dent  d'une  roue,  et  l'autre  la 
surface  correspondante  du  creux  de  l'antre  roue  ;  les  deux 
surfaces  coniques  se  loucherontà  un  inslantdonné  suivant  une 
gftnérolrîce,  et  le  plan  élevé  parcelle  génératrice  perpendicu- 
lairement aux  deux  surfaces  coniques  en  prise  passera  par  la 
droite  OA,  génératrice  de  contact  des  deux  concs  primitifs. 

On  pourra  donc  construire  les  engrenages  coniques  comme 
on  construit  des  engrenages  cylindriques,  en  effectuant  sur  la 
sphère  les  constructions  analogues  à  celles  qu'on  effectuerait 

r  le  plan,  puis  en  prenant  les  ligures  résultantes  pour  hases 
tfnes  dont  le  sommet  commun  soit  au  point  0. 


» 


Le  prolongement  de  ces  surfaces  jusqu'au  point  0  est  pure- 
ment ficlif,  enr,  dons  la  pratique,  on  limite  les  roues  à  deux 
sphères  concentriques. 

235.  Les  constructions  a  exécuter  sur  une  surface  spliériquc 
matérielle  sont  aussi  faciles  que  les  constructions  sur  un  plan; 
les  arcs  do  grand  cercle  y  remplacent  les  lignes  droites.  Nais 
il  serait  difficile  de  réaliser  matériellement  la  surlace  sphê- 
rique  auxiliaire  pour  y  tracer  les  profils  des  pleins  et  des  creux 
des  deux  roues.  Si  la  sphère  était  dèvcloppable,  on  l'applique- 
rait sur  un  plan ,  et  alors  on  n'aurait  plus  qu'à  effectuer  des 
conslruclions  planes,  qu'on  reporterait  ensuite  sur  la  surface 
sphérique.  Ce  procédé  est  inadmissible,  puisque  la  spotN 
n'est  pas  applicable  sur  un  plan.  Mais  nous  n'avons  pas  besoin 
pour  notre  tracé  de  toute  la  surface  de  la  sphère  auxiliaire; 
les  figures  à  construire  sont  en  elfct  réparties  sur  deux  tones 
étroites,  l'une  ayant  le  cercle  Afc,  l'autre  le  cercle  kV  \  <>ur 
lignes  moyennes,  on  peut  remplacer  ces  zones,  à  cause  de  leur 
petite  largeur,  par  les  surfaces  développables  des  cù-nes  droits 
qui  leur  sont  circonscrits;  on  pourra  alors  dérouler  les  GOBA 
sur  le  plan,  et  on  aura,  par  ce  procédé,  développé  approxima- 
tivement, non  pas  la  sphère  entière,  mais  les  régions  de  cette 
sphère  qui  sont  utiles  pour  la  solution  du  problème  propose. 

Cette  simplification  a  été  imaginée  par  Tiedgold. 

Au  point  A,  pris  sur  la  génératrice  de  conlacl  des  cônes  pri- 
mitifs, élevons  surOA  une  perpendiculaire SS',  dans  le  pin  Ml 
deux  axes.  Elle  coupera  les  axes  en  deux  points  S  et  S'  qui  se- 
ront les  sommets  respectifs  des  cônes  de  révolution  circon- 
scrits à  la  sphère  suivant  les  cercles  A6,  Ai'.  Ces  cônes  S  et  S' 
seront  tangents  enlre  eux  suivant  leur  génératrice  commune 
SS',  car  ils  ont  pour  plan  tangent  commun  un  plan  conduit  par 
SS'  perpendiculairement  ou  plan  BOB'.  Imaginons  que  le  tnoê 
de  la  hase  de  l'engrenage  dessiné  sur  la  sphère  soit  reporlï' 
sans  altération  sur  tes  cônes  qui  ont  avec  elle  une  zone  com- 
mune tout  le  long  des  parallèles  A6,  AI»'.  Considéré  sur  cflscônft 
aux  environs  de  la  généralrïce  SS',  le  tracé  ne  différera  n  rien 
de  celui  d'un  engrenage  cylindrique  qui  aurait  pourcentresle* 


,/ 
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Set  S'  et  pour  rayons  primîlifs  SA,  S'A;  on  pourra,  par 

substituer  approximativement 

jrenage  conique  l'engrenage 

ri  que  des  deux  secteurs  pi  'un  i- 

rayonsSA,S'A,  que  l'on  obtient 

elnppant  sur  un  plan  l'cnscm- 

iduiix  surfaces  coniques  S  et  S'. 

rivons  sur  un  plan  avec  des 

;  égaux  à  SA  et  à  S'A  deux  ccr- 

ngents  en  A  ;  prenons  sur  les 

féreiiccs  des  arcs  MAN,  M'AN'  Fig'  ■* 

livement  égaux  en  longueur  ani  circonférences  A6,  Kb'  ; 

Mm  r-nsiiite  cesarcs,  le  premier  en  un  nombre  entier,  in, 

liesrgales,  le  second,  en  m*  parties         M  N 

,  de  manière  qu'il  y  ail  égalité  entre 

rties  :  puis  faisons  le  tracé  d'un  en- 

;e  cylindrique,  entre  les  portions  de 

férenecs  M'AN'.    MAN.  Une  fois  ce 

iiil,  il  suffira  d'enrouler  les  ligures 

ainsi  dessinées  sur  les  cônes  S  et 
>s  serviront  de  hase  aux  dents  coû- 
ta l'engrenage  dejrjandé. 
s  l'engrenage  conique  comme  dans 
•nage  cylindrique,  les  vitesses  nngu- 
sont  inversement  proportionnelles  aux  nombres  do 
s  roues. 

10S  ACTOUli    D'AXES   NOS  CONCOURANTS  ET   KOS   F  AU  ALLÉ  LES. 

touble  engrenage  conique.  °| 

-opose  de  transformer  un 
ml  de  rotalion  u  autour 
eOO  en  un  mouvement  de 
n  w'  autour  de  l'axe  O'O'. 
)3  ces  deux  axes  par  un  f 

eaxe  auxiliaire  AR  autour  PU  «h 

ious  imaginerons  une  rotation  égale  à  u". 


FiE.  va. 


On  pourra  transformer  d'abord  la  rotation  u  en  la  rotnlîon 
fa"  au  moyen  d'une  roue  d'ongle  ayant  son  somme!  en  A  ;  puis 
la  rotation  a"  en  In  rotation  w'  au  moyen  d'une  seconde  roue 
d'angle  ayant  son  sommet  en  B.  Soient  m,  m"  les  nombres  de 
dents  des  roues  d'angle  en  A  ;  cl  m",,  m' les  nombres  de  dents 
des  roues  d'angles  en  B  ;  on  aura  les  relations 


C'est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  double  engrenage; 
on  devra,  tout  en  restant  dons  Ieslimiles  pratiques  conve- 
nables, trouver  des  nombres  entiers  qui  vérifient  celte  équa- 
tion. 

ENGHEHAGE    HYPET1D ■it.OÏHE. 

257.  Proposons-nous  de  trouver  une  transformation  directe 
de  la  rotation  •..,  en  la  rotation  u'. 

Soit  OC  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  axes;  pre- 
nons sur  cctl*  droite  un  point  A  quelconque  que  nous  suppo- 
serons d'abord  entraîné  par  la  rota- 
tion o>,  puis  par  la  rotation  ta'. 

Le  premier  mouvement  amène, dam 
un  temps  infiniment  petit  dl,  le  point 
A  en  un  point  B,  a  une  dislance 
AB  =  wxOAxdl;  l'élément  AD  «I 
perpendiculaire  à  la  fois  à  00' et  à  00,. 
Le  second  mouvement  amène  le 
point  A  au  point  B',  dans  une  direction  Ail',  normale  à  la  foi) 
à  00'  et  à  O'O',,  et  à. une  dislance  AB'  =  AO'  Xw'xdi; 
l'angle  B'AB  est  égal  à  l'angle  de  l'axe  001  avec  Taxe  O'O/,. 

Il  est  donc  impossible  de  trouver  sur  la  droite  00'  un  point 
A  tel,  que,  entraîné  successivement  par  ebaque  rotation,  il  ail 
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dans  les  deux  cas  la  même  vitesse  linéaire  en  grandeur  et  en 
direction;  quelles  que  soient  les  surfaces  en  contact,  il  y  aura 
toujours  entre  elles  un  certain  glissement  relatif dont  In  mesure 
est  donnée  par  Tare  BB',  distance  acquise,  au  bout  d'un  temps 
dt  très  court,  par  les  deux  points  qui  étaient  en  coïncidence  au 
point  A  au  commencement  de  cet  intervalle  de  temps  (g  182). 

On  peut  du  moins  choisir  le  point  A  sur  la  droite  00',  de 
telle  sorte  que  le  glissement  BB'  soit  le  plus  petit  possible. 

Soit 

00'  =  a,  quantité  donnée, 

OA  =  x,  quantité  inconnue,  qu'il  s'agit  de  déterminer  ; 

la  dislance  AO'  sera  égale  à  a — x. 
Nous  aurons 

ab  =  <**dtt 

AB'  =  o/(a  —  x)dt. 

Désignons  par  6  l'angle  des  deux  axes  00t,  0'(y,  qui 
est  égal  à  l'angle  B'AB  ;  le  triangle  BAB'  nous  donne 

BP=w«*W+  w'«  (a— x)*dt%—  2ww'x(a— x)  <fc*cos  0. 

Le  minimum  de  BB'  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
du  second  membre  par  rapport  à  x.  Il  vient  ainsi  l'équation 

e*fx — «*  [a — *)—  û>6/  [a — x)  cos0-f-  «w'xcosô  =  0. 

On  en  déduit 

x     t»*  +  otb/  co$9 

a  —  *      «*  +  ««' cos  0  " 

On  a  donc  pour  déterminer  le  point  A  la  proportion 

OA  __«/      o/+ft»  cosfl 

Si  8=0,  l'engrenage  devient  cylindrique,  et  on  retrouve  la 
condition  connue 

OA  _  t/ 

U'A~«" 
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Si  0=90*,  ^= fêf.  Enfin  si  «=«\  on  a  ^=iteile 

point  A  est  le  milieo  de  00%  quel  que  soit  l'angle  0. 

Le  point  A  étant  déterminé  par  cette  condition,  on  connaîtra 
la  direction  BV  de  l'arc  de  glissement  en  construisant  un 
triangle  semblable  au  triangle  ABB',  dans  lequel  on  connaît 
l'angle  0  et  le  rapport  des  deux  côtés  qui  le  comprennent 
Si  par  le  point  A  nous  menons  une  droite  AA'  paral- 
lèle à  BB%  celte  droite,  entraînée  par  le  mouvement  autour 
de  OOt,  décrira  un  hyperboloîde  de  révolution,  et,  entraînée 
par  le  mouvement  autour  de  0*0%,  décrira  un  second  hyper- 
boloîde. Ces  deux  surfaces  se  toucheront  suivant  la  droite  AA1, 
et  quand  on  les  fera  tourner  toutes  deux  avec  les  vitesses  «*,  •*' 
autour  des  axes  OOft,  0*0%,  elles  glisseront  Tune  sur  l'autre  le 
long  de  la  génératrice  de  contact.  En  d'autres  termes,  la  gé- 
nératrice de  contact  sera  à  chaque  instant  Taxe  de  rotation  et 
de  glissement  du  mouvement  relatif  d'une  des  surfaces  par  rap- 
port à  l'autre  (g  162)  ;  on  peut  donc  construire  cette  géné- 
ratrice en  composant  la  rotation  »'  autour  de  0'0'n  avec  une 
rotation  égale  et  contraire  à  <*,  autour  de  00t  i§  1 70) 

On  pourra  prendre  sur  les  surfaces  des  deux  hyperboloïdes 
deux  zones  conjuguées,  c'est-à-dire  deux  zones  comprises  en- 
tre les  parallèles  menés  sur  chaque  surface  par  deux  points  de 
la  génératrice  de  contact  AA';  puis  on  tracera  sur  ces  deux 
zones  une  série  de  génératrices  recti lignes  équidistantes;  ce 
seront  les  bases  des  dents  dont  on  devra  garnir  chaque  surface  ; 
ces  dents  seront  de  petites  portions  de  surfaces  saillantes,  des 
stries  obliques  sur  les  couronnes  des  roues,  et  qui  glisseront 
les  unes  sur  les  autres  dans  le  passage  commun  par  la  généra- 
trice de  contact  des  deux  surfaces  primitives. 


VIS  SAKS  FIH    ET  ENGRENAGE  DÉUCOÎOE. 

238.    Soit   0  une  roue  infiniment  mince;  cette  rose, 
munie   de  dents   UP   profilées   suivant  une    développante 
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du  cercle  OA,  pourra  engrener  avec  les  flancs  droits  PQ 
d'une  crémaillère  BC  (g  230).  Supposons  qu'à  la  crémaillère BC 
on  substitue  la  surface  d'une  vis  à  filet  carré,  et  que  PQ  soit 
une  génératrice  de  l'hélicoïdc  à  plan 
directeur  dont  l'axe  est  la  droite  BC. 
Un  déplacement  longitudinal  de  l'héli- 
coide,  tel  que  celui  que  l'on  donne  à 
une  crémaillère,  équivaut  à  un  dépla- 
cement angulaire  de  la  surface  autour 
de  son  axe  BC;  car  ce  déplacement 
angulaire  a  pour  effet  d'amener  dans  le 
plan  de  la  figure  une  génératrice  P'Q',  '* 

plus  basse,  par  exemple,  que  la  génératrice  PQ  ;  ce  qui  en- 
traine la  rotation  de  la  roue  0,  comme  si  la  crémaillère  s'était 
déplacée  longitudinalement  de  la  quantité  PP'.  On  voit  donc 
que  cet  engrenage  hélicoïdal  fournit  un  moyen  de  transformer 
un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  CB  en  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  0,  perpendiculaire  à  CB. 

Nous  avons  supposé  la  roue  0  sans  épaisseur,  ce  qui  est  inad- 
missible en  pratique;  la  dent  à  profil  de  développante,  RP,  a 
nécessairement  une  certaine  épaisseur,  et  elle  doit  recevoir, 
par  suite,  dans  le  sens  de  l'épaisseur,  l'obliquité  demandée 
par  la  forme  de  la  surface  hélicoïdale  avec  laquelle  elle  doit 
être  en  contact  aux  environs  du  point  P.  Or  le  contact  des 
deux  surfaces  a  toujours  lieu  dans  un  même  plan  AP,  paral- 
lèle à  Taxe  CB  de  l'hélicoide  et  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure.  Tous  les  points  de  contact  successifs  de  l'hélicoide  avec 
la  dent  de  la  roue  OA  sont  à  une  même  distance  de  l'axe 
CB,  et,  par  suite,  l'inclinaison  sur  le  plan  de  la  figure  du  plan 
tangent  à  l'hélicoide  en  ces  points  P,  P'  est  toujours  la  même. 
Les  profils  RP,  RI"  doivent  être  touchés  par  ce  plan  tangent; 
il  en  résulte  que  la  véritable  forme  de  la  dent  RP  est  l'enve- 
loppe d'un  plan  mobile,  dont  la  trace  sur  le  plan  de  la  figure 
est  tangente  à  la  développante  RP,  et  qui  fait  avec  ce  plan  un 
angle  constant.  La  surface  enveloppe  de  ce  plan  mobile  est  un 
hélicoïde  dé vcloppable ,  dont  l'arête  de  rehaussement  est 
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une  hélice  tracée  sur  le  cylindre  OA.  On  ne  doit  donner  Ai 
reste  â  la  dent  qu'une  faible  épaisseur. 

La  tîs  sans  fin  peut  être  construite  de  telle  sorte,  que  la  ris 
mène  la  roue  sans  que  la  roue  mène  la  vis;  c'est  ce  qui 
arrive  si  le  pas  de  l'hélice  est  suffisamment  petit. 

Si,  au  contraire,  le  pas  de  l'hélice  est  très  allongé,  la  roue 
peut  mener  la  vis  sans  que  la  vis  puisse  mener  la  roue  ;  on 
emploie  un  engrenage  de  celle  nature  dans  le  régulateur  à  ai- 
lettes. 

Enfin,  pour  des  valeurs  moyennes  du  pas,  l'engrenage  est 
réciproque. 

La  recherche  des  conditions  de  la  transmission  appartient! 
la  théorie  du  frottement  dans  les  machines. 

On  peut  transformer  l'engrenage  de  la  vis  sans  fin  en  un  en- 
grenage de  deux  roues  à  axes  rectangulaires  non  concourante. 
Imaginons  pour  cela  qu'on  augmente  le  rayon  de  la  vis,  en  en 
réduisant  la  longueur,  et  en  multipliant  le  nombre  des  filets 
hélicoïdaux;  on  obtiendra  par  cette  transformation  deux  roues 
engrenant  Tune  avec  l'autre,  par  des  dents  hélicoïdales  tracées 
obliquement  aux  couronnes. 

RE!fSEIGftmERTS  PRATIQUES   SUR  LES   ESGRESAGES. 

239.  Le  pas  S  d'un  engrenage  se  calcule  par  la  formule 

s  =  — 

m    ' 

m  étant  le  nombre  de  dents  d'une  roue,  et  R  le  rayon  de  sa 
circonférence  primitive. 
La  roue  conjuguée  devra  donner  la  môme  valeur  de  S: 


m' 


Sur  chaque  roue,  le  pas  S  est  la  somme  du  plein  et  du 
creux;  le  creux  est  égal  au  plein  de  la  roue  conjuguée,  plus 
un  jeu. 

Les  pleins  des  deux  roues  conjuguées  peuvent  n'être  jis 
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égaux  ;  cela  arrive  si  les  dents  des  deux  roues  ne  sont  pas 
formées  de  la  même  matière,  les  dents  en  fer  demandant 
moins  de  largeur,  par  exemple,  que  les  dents  en  bois. 

Le  jeu  doit  varier  avec  la  nature  des  matières  employées 
pour  les  dents,  et  aussi  avec  le  soin  apporté  à  l'engrenage;  on 

1        1 

le  fait  ^u  Ta  au  ôïï  ^u  P'em  Pour  *es  engrenages  à  dents  mé- 

1        1 

talliques,  et  du  ^  au  jg  pour  les  engrenages  à  dents  en  bois. 

M.  Willis  indique  les  proportions  suivantes  comme  adoptées 

dans  la  meunerie. 

Saillie  de  la  dent,  en  dehors  de  la  circonférence 

3 
primitive jn^- 

Profondeur  du  creux,  en  dedans  de  la  même  cir- 
conférence  yrrS. 

lu 

Jeu  au  fond  du  creux r^S. 

Largeur  du  plein  de  la  dent  sur  la  circonférence 

5 
primitive jyS 

/> 
Largeur  du  vide  sur  la  même  circonférence.    .    .     77  S. 

1 
Jeu  sur  la  circonférence  primitive .9  S. 

Dimensions  des  dents.  —  On  calcule  les  dimensions  des 
dents  par  les  formules  suivantes  : 

Soit  Pla  pression  mutuelle  qui  s'exerce  entre  deux  dents  en 
prise; 

K  un  coefficient  constant  ; 

L  la  saillie  totale  de  la  dent,  mesurée  à  partir  du  fond  du 
creux  ; 

b  l'épaisseur  de  la  dent,  mesurée  dans  le  sens  des  géné- 
ratrices du  cylindre,  ou  perpendiculairement  au  plan  de  la 
roue; 

»ér..  coixK&oa.  24 
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h,  la  largeur  ou  le  plein,  mesuré  sur  la  circonférence  pri- 
mitive. 

P  est  exprimé  en  kilogrammes;  L,  6,  h  sont  exprimes  en 
mèlres. 

1"  Les  quantités  L  et  h  sont  liées  entre  elles  par  les  for 
mules  : 

L=l,2  h,  si  l'engrenage  est  soumis  à  île  grandes  charge.-; 

L  =  l,5  h,  si  l'engrenage  est  soumis  à  des  charges  mé- 
diocres. 

2°  On  a  de  plus  1  équation 

PI  =  KM». 

Dans  celte  équation,  on  peut  faire  K^250,000  si  les  dénis 
sont  enfer,  et  K=  115,000  si  elles  sont  en  bois. 

5°  La  valeur  de  b  doit  être  comprise  entre  5/j  el  tift,  suivant 
que  P  est  plus  ou  moins  grand. 

On  a  dressé  des  laides  qui  donnent  ces  dimensions  pour  les 
cas  les  plus  usuels. 

Dimensions  de  la  jante.  — La  janle  des  roues  d'engrenage  un 
fer  reçoit  une  largeur  égale  à  l'épaisseur  b  des  dents  ;  el  une 
épaisseur  (dans  le  sens  du  rayon)  égale  à  la  largeur  des  denli. 
h,  ou  bien  aux|  de  celte  largeur  si  l'on  ajoute  une  nenurc 
intérieure.  Si  la  roue  est  exposée  à  des  chocs,  on  fait  saillit  k 
janle  latéralement  aus  dents,  de  manière  à  leur  fournir  un 
appui  à  leurs  deux  e.tlrémilés. 

Pour  les  roues  en  bois,  les  dents  sont  des  alluchons  rappor- 
tés qui  traversent  fa  jante  et  débordent  à  l'intérieur;  on  les 
fixe  solidement  au  moyen  de  coins  en  bois. 

Dimensions  des  bras. — Le  nombre  des  bras  de  la  roue  dépend 
de  son  diamètre  ;  pour  les  petites  roues  au-dessous  de  i",50 
do  diamètre,  on  met  quatre  bras. 

On  en  met  6  pour  un  diamètre  variable  de  1",50  à  2",5Û; 
8  -  de  '2m,50  à  5",0fl; 

10  —  de  5-.00  à  7",W. 

La  section  du  bras  est  en  général  une  croix,  dont  les  dimen- 
sions vont  en  diminuant  du  moyeu  à  la  janle.  Les  saillies  la- 
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térales  de  la  croix  se  fondent  avec  la  nervure  intérieure  de  la 
jante,  s'il  existe  une  telle  nervure» 

Le  calcul  de  la  section  de  ces  pièces  est  un  problème  de  la 
résistance  des  matériaux. 

Les  frottements  sont  plus  durs  quand  le  contact  des  profils 
en  prise  a  lieu  en  arrière  de  la  ligne  des  centres,  que  lorsqu'il 
a  lieu  au  delà  de  cette  ligne;  si  donc  une  des  roues  est  toujours 
la  roue  menante,  et  l'autre  la  roue  menée,  il  est  bon  de  faire  en 
sorte  que  la  prise  soit  moins  longue  avant  la  ligne  des  centres 
qu'après,  en  d'autres  termes,  que  Y  arc  d'approche  suit  moins 
long  que  l'arc  de  retraite  ;  on  donne  par  exemple  au  premier 
une  longueur  égale  à  la  moitié  du  pas,  et  au  second  une  lon- 
gueur égale  aux  f  du  pas.  Cela  suffit  pour  assurer  la  conti- 
nuité de  la  transmission. 

TRAINS  DE  ROUES  DENTÉES. 

240.  Soit  proposé  de  transformer,  par  une  série  de  roues 
dentées  extérieures  les  unes  aux  autres,  une  rotation  uni- 
forme g)  autour  d'un  axe  A  en  une  rotation  uniforme  0/  au- 
tour d'un  axe  parallèle  B.  Les  vitesses  angulaires  o>  et  0/  sont 
données,  et  leurs  sens  sont  déterminés. 

Si  o)  et  g)'  sont  de  même  sens,  il  faudra  au  moins  une  roue 
intermédiaire  entre  les  deux  arbres  A  et  B  pour  assurer 
la  transmission  sans  qu'on  ait  recours  aux  engrenages  inté- 
rieurs. 

Attribuons  aux  rotations  a>  et  o/  les  signes  -+■  ou  —  suivant 
le  sens  dans  lequel  ces  rotations  s'effectuent.  Imaginons  des 
axes  intermédiaires, 

Pi»  Pif»  p»i 

autour  desquels  nous  supposerons  les  vitesses 

Sur  chaque  axe  P*  nous  plaçons  deux  roues  dentées ,  in- 
variablement liées  ensemble  ;  la  première,  munie  de  mt  dents, 
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engrène  avec  une  roue  de  l'arbre  P***;  l'autre,  munie  de 
p*  dents,  engrène  avec  une  roue  de  l'arbre  P*_t  ;  en  résumé, 
nous  pouvons  représenter  la  transmission  par  le  diagramme 
suivant  : 


•        m7 


'.      » 


*b 


**  *•*■ 


flg.253. 


m0  est  le  nombre  de  dents  de  la  roue  fixée  sur  l'arbre  A,  et 
l^t  celui  de  la  roue  fixée  sur  l'arbre  B. 
Nous  aurons  la  suite  d'équations  : 


0» 


m* 
mi 


"2 


A) 


«4. 


m, 


Hi 


w 


mM 


w»      /*»+i 


Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 


Le  rapport  -  étant  donné  avec  son  signe,  on  verra  d'abord 
s  il  faut  prendre  pour  n  un  nombre  pair  ou  impair.  On  pourra 
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toujours  changer  le  signe  du  rapport  cri  introduisant  entre 
deu*  arbres  consécutifs,  Vk  el  Pt+l,  un  arbre  portant  une  roue 
parasite  qui  engrène  à  la  fois  avec  la  roue  m,  et  la  roue  |x, ,, 
(g  21 6)  ;  le  nombre  de  dents  de  celte  roue  n'influe  pas  sur  le 
rapport  des  vitesses  angulaires. 

Laissons  donc  de  coté  le  signe,  auquel  on  pourra  toujours 
satisfaire,  et  proposons-nous  de  trouver  les  nombres  de  dénis 

m ,  m„  (*,„.,  i*,4.,quî  vérifient  le  mieux  possible  en  valeur 

absolue  l'équation 


La  première  chose  à  faire,  c'est  de  déterminer  douxnombres 
entiers  N  et  N',  proportionnels  à  w'  el  u  ;  ensuite  on  décompo- 
.sera  N  el  N'  en  un  môme  nombre  de  facteurs  entiers  ;  on  doit 
chercher  à  rendre  ces  facteurs  au  moins  égaux  à  8  et  au  plus 
égaux  à  120;  alors  on  pourra  les  adopter  comme  nombres 
desdents  à  attribuer  à  chaque  roue. 

Le  problème  à  résoudre  consiste  donc  d'abord  à  trouver 

l'expression  approximative  du  rapport  -    par    une   fraction 

~   dont  les   termes  puissent  être  décomposés  en   facteurs 

compris  entre  les  limites  convenables. 

241.  On  peul  réduire  le  rapport  -en  fraction  continue,  et 

N 
prendre  pour  i-,  l'une  des  réduites  de  celle  fraction  continue, 

ou  bien  l'une  des  fractions  intermédiaires  que  l'on  peut  inter- 
caler enlre  deux  réduites  consécutives.  On  essayera  parmi  ces 
diverses  fractions  celle  qui  se  prête  le  mieux  à  la  décomposi- 
tion demandée.  On  peut  d'ailleurs  introduire  aux  deux  termes 
de  la  fraction  que  l'on  adoplc  un  ou  plusieurs  fadeurs  com- 
muns, pour  compléter  le  nombre  égal  de  facteurs  qui  doit 
se  trouver  définitivement  dans  les  deux  termes,  chacun  de  ces 
facteurs  indiquant  le  nombre  de  dcnls  d'une  roue. 
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Soit  proposé  par  exemple  de  réaliser  un  rapport  de  vitesses 

825 
angulaires  égal  à™»  On  essayera  d'abord  de  décomposer  les 

ternies  en  facteurs  ;  mais  la  fraction  s'y  refuse,  parce  que  835 
est  un  nombre  premier. 
Elle  s'exprime  par  la  fraction  continue  suivante  : 

eh  «"H j 

45  +  — i-j 

4  +  jl 

les  réduites  successives  sont  : 

3    01    SGS    835 

7  S  !5I   iof 
Si  l'on  prenait  la  troisième  réduite»  qui  diffère  de  la  valeur, 
de  la  fraction  d'une  quantité  moindre  que  %of      .fl7 ,  on  au- 
rait pour  la  raison  du  train 

181  ""        181 

Mais  181  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  la  limite 
admissible.  On  essayera  ensuite  la  fraction  intermédiaire  en- 
tre 7TTT  et  jr>  obtenue  en  ajoutant  ces  deux  fractions  terme 
à  terme  ;  il  vient 

366  -H  01  _  457 
181 +45  "~  3*0' 

fraction  irréductible,  car  457  est  premier. 

A  .     f     f.       366  457  823  A#  xî    .. 

Aucune  des  fractions  tttji  ^n  j^=  ne  se  prête  a  la  décora- 

91 

position.  Aussi  on  s'en  tiendra  à  la  fraction  j=i  et  ce  rapport 

pourra  se  réaliser  de  plusieurs  manières;  par  exemple: 

1°  Avec  un  engrenage  direct  ;  une  roue  de  91  dents  engre- 
nant avec  une  roue  de  45; 
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2P  Avec  un  train  de  deux  arbres  tournants. 
On  a  en  effet 

oi  =  7  x  13 

et 

43  =  9x5. 

Les  nombres  7  et  5  étant  au-dessous  de  la  limite  inférieure  8, 
on  les  multipliera  tous  les  deux  par  2,  ce  qui  n'altère  pas  la 
raison  de  l'équipage  ;  et  on  obtiendra  le  train 

m,  =  14      jt*i  =  9 

mi  =  13      p%  =  10, 

dont  la  raison  est 

__14xl3_01 
*~  9X10  ~45# 

91 
La  fraction  ^  diffère  de  la  véritable  valeur  du  rapport 

1  1 

donné  d'une  quantité  moindre  que-r? — ît7t=stt=- 

^  ^     45x181     814.1 

L'erreur  aurait  été  plus  grande  si  Ton  avait  altéré 
d'une  unité  les  termes  des  fractions  précédemment  essayées 
pour  les  rendre  décomposables  en  facteurs. 

Nous  ferons  connaître  bientôt  une  méthode  qui  conduit  à 
des  solutions  plus  rigoureuses  ;  elle  résulte  de  l'emploi  des 
trains  épicycloïdaux. 

242.  Le  problème  qui  suit  se  présente  souvent  quand  il  s'a- 
git de  choisir  les  nombres  de  dents  pour  un  train  de  roues 
dentées. 

a    c 

Etant  données  deux  fractions  irréductibles  -p  -j>  dont  la  pre- 

x 
mière  est  plus  petite  que  la  seconde,  trouver  la  fraction  -  corn- 

« 
prise  entre  ces  deux  fractions,  qui  soit  exprimée  par  les  moindres 

nombres  x  et  y. 

Nous  avons  par  hypothèse  la  double  inégalité 
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multiplions  par  bdy  pour  chasser  les  dénominateurs,  il  Tien- 
dra 


ady<bdx<cbg. 


Nous  pouvons  poser 


bdx — ady*spt 
bdx  —  cby  = —  q9 


en  appelant  p  et  q  des  entiers  positifs  indéterminés. 

Divisons  la  première  équation  par  d,  la  seconde  par  b  ;  nous 
aurons 

dx  —  cy=—  |. 

Par  conséquent  p  est  un  multiple  de  d,  et  q  un  multiple  de 
6.  Ces  équations  résolues  par  rapport  à  set  y  nous  donnent 


*= 


bc—ad  ' 


'      ic  —  ad 

Donc  p  -f-  q  est  un  multiple  du  déterminant  a  =  bc  —  ad, 

i  lequel  déterminant  est  positif,  à  cause  de 


du  groupe 


d  c 


a 


l'inégalité  J-<  g 

Le  môme  déterminant  doit  de  plus  diviser  ~e  -H?  a. 

Un  nombre  limité  d'essais  conduira  à  la  solution  cher- 
chée. 

Les  moindres  valeurs  dex  et  y  correspondent  aux  moindres 
valeurs  de  p  eiq  ;  or  p  est  un  des  termes  de  la  suite  d9  2d, 
3tf...,  et  q  est  un  des  termes  de  la  suite  6,  26,  36... 

En  vertu  de  la  troisième  condition  p  -+-  q  doit  être  compris 
dans  la  suite  A,  2a,  oa.... 
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On  satisfait  aux  quatre  conditions  à  la  fois  en  posant 

q  =  àb. 

Car    alors   p  +  q  =  a  (d-hb)    est  multiple  de  A,    et 

^c  +  |a=A(c+a)  est  aussi  multiple  de  A.  Il  est  donc 

inutile  de  pousser  les  séries  des  multiples  de  d  et  de  b  au  delà 
de  leurs  àUma  termes,  et  Ton  aura  par  suite  à  essayer  au  plus 
A*  combinaisons. 
243.  Deux  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 
1°  Si  a  =  1,  la  solution  consiste  à  poser  p=d,  q=by  et  par 

suite  ,       ,  est  la  fraction  la  plus  simple  qui  soit  comprise  en- 

tre  les  fractions  données,  t»  v  Lorsque  bc—ad=iy  le  déter- 
minant du  système 

b    b  +  d, 

est  égal  à  b(a-hc)  —  a{b-\-d)=bc  —  ad  =  A=l. 
De  même  le  déterminant 

\b+d     d\ 

la  +  c     d 

est  égal  à  l'unité;  de  sorte  que  la  fraction  intercalaire  pos- 
sède, par  rapport  à  chacune  des  fractions  données,  la  pro- 
priété exprimée  pour  celles-ci  par  l'équation  a=41. 

2°  Si  fret  d  sont  premiers  entre  eux,  la  quatrième  condition 

est  comprise  dans  la  troisième.  En  effet  ^c+|a  étant  divi- 
sible par  a,  pbe+qda  est  divisible  par  bdà.  Or  je  dis  qu'il 
suffit  que  p-hq  soit  multiple  de  A  pour  que  pbe  +  qda  soit 
multiple  de  bdà. 

1  H.  Brocot  a  fondé  sur  cette  remarque  une  méthode  pour  la  recherche  du 
nombre  de  dents  d'un  équipage  de  roues  dentées. 
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Soit  p = m  A  •+•  *,  m  étant  le  quotient  et  $  le  reste  de  la  divi- 
sion de  p  par  a.  Nous  aurons  aussi  q=m'  A— $f  en  appelant 
m'  le  quotient  pris  par  excès  de  la  division  de  9  par  a.  Les 
nombres  m  et  m' sont  tous  deux  entiers. 

Donc 

pbc+qda=màbc+êbc+mràila—$d* 

=*à[mbc+m?da)+ê[be—ad) 
=zà[mbc+mrds+$), 

et  par  conséquent  pbe+qdaest  multiple  de  A  dés  quep+f 
est  lui-même  multiple  de  A. 

Il  en  résulte  que  pbe + qda  est  divisible  par  bdà.  Car,  puis- 
qu'on a  be — ad = A  et  que  6  et  d  sont  par  hypothèse  premiers 
entre  eux,  6  et  A  sont  aussi  premiers  entre  eux,  sans  quoi  tout 
facteur  premier  commun  à  b  et  h  A,  diviserait  ad,  ce  qui  est 
impossible,  ni  a  ni  d  n'ayant  de  facteur  commun  avec  b.  De 
même  d  et  A  sont  premiers  entre  eux. 

Les  trois  nombres  fc,  d,  A  sont  donc  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  et  la  somme  j)bc-\-qday  divisible  h  la  fois  par 
chacun  de  ces  nombres,  est  divisible  par  leur  produit. 

244.  Application. — Soit  proposé  de  trouver  la  fraction  la  plus 

•     1  *     16   i17 

simple  comprise  entre  ^f  et  ^7. 

Nous  aurons 

a  =  10, 
&  =  25, 
c=17, 

c/=20, 

A=  23x17  —  16x20  =  425—410  =  0. 

Essayons  successivement  pour  p  les  multiples  de  2G,  et 
pour  q  les  multiples  de  25;  puis  formons  les  sommes  p+f. 
On  obtient  ainsi  les  résultats  inscrits  dans  le  tableau  suivant 
vles  nombres  soulignés  sont,  parmi  les  sommes  p  -4-  q*  les  mul- 
tiples du  déterminant  a)  : 


f= 
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p= 

26 

52 

78 

101 

130 

f    25 

51 

77 

103 

120 

155 

)    50 

76 

102 

128 

154 

ISO 

!  75 

101 

127 

153 

400 

tte 

La  moindre  solution  a  lieu  pour  p  =  26,  g  =100;  la  somme 
p-hq  est  égale  à  126,  qui  est  multiple  de  9.  D'ailleurs  les  dé- 
nominateurs 25  et  26  étant  premiers  entre  eux,  la  quatrième 
condition  est  satisfaite  dès  que  les  trois  premières  le  sont. 

Donc  enfin 

1X17+4X16 


=  0 


126 
y  =  T=14. 


9 


La  fraction  cherchée  est  -?-. . 

14 

On  aurait  d'autres  solutions  en  prenant  p=  78  et  q  =  75r 

ou  bien  p=130  ctç=50;  la  première  hypothèse  donne  la 

11  13 

fraction  -.-.-,  et  la  seconde  la  fraction  ^r,  toutes  deux  com- 

16      17 
prises  entre  ôk  e*  hâ  >  mais  dont  les  termes  sont  plus  grands 


25      26 


9 


que  ceux  de  la  fraction  jj  . 


tt  est  donc  la  solution  définitive. 
14 


TRAINS  ÉPICTCLOIDAUX. 


1  240.  On  appelle  train  épicycloïdal  un  appareil  de  roues  den- 
tées dont  la  première  est  montée  sur  un  axe  fixe  0,  tandis  que 
les  suivantes  sont  montées  sur  des  axes  mobiles,  entraînés  par 
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un  6ms  ou  châssis  OA,  lequel  tourne  autour  de  l'axe  0.  Si,  en 
même  temps  que  la  première  roue  0 
tourne,  on  communique  au  bras  OA 
un  mouvement  de  rotation  autour  du 
point  0,  le  mouvement  effectif  des 
roues  du  train  sera  un  mouvement 
composé,  résultant  de  leur  liaison  avec  la  roue  0  el  du  mou- 
vement du  brasOA. 

Appelons  u  la  vitesse  angulaire  de  ia  première  roue  0,  et 
u  la  vitesse  angulaire  d'une  roue  déterminée  du  tram,  ayant 
son  centre  quelque  part  en  A  sur  le  bras  OA,  celle  vitesse  angu- 
laire étant  prise  par  rapport  a  des  axes  de  direction  constante 
menés  dans  son  plan  par  le  centre  A  de  cette  roue  ;  soit  enfin 
«  la  vitesse  angulaire  du  châssis  autour  du  point  0.  La  vitesse 
angulaire  de  la  roue  A  par  rapport  au  châssis  sera  égale  h 
ii)' — w  (g  lOiet  94);  el  la  vilesse  angulaire  de  la  roue  0  par 
rapport  au  môme  châssis  sera  w  — u;  donc  le  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  simultanées  des  roues  A  et  0,  par  rapport  i 
un  même  système  OA,  est  égal  à 


Ce  rapport  est  égal  à  la  raison  e  de  l'équipage  de  roues 
dentées  formé  par  la  roue  0  el  les  roues  qu'elle  met  en  mou- 
vement jusqu'à  la  roue  A  inclusivement  (g  219);  or  le  nom- 
bre e  ne  dépend  que  des  nombres  de  dents  des  roues  qui 
constituent  la  transmission.  On  a  donc 


Celte  formulées!  générale,  pourvu  qu'on  attribue  les  signes 
convenables  aux  vitesses  angulaires  u,  u',  u,  et  à  la  raison  i. 
Elle  est  duc  à  M.  Willis. 

246.  Exemple.  Engrenage  planétaire  de  Walt.  —  La  première 
roue  0  et  la  dernière  roue  A  ont  le  même  nombre  de  dents  et 
engrènent  l'une  avec  l'autre  :  on  fera  donc  t= —  i . 

La  seconde  roue  A  est  fixée  invariablement  à  l'extrémité 


B 
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d'une  bielle  AB,  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  :  donc 
u>'=0.  Le  mouvement  de  la  bielle  trans- 
met au  lien  OA,  autour  du  point  0,  un 
mouvement  de  rotation  dont  la  vitesse 
angulaire  est  u.  11  en  résulte  pour  la 
roue  0  une  vitesse  angulaire,  o>,  donnée 
par  la  formule  (1)  en  y  faisant  <i>'=0 
et  e= — 1;  on  en  déduit  <a=2u. 

La  roue  0  fait  donc  deux  tours  quand  pi   ^ 

*  le  rayon  OA  en  fait  un. 

247.  Autre  exemple  de  train  épicycloïdal  plan.  —  Deux  roues 
dentées  a,  a',  indépendantes  l'une  de  l'autre,  sont  montées  sur 
un  même  arbre  AA.  Ces  roues  engrènent  Tune  avec  la  roue  0, 
l'autre  avec  la  roue  0',  qui  sont 
liées  invariablement  Tune  à 
l'autre  par  Taxe  CC,  lequel  est 
lui-même  entraîné  par  le  bras 
BB,  autour  de  V arbre  AA.  On 
imprime  à  l'arbre  AA,  et  par 
suite  au  bras  BB,  une  vitesse 
angulaire  u:  on  imprime  en 

°  ..  Fie.  156. 

même  temps  une  vitesse  angu- 
laire ça  à  la  roue  a  autour  du  même  arbre.  On  demande  quelle 
sera  la  vitesse  angulaire  o>'  de  la  roue  <%'• 

Appliquons  la  formule  générale  (1)  au  train  épicycloïdal 
formé  par  les  roues  a,  0  et  le  bras  BB  ;  «/  étant  la  vitesse  an- 
gulaire du  système  rigide  0,  (*',  par  rapport  a  des  axes  mobiles 
de  direction  constante,  et  e  la  raison  de  l'engrenage  (a,  (J),  on 
aura 


La  même  formule  peut  s'appliquer  au  train  formé  par  les 
roues  <%',  $  et  le  bras  BB,  et  si  nous  appelons  e'  la  raison  de 
l'engrenage  (a'  0'),  nous  aurons  de  même 


c'==  — . 

w'—  If 
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Divisons  ces  deux  équations  Tune  par  l'autre;  nous  élirai* 
nons  «/,  et  il  vient 


ou  bien 


t8l— <'«'=(•  —  •')  «, 


équation  qui  donne  «'  en  fonction  de  o  et  de  u.  Supposons  par 
•exemple  que  la  roue  a  ait  10  dents,  et  la  roue  9,  15  dents; 
que  la  roue  a  ait  25  dents,  et  la  rouep',  13  dents;  il  en  résul- 
tera 


40        .25 


Supposons  en  outre  que  la  roué  a  reste  immobile,  ce  qu'on 
exprimera  en  faisant  o>=0.  Il  viendra,  entre  les  vitesses  angu- 
laires a'  et  u,  la  relation 


25   , 
42w 


donc 


_      /40      25\ ,       255 

"""""  \«""«/  *  Î5XÎ2y# 
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La  roue  a'  et  le  bras  BB  tournent  donc  dans  le  même  sens. 


PROBLÈME. 


248.  Sur  l'arbre  AA.  est  montée  une  roue  M,  qui  engrené 
avec  une  roue  N,  montée  sur  un  axe  DD.  En  un  point  donné 


BJljpBHHimiEEni 


de  l'un  des  rayons  de  cette  roue  N,  est  fixé  un  axe  CC,  lequel 
est  entraîne  dans  le  mouvement  de  la  roue  Nf  et  porte  deux 
roues  solidaires,  P  et  Q.  La  roue  Q  engrène  avec  une  roue 
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fixe  S,  montée  sur  Taxe  BB.  La  roue  P  engrène  avec  la  roue 
mobile  R,  montée  également  sur  l'axe  BB. 

On  demande  de  déterminer  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires des  roues  M  elR,  connaissant  les  nombres 

m»  n*  P»  Çt  **,  «, 

des  dents  que  portent  respectivement  les  roues 

M,  N,  P,  Q,  R,  S. 

On  observera  que  les  trois  roues  N,  R,  S,  bien  que  montées 
sur  le  même  axe  géométrique,  sont  indépendantes  les  unes 
des  autres. 

Appelons  :     ' 

o)  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  M  ; 

to'  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  N,  qui  sera  aussi  la  vi- 
tesse angulaire  du  bras  porte- train  de  l'arbre  CC; 

<i>*  la  vitesse  angulaire,  par  rapport  à  des  axes  de  direction 
constante,  de  l'arbre  CC,  et  des  deux  roues  solidaires  qu'il 
porte; 

u"  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  R. 

La  vitesse  angulaire  de  la  roue  S  est  nulle. 

Soit  e  la  raison  de  l'engrenage  (M,  N); 

e'  la  raison  de  l'engrenage  (P,  R); 

ef  la  raison  de  l'engrenage  (Q,  S). 

Nous  aurons  les  relations  suivantes  : 

t  =  —  = —  —  (engrenage  extérieur  M,  R), 
et  n 

e  _  **' "'(s- g  (train  épicycloïdal P,  U), 
w»  —  w'  r 

c*  =    ,r^  =  —  î  (train  épicycloïdal  Q,  S). 

On  a  donc 

«m  -       #      *    . 

«/= —  »       tr  —  •/  =  -••, 

-wxtf—x?(«îî). 

«■•=rf-f  X-^l=^-S  «■—«X  -  fi  -£). 

m  r l  '  qr  n  \        qrj 


Celte  dernière  équation  résout  la  question. 

Supposons  en  second  lieu  qu'on  introduise  une  noufdk 
roue  faisant  corps  avec  la  roue  M,  engrenant  avec  la  roue  S, 
et  portant  m'  dents.  La  vitesse  angulaire  de  la  roue  S  ne  soi 
plus  nulle;  appelons-la  «T;  et  soit  f  la  raison  de  l'engrenage 
formé  par  la  roue  S  et  la  nouvelle  roue.  Nous  aurons  la  série 
d'équations  : 


=-=—? 


r     •—  ti»         r» 


**  = 
«"  = 


•*• 


t-I 


On  en  déduit 


•*'=—  ùèX  — , 


••"= 


—  •■  X  — ,  i 

m 


«,"  =S  «/ («■*_  o/) 


•  X  -,4-«X 


— «#X .  I  — 


5) 


et  enfin 


r  \  fi       qr  \m>       n  )  J 


PARADOXE  DE   FERGUSSON. 


249.  Une  roue  d'engrenage  A  est  fixe;  autour  de  son  axe 
tourne  le  bras  porte-train  BB.  Ce  bras  porte  deux  axes  a  et  ? 
parallèles  au  premier. 

Sur  Taxe  a  est  montée  une  roue  C,  qui  engrène  d'un  côté 
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avec  la  roue  fixe  Af  et  de  l'autre  avec  trois  roues  folles  P,  Q,  R, 

moulées   sur   le    même 

axe  p.  „a^ 

La  roue  A  porte  n  dents  ; 

La   roue   P   en    porte       -* 
n-M;  r^""^,      ' f 

LaroueQ,»;  Fig  m 

Et  la  roue  R,  n — 1. 

Le  nombre  des  dents  de  la  roue  C  est  indifférent. 

On  propose  de  déterminer  les  vitesses  angulaires  ù>'0  <i>'„  g/„ 
des  trois  roues  P,  Q  et  R,  lorsqu'on  donne  au  bras  porte- 
train  une  vitesse  angulaire  u  autour  de  Taxe  fixe  A. 

La  formule  e  =  — -----  s'applique  successivement  aux  trains 

cpicycloïdaux  (Af  P),  (A,  Q),  (A,  R),  et  donne,  pour  le  premier, 

Il  Ûl',  —  Il 

n-\-  J  ""    — i* 

donc 

w't  =  u —-  ti=  u  x  — ri  »  valeur  positive; 

1  n-M  n-hl  r 


pour  le  second, 


n &/9  —  m 

n~~    — u 


donc 


pour  le  troisième, 


»'i-=  0; 


Il       __  w's  —  U 


n  — 1         — u 


donc 


«',--s  u 2-r  u  =  u  x r  9  valeur  négative. 

4  m  —  1  n  —  1 


La  roue  P  tournera  donc  (par  rapport  au  bras  porte-train) 
dans  le  môme  sens  que  le  bras  porte-train  lui-même  ;  la 

nie.  colligsoh,  25 
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roue  Q  restera  immobile,  et  la  roue  R  tournera  en  sens  con- 
traire. 

Ce  résultat  semble  paradoxal,  parce  que,  les  trois  roue» 
P,  Q,  R  ayant  à  très  peu  près  le  même  nombre  de  dents,  on 
s'attend  â  les  voir  prendre  des  mouvements  identiques. 


EXEMPLE  DE   TRUH   ÉPICTCLOUUL   8PHËHIQUE. 


250.  On  appelle  ainsi  les  trains  épicycloldaux  qui  renfer- 
ment des  roues  d'angles. 

Un  arbre  AA'  tourne  autour  de  son  axe  avec  une  vitesse 
angulaire  <•>,  en  entraînant  dans  son  mouvement  les  deux  roues 
dentées  B  et  C.  La  roue  B  en- 
grène avec  la  roue  D,  qui  bit 
corps  avec  une  roue  K. 

La  roue  G  engrené  avec  U 
roue  E,  qui  Tait  corps  avec 
une  roue  F. 

La  roue  F  engrène  avec 
une  roue  G ,  et  la  roue  E 
avec  la  roue  II  ;  les  roues  G 
et  II  sont  solidaires,  et  mon- 
tées loulcs  deux  sur  un  ar- 
bre mobile,  II',  autour  duquel  elles  tournent  librement. 

L'arbre  H'  est  lié  invariablement  a  un  autre  arbre  LL',  qui 
traverse  les  roues  D,  E,  F,  K  en  leurs  centres. 
On  demande  la  vitesse  angulaire  Q  de  cet  arbre  LL'. 
Tous  les  mouvements  considérés  s'accomplissent  autour 
d'axes  concourants  au  point  I,  intersection  des  axes  11'  et  LL'. 
Soient  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  k,  les  nombres  de  dents  des  roues 
de  l'équipage. 

La  vitesse  angulaire  du  système  D  K  autour  de  l'axe  LL' 
sera  égale  ù  u  x  -j . 
De  même  la  vitesse  angulaire  du  système  EF  autour  du 
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même  axe  sera  égale  àwx-,  Les  deux  vitesses  angulaires 

sont  dirigées  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre.  Si  nous  re- 
gardons la  première  comme  positive ,  nous  devons  regar- 
der la  seconde  comme  négative.  Nous  pouvons  de  même  attri- 
buer un  signe  à  Q,  en  lui  appliquant  la  même  convention. 

Imprimons  par  la  pensée  aux  trois  systèmes  DK,  EF  et  II' 
une  vitesse  angulaire,  autour  de  Taxe  LL',  égale  et  contraire  à 
O  ;  alors  les  roues  H  et  G  seront  ramenées  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  et  les  systèmes  DK  et  EF  seront  animés  respective- 
ment de  vitesses  angulaires  égales,  en  grandeur  et  en  signe,  à 


pxJ-o 


et 


0 


autour  de  l'axe  commun  LU.  La  vitesse  angulaire  apparente 

de  la  roue  F  sera  égale  en  valeur  absolue  àwx-  +  û. 

Soit  donc  g/  la  vitesse  angulaire  du  système  HG  autour  de 
son  axe  II'  supposé  fixe  ;  nous  aurons  pour  les  deux  engrenages 
coniques  (K,  II)  et  (F,  G) ,  en  prenant  les  rapports  des  vi- 
tesses angulaires  absolues,  les  relations 

(wx^  +  ny=W'0. 

Eliminons  g>'  par  la  division,  et  nous  aurons,  pour  détermi- 
ner - ,  l'équation 

»xr/-fl    k   h 

x  ?=-• 

«X  -  +Q       '        9 

û 
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On  en  déduit 


«      begk-edfh 


Ce  dispositif  est  employé  pour  réaliser  des  mouvements 
extrêmement  lents.  Il  suffit  en  effet  de  prendre  des  nombres 
de  dents  suffisamment  grands,  et  satisfaisant  à  la  condition 

cdfh—begk=±i. 

Or  cette  équation  est  toujours  possible  en  nombres  entiers; 
on  prendra  pour  c,  d,  /*,  6,  *,  g,  des  nombres  tels,  que  le 
produit  edf  soit  premier  avec  le  produit  beg;  les  méthodes 
de  l'analyse  indéterminée  font  alors  connaître  h  et  t. 

À  cet  égard,  les  trains  épicycloîdaux  rentrent  dans  la  classe 
des  mouvements  différentiels  que  nous  examinerons  plus  loin. 


USAGE    BC6    TBALNS    ÉPICYCLOÎDAUX    POUR    RÉALISER    AVEC    PRÉCISION 
LE  RAPPORT  DES  VITESSES  ANGULAIRES  DES  ARBRES  TOURNANTS. 


251.  Nous  prendrons  pour  exemple  le  dispositif  suivant 
AA,  arbre  moteur;  vitesse  angulaire,  o>. 
C,  D,  roues  faisant  corps  avec  l'arbre  AÀ. 


N 


n 


ï. 


ml 


r. 


T 


ilitihlllllllifll 
c 


if'iriii.i  Hi.iiiiiiE 


I 


El 


s: 


inuipiBHcnniiniit]     ulllllflî 


ï 


m  ij  nniiu:umHii 


y 


1 


v 


iii.iiiiiiiiimiii^ElIIlffllllI 


JL 


Fig.  iCO. 


Ll/,  MM',  arl>res  auxiliaires,  portant  l'un  les  roues  solidaires 
c  et  E,  et  l'autre  les  roues  solidaires  il  et  F  ;  la  roue  c  engrène 
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avec  la  roue  C  ;  de  même  d  engrène  avec  la  roue  D  ;  «/,  vi- 
tesse angulaire  de  l'arbre  LL';  w'lf  vitesse  angulaire  de  l'ar- 
bre MMr. 

BB,  arbre  auquel  on  veut  transmettre  le  mouvement  ;  vi- 
tesse angulaire,  u;  cet  arbre  est  solidaire  du  bras  IK,  autour 
duquel  tourne  la  roue  d'angle  K. 

e  et  G,  roues  dentées  solidaires,  montées  sur  un  arbre  con- 
centrique à  BB';  vitesse  angulaire,  g>".  La  roue  e  engrène 
avec  E  ;  la  roue  d'angle  G  engrène  avec  K. 

f  et  H,  roues  dentées  solidaires,  montées  sur  un  arbre  con- 
centrique à  l'arbre  BB;  vitesse  angulaire,^.  La  roue /"en- 
grène avec  F  ;  la  roue  d'angle  H  avec  la  môme  roue  d'angle  K. 
Ceci  suppose  les  deux  roues  G  et  H  égales  et  garnies  du  même 
nombre  de  dents. 

Mous  représenterons  le  nombre  de  dents  de  chaque  roue  par 
la  lettre  que  cette  roue  porte  dans  la  figure.  On  aura  donc 
G=H. 

NN',  PP',  flasques  qui  supportent  les  arbres  tournants. 

La  vitesse  de  rotation  o>'  de  l'arbre  LL'  est  donnée  en 
grandeur  et  en  signe  par  l'équation 

c 

c 

De  même  la  vitesse  de  rotation  du  système  formé  par  les 
roues  e  et  G  est 

«•  =  --„'  =  +--„. 

On  aura  donc  aussi  pour  le  système  des  deux  roues  soli- 
daires/* et  H 

«•%  =  — j?  6»'!  =  +  jj.  W. 

Imprimons  par  la  pensée  à  tous  les  systèmes  qui  tournent 
autour  de  Taxe  BB  une  vitesse  égale  et  contraire  à  la  vitesse  u 
du  bras  porte-train  IK  ;  le  système  eG  sera  réduit  à  la  vitesse 
«/ — u,  et  le  système  /H  à  la  vitesse  c/â  —  u;  ces  deux  sys- 
tèmes tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraires  la  roue  d'an- 
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gle  K,  qui  maintenant  est  supposée  mobile  autour  d'un  axe 
fixe.  La  vitesse  angulaire  qu'elle  reçoit  du  système  <rG  est  donc 

Q 

égale  à  (m" — u)  x  p-,  et  celle  qu  elle  reçoit  du  système  fH  est 

dirigée  en  sens  contraire,  et  égale  par  conséquent,  en  grandeur 

ii 

et  en  signe,  à  (u  —  «"Ox™-  Ces  deux  vitesses  doivent  être 
égales  :  donc 

G  H 

(«,-«)Xj  =  («-«i'i)X£, 

équation  d'où  les  nombres  G,  H  et  K  disparaissent  comme 
facteurs  communs,  car  nous  savons  que  H  =  GL 
Donc 


Supposons  que  le  rapport  de  u  à  o>  soit  exprimé  par  une 

p 
fraction ,  ^f  dans  laquelle  le  numérateur  P  soit  un  nombre 

premier  très  grand,  le  dénominateur  Q  étant  un  nombre 
décomposable  en  facteurs  compris  entre  les  limites  conve- 
nables. Posons,  par  exemple, 

Q  =  qq'q", 

en  n'admetlant  que  trois  facteurs.  Nous  aurons  à  satisfaire  à 

l'égalité 


u 


w       Q       qq'q»  ' 

et  nous  pouvons  décomposer  celle  fraction  en  deux  fractions 
plus  simples.  Soit  en  effet 

—  =  —  +  JL. 

qq'if       q'q"       qq"' 

On  en  déduira 

équation  résoluble  en  nombres  entiers,  pourvu  que (f  e\q 
soient  premiers  entre  eux. 
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Quand  on  aura  trouvé  la  solution  la  plus  simple  de  cette 
équation ,  on  pourra  poser 


çq*~~lï\ce'f'dfj 

Il  suffira  de  prendre 


c=qr, 
d=qt 

et  de  faire  en  sorte  que 

CE  =  2* 

et 

DF  =  fy. 

252.  Voici  un  exemple  de  décomposition  donné  par  Ed- 
mond Bour1  ;  il  s'agit  d'établir  un  train  reliant  l'aiguille  des 
heures  d'une  horloge  à  une  aiguille  faisant  un  tour  entier  dans 
une  lunaison  moyenne,  c'est-à-dire  dans  29  jours  12  heures 
44  minutes  3  secondes,  ou  enfin  dans 

2551443  secondes. 

Le  temps  du  tour  entier  de  l'aiguille  des  heures  est  12  heu- 
res, ou  43200  secondes. 

Le  rapport  des  vitesses  est  donc 

2551443  —  850481 
43200  ~~  14400  ' 

Le  numérateur  est  un  nombre  premier  ;  les  trains  de  roues 
dentées  ne  permettraient  donc  pas  l'établissement  exact  du 
rapport  donné. 

On  peut  décomposer  1 4400  en  quatre  facteurs 

3x3x64x25. 

Partageons-les  en  deux  groupes,  de  manière  que  les  pro- 
duits partiels  dans  chaque  groupe  soient  premiers  entre  eux; 
par  exemple 

3x3    et    64x25. 
*  Cinématique,  p.  259* 
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Puis  faisons 


lîïôi^SxS+KxB 
Il  en  résulte  l'équation  indéterminée 

1000*+?*  =«850481, 

qu'il  s'agit  de  résoudre  en  nombres  entiers  positife. 

On  satisfait  à  l'équation  en  prenant  x  =  500  =  20  x25; 
d'où 


Celte  solution  a  l'avantage  d'admettre  des  facteurs  compris 
dans  les  limites  convenables. 
On  a  donc  identiquement 

850181      20x*5  ,  71x70 


14400 


3x3  +  04x25' 


cl  Ton  devra  déterminer  les  nombres  de  denf  sC,E,D,F,c,6,£t,f, 
des  roues  de  l'équipage  de  manière  à  satisfaire  à  l'égalité 


2\ce^ 

DF\      20 . 25 
~df)  ™   3.3 

71 .79 
+  04.25* 

On  fera 

par 

exemple  : 

<?  =  C 
e  =  6 

C  =  80 

d  =  oî 
/*  =  25 
D  =  7t 
F  «70. 

CHAPITRE  III 


DES  CAMES   ET   DES  COURBES   ROULANTES. 


253.  La  came  est  une  partie  saillante,  ft,  adaptée  à  un  arbre 
tournant,  et  destinée  à  soulever  le  mentonnet,  a,  d'un  pilon  ou 
d'un  marteau,  qui  retombe  quand  la  came  cesse  de  le  soute- 
nir. Le  mouvement  de  l'arbre,  l'espace- 
ment des  cames,  et  la  levée  du  pilou  ou  du 
marteau,  doivent  être  réglés  de  telle  sorte, 
que  la  chute  soit  terminée  avant  que  la 
came  suivante  soit  en  prise  avec  le  men- 
tonnet. 

On  diminue  les  résistances  en  faisant 
passer  la  came  à  tra- 
vers une  fente  prati- 
quée dans  la  tige  du 
pilon  (fig.  262);  elle 
agit  alors  sur  un  rou- 
leau r  mobile  autour 
de  son  axe  ;  ou  bien  on 
fait  passer  la  tige  du 
pilon  entre  deux  cames 
jumelles,  qui  agissent 
sur  une  traverse  pas- 
sée dans  Taxe  de  la 
pièce.  Ces  diverses  dispositions  ont  l'avantage  d'éviter  la 


Fig.  SCI. 


Fig.  26*. 
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poussée  latérale  exercée  par  la  came  sur  le  pilon  et  le  fro1 
teraent  du  pilon  contre  ses  guides. 


THÉORIE  DES  CAMES  ET  MARTEAUX. 


254.  Une  came  G  est  fixée  au  pourtour  de  la  circonférence 
d'un  arbre  tournant  T,  mobile  autour  de  Taxe  projeté  en  A 
(fig.  263).  Le  contour  EF  de  cette  came  soulève  un  mar- 


Fig.  2G3. 


teau  II,  mobile  autour  de  Taxe  projeté  au  point  0,  et  le  laisse 
retomber  lorsque  l'arbre  tournant  continue  sa  marcbe.  11  ré- 
sulte de  là  que  le  mouvement  circulaire  continu  de  l'arbre  T 
produit  pour  le  marteau  H  un  mouvement  circulaire  alterna- 
tif, dans  lequel  la  came  agit  seulement  pour  soulever  le  mar- 
teau, et  l'abandonne  à  son  propre  poids  quand  il  doit  retomber. 

On  demande  les  rapports  des  vitesses  angulaires  du  mar- 
teau et  de  la  came,  à  un  instant  quelconque  de  la  période  du 
soulèvement  du  marteau. 

Soit  M,  à  cet  instant,  le  point  de  contact  des  deux  pièces. 

Appelons  a)  la  vitesse  angulaire  de  la  came  autour  du  point  A, 
ct<i/  la  vitesse  angulaire  correspondante  du  marteau. 

Dans  un  temps  dt  infiniment  court,  le  point  M,  considéré 
comme  appartenant  à  la  came,  décrit  un  arc  élémentaire 
MP=MA  Xwefr,  perpendiculaire  au  rayon  AM. 

Le  môme  point  M,  considéré  comme  appartenant  au  mar* 
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(eau,  décrit  dans  le  même  temps  un  arc  élémentaire  MN,  égal 
à  OMxw'df  et  perpendiculaire  au  rayon  OM. 

Les  deux  points  qui,  au  commencement  du  temps  df,  étaient 
en  coïncidence  au  point  M,  s'écartent  donc  l'un  de  l'autre  à  la 
distance  NP  au  bout  de  ce  temps.  L'arc  NP  est  Y  arc  de  glisse- 
ment  du  marteau  sur  la  came  (§  182),  et  comme  ces  deux 
corps  se  touchent  au  point  M,  on  doit  admettre  (en  négligeant 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier)  que  le 
glissement  mutuel  a  lieu  suivant  la  tangente  commune,  ce  qui 
revient  à  dire  que  la  direction  de  l'élément  NP  est  parallèle  à 
la  tangente  aux  profils  en  prise  au  point  de  M,  ou  qu'elle  est 
perpendiculaire  à  la  normale  commune  MI  à  ces  deux  profils. 

Il  est  facile  de  construire  un  triangle  semblable  au  triangle 
infinitésimal  MNP.  Prolongeons  OM,  et  du  point  A  menons  AR 
parallèle  à  MI.  Le  triangle  MARsera  semblable  au  triangle  MNP, 
comme  ayant  ses  côtés  respectivement  perpendiculaires  aux 
côtés  de  ce  triangle.  En  effet,  MA  est  perpendiculaire  à  MP,  MR 
à  MN,  et  AR  à  NP  ;  donc  on  a  la  suite  de  rapports  égaux 

MN_MP_NP 
MR"~MA~~AR' 

ou  bien 

OM  X  <*'dt  _  MAXft*ft  _  NP 
MR        ~~       MA       ~~AR# 

La  première  égalité  nous  donne  le  rapport  des  vitesses  an- 
gulaires 

o/__MR. 
Z  ""OM' 

mais  les  droites  IM  et  AR  étant  parallèles,  nous  avons  aussi  la 
proportion 


et  par  suite 


MR_IA 

ou~or 


6/_IA 

w  ""0I# 


Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  corps  en  contact 
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est  donc  à  chaque  instant  égal  au  rapport  inverse  des  segments 

déterminés  sur  la  ligne  des  centres  par  la  normale  commune  aux 

deux  profils  en  prise. 

NP 
Le  troisième  rapport,  ^ ,  nous  fait  connaître  la  valeur  de 

l'arc  de  glissement  ;  nous  avons  en  effet 
Les  triangles  semblables  OIM,  OAR  nous  donnent 


ar=mïx~; 


mais  de  la  proportion 


«  ""or 


on  déduit 


Donc 


6)'+M  _  01  -H\      0A 
«     ~~     01      ""01 


et  par  suite 


NP  =  MI  X(w' +«)<//. 


NP 

La  vitesse  de  glissement  -j-  est  donc  égale  au  produit  de  la 

somme,  w  4-co',  des  vitesses  angulaires  par  la  longueur  MI  de  la 
normale  commune,  prise  entre  le  point  de  contact  M  des  deux  pro- 
fils et  la  ligne  00'  des  centres. 

Nous  retrouvons  ainsi,  par  une  analyse  directe,  les  résul- 
tats obtenus  dans  la  théorie  générale  des  engrenages  comme 
application  des  principes  du  mouvement  relatif  (g  215  et  216). 

Si,  au  lieu  de  mettre  en  mouvement  un  marteau,  la  came 
soulevait  un  pilon,  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir 
seraient  encore  applicables;  il  suffirait  de  supposer  que  le 
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point  0  s'éloigne  à  l'infini,  dans  une  direction  A0,  perpendi- 
culaire à  la  course  du  pilon. 

Pour  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  corps 
en  prise  soit  constant,  il  faut  que  le  point  I  soit  fixe  sur  lu  ligne 
OA  :  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  engrenages. 

Si  l'on  veut  que  le  glissement  soit  constamment  nul,  il 
faut  que  le  point  de  contact  M  des  deux  profils  ne  sorte  pas 
de  la  ligne  des  centres;  alors  le  rapport  des  vitesses  angulai- 
res est  nécessairement  variable. 


COURBES   ROULANTES. 

255.  Soient  MN,  PQ,  deux  courbes  solides,  mobiles  dans 
leur  plan,  lune  MN,  autour  du  point  0, l'autre  PQ, autour  du 
point  0\  Nous  supposerons 
que  ces  deux  courbes  agis- 
sent Tune  et  Tau  Ire  par  con- 
tact direct,  comme  une  came 

sur  un   mari  eau ,  et  nous    °  if  Ny(*  A'    r\     °' 

nous  proposerons  de  déter-  Fig  2C4 

miner  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  quelles  roulent  l'une  sur  l'autre  dans 
leur  mouvement  relatif. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  point  de  contact  A  ne 
sorte  pas  de  la  ligne  des  centres  00',  car  alors  l'arc  de  glis- 
sement sera  constamment  nul.  Le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires sera  égal  à  chaque  instant  au  rapport  des  segments 
OA,  AO,  de  sorte  que  ce  rapport  sera  variable,  le  point  A 
n'étant  pas  fixe  sur  la  ligne  00'. 

Les  courbes  roulantes  appartiennent,  en  général,  à  la  classe 
B  du  premier  genre  de  la  classification  de  Willis. 

Soit  A  le  point  de  contact  des  deux  courbes  à  un  instant 
donné. 

Prenons  sur  les  deux  courbes  deux  points  B  et  C  tels,  que 
l'arc  AB  soit  égal  à  Parc  AC.  Rapportons  la  courbe  AB  au  pôle 
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0  et  à  Taxe  polaire  OA,  et  faisons  d'une  manière  générale 
r=  OB,  0  =  BOA.  De  même  rapportons  la  courbe  AC  au  pôle 
0'  et  à  l'axe  polaire  CAf  en  posant  OT  =  i*  et  CCA  =  0. 

Nous  regarderons  0'  comme  une  fonction  de  0  telle,  que 
Tare  AB  soit  égal  en  longueur  à  Tare  AC.  Quand  on  fait 
tourner  la  courbe  MX  d'un  angle  0  autour  du  point  O  dans  le 
sens  de  la  flèche  Q,  et  la  courbe  PQ  d'un  angle  0'  autour  du 
point  O*,  dans  le  sens  de  la  flèche  /%  il  faut  que  les  deux 
points  B  et  C  viennent  se  confondre  en  un  point  A'  de  la 
ligne  des  centres,  et  de  plus,  que  les  deux  courbes  soient 
encore  tangentes  en  ce  point.  Ces  deux  conditions  s'expriment 
par  les  égalités 

en  appelant  2a  la  distance  constante  00',  et 

d$  de' 

T  —  =—  T*  —  -  • 

dr  dr* 

En  effet  r -r-  est  la  tangente   trigonométrique  de  l'angle 

OBNque  fait  la  courbe  MN  avec  le  rayon  vecteur  OB:  ? -r% 

J  *      dr 

est  de  même  la  tangente  de  l'angle  QCO',  et  l'égalité  précé- 
dente exprime  que  ces  deux  angles  sont  supplémentaires,  ce 
qui  assure  le  contact  des  deux  courbes  lorsque  les  points  B  et  C 
viennent  se  réunir  au  point  A'. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  courbes  à  l'ins- 
tant où  elles  ont  le  point  A'  pour  point  de  contact,  est  donm- 
par  le  rapport  inverse  des  segments  0A',  0'  A',  ou  parle  rap- 
port desrayons  vecteurs  r,  r\  Les  équations  précédentes  le  dé- 
montrent;  en  effet,  de  la  première  équation  on  tire  en  difïé- 
rentiant 

Donc 

rd6=r/d0'9 


et  par  suite 
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d± 
dV 


50ï> 


On  voit  aussi  que  les  deux  équations,  supposées  vérifiées 
pour  tous  les  points  conjugués,  B  et  C,  des  deux  courbes,  as- 
surent l'égalité  des  arcs  AB,  AC.  En  effet,  l'arc  AB  a  pour  dif- 
férentielle 


et  Tare  AC 


^dr'+r-'dO*, 


)/di'*  +  r'*dQ'*, 


Ces  deux  différentielles  sont  égales  ;  par  suite  les  deux  arcs 
ne  diffèrent  que  d'une  constante,  et  cette  constante  est  nulle, 
puisque  les  deux  arcs  s'annulent  ensemble  pour  0=O. 

Étant  donnée  l'équation  r=F(0)  de  la  courbe  MN,  on  ob- 
tiendra réquationr/  =  /,(ô')  de  la  courbe  roulante  conjuguée, 
au  moyen  des  deux  équations  : 


r'^zïa  —  r, 


db>  =  r-de  =  cr±— 

r'  la  —  r 


dd. 


256.  Applications.  —  Ellipses  roulantes. —  Considérons  deux 
ellipses  égales,  MN,  PQ,  tangentes  Tune  à  l'autre  au  point  A, 
sommet  commun  de  leurs  grands  axes. 

Faisons  tourner  l'ellipse  MN  autour  de  son  foyer  0,  et  l'el- 
lipse PQ  autour  de  son 
foyer  0/  ;  les  deux  cour- 
bes MN  et  PQ  auront 
la  propriété  d'être  des 
courbes  roulantes.  Il  est 
facile  de  le  reconnaître 
par  la  simple  géomé- 
trie. Soient  F  et  F'  les 
seconds  foyers  des  deux  courbes.  Prenons  sur  la  première  un 
point  B  quelconque,  et  déterminons  sur  la  seconde  un  point  C 


Fig.  «65. 
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tel,  que  Tare  AC  soit  égal  à  Tare  AB.  Les  points  G  etB  seront  sy- 
métriques par  rapport  à  la  tangente  AI  menée  aux  deux  ellipses 
au  point  A.  Joignons  0B9  FB,  (PC,  PC.  Nous  aurons  OC =FB; 
donc  CKC  4- OB=FB  4- OB,  quantité  constante,  égale  au  grand 
axe  AH  de  l'ellipse v  ou  à  la  distance,  00"= Sa,  des  centres  de 
rotation.  La  condition  r  +  r*=  2a  est  donc  remplie.  Les  deui 
courbes  seront  d'ailleurs  tangentes  lorsque  les  points  B  et  Cr 
seront  réunis  en  un  seul.  En  effet,  menons  la  tangente  BT; 
elle  fait  des  angles  égaux  avec  les  droites  FB,  BO  menées  aux 
foyers  de  la  courbe;  donc  l'angle  FBT  est  le  supplément  de 
l'angle  OBT.  Hais  FBT  est,  en  vertu  de  la  symétrie,  égal  à  l'ai* 
gle  O'CT .  Donc  les  angles  OBT,  OTCT  sont  supplémentaire», 
ce  qui  vérifie  la  seconde  condition. 

Soit  c  la  demi-excentricité  des  ellipses.  Le  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  des  deux  courbes  autour  des  points  0  et  V 

variera  entre  les  limites  7^7  =  ,  lorsqu'elles  sont  dans 

(TA      a  +  c1       ^ 

la  position  représentée  par  la  figure,  et ,  lorsque  le  con- 
tact a  lieu  entre  les  points  H  et  H'.  Chaque  courbe  a  fait  alors 
une  demi-révolution  autour  de  son  point  fixe. 

Onremarquera  que,  tant  que  les  rayons  successifsOB,  OB', OB' 
sont  croissants,  la  courbe  MN  peut  pousser  la  courbe  PQ  en 
tournant  dans  le  sens  de  la  flèche/;  lorsque  au  contraire  le  point 
de  contact  a  dépassé  le  sommet  II,  les  rayons  OB't,OB"t  sont 
décroissants,  et  par  suite  la  courbe  MN  serait  sans  action  sur  la 
courbe  PQ,  et  ce  serait  celle-ci  qui  devrait  pousser  la  première. 
Pour  assurer  néanmoins  la  transmission  de  l'ellipse  S1N  à  l'el- 
lipse PQ,  il  suffit  de  garnir  de  dents  d'engrenage  la  demi- 
ellipse  ABâ  II,  et  la  demi-ellipse  AQII'. 

Quand  Tune  des  ellipses  fait  un  tour  entier,  l'autre  fait 
également  un  tour  entier;  le  rapport  moyen  des  vitesses  an- 
gulaires pour  un  nombre  entier  de.  tours  est  donc  égal  à 
l'unité. 
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SPIRALE    LOGARITHMIQUE. 

257.  Soit  MN  une  spirale  logarithmique  ayant  pour  pôle  lo 
point  0,  et  représentée  par  l'équa- 
tion 

flrt 

r=ae    . 

La  courbe  roulante  conjuguée  est    ° 
la  même  spirale  PQ,  inversement 
placée,  et  représentée  par  l'équation  R*  m 

— mV 
t*  =  ae 

La  condition  r-\-r*  =  2a  sera  remplie  si  Ton  prend  pour  0 
et  0*  des  valeurs  satisfaisant  à  l'équation 

ml       —ml' 

On  a  d'ailleurs ,  en  différentiant  les  équations  des  deux 
courbes, 

dr=mae     dO,  donc    <*0=       — e       , 

ma 

df^—mae        dQ',  dV  = e     =  —  e     • 

ma  ma 

Multiplions  la  première  par 

mft 


la  seconde  par 


il  viendra 


r=ac 


V=.ae       : 


rdO—  —  , 
m 

m 


DoncrdO=rW,  et  les  conditions  du  roulement  sont  toutes 
deux  remplies. 

UtC.   COIJJGXOJ.  26 


Fig.  Î67. 
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On  a  utilisé  cette  propriété  de  la  logarithmique  dans  le  dis- 
positif suivant. 

0  et  0',  centres  de  rotation,  sont  les  centres  des  deux  carrés 
égaux  BCDE,  Afgh,  partagés  chacun  en  quatre  carrés  plus  pe- 
tits par  des  droites  menées  pa- 
rallèlement aux  côtés  par  le 
centre  de  la  figure.  On  trace  un 
arc  de  spirale  logarithmique 
du  point  A,  milieu  de  côté  BE, 
au  point  B  ;  un  autre  arc,  du 
point  A  au  point  E,  et  de  même 
sur  les  trois  autres  côtés.  On 
en  fait  autant  sur  les  quatre  côtés  du  carré  0*.  Enfin,  on  fait 
en  sorte  que  le  sommet  A  du  carré  0'  coïncide  à  l'origine  du 
mouvement  avec  le  milieu  A  du  côté  BE.  Les  deux  courbes 
égales  AB,  \b  auront,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  la  pro- 
priété de  rouler  Tune  sur  l'autre,  et  les  points  b  et  B  viendront 
se  réunir  en  un  seul  point  de  la  ligne  OO7. 
Le  rapport  des  vilesses  angulaires  qui  était,  au  départ,  égala 

0  A  1 

^7-r,  ou  à  -=,  sera  devenu,  lorsque  les  deux  figures  auront  dé- 

crit  un  angle  de  45°,  égal  à  —  =  ^2. 

Ce  sont  les  deux  limites  du  rapport,  qui  est  égal,  en  moyenne, 
à  l'unité  pur  chaque  huitième  de  tour. 


COURBES    DÉniVÊES, 


258.  Les  courbes 


r  =  /  (0), 


étant  une  solution  des  équations 


r-\-r'=2a, 
rde  =  r'dQ', 


on  obtiendra  d'autres  solutions  en  substituant  à  0  et  à  0'  des 
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0    0' 

angles  y,  p  altérés  dans  un  même  rapport  constant,  sans  rien 
changer  aux  rayons  r  et  r*  ;  de  sorte  que  les  courbes 

— (î> 

satisfont  encore  aux  conditions. 

On  pourra,  par  exemple,  transformer  les  ellipses  roulantes 
en  d'autres  courbes  qui  aient  les  mêmes  rayons  vecteurs, 
avec  les  angles  polaires  réduits  au  tiers  ou  au  quart  ;  ces  nou- 
velles courbes  feront  passer  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
trois  fois  ou  quatre  fois  par  le  maximum  et  par  le  minimum 
de  sa  valeur  pour  un  tour  entier  de  chaque  courbe. 

COURBE  EN   CŒUR. 

259.  La  courbe  en  cœur  est  un  excentrique  destiné  à  trans- 
former un  mouvement  de  rotation  uniforme  en  un  mouve- 
ment rectiligne  alternatif.  On  peut,  par  une  disposition  con- 
venable de  l'appareil,  lui  faire  produire  un  mouvement  recti- 
ligne alternatif  quelconque,  uniforme,  uniformément  varié, 
uniforme  avec  intermittences.  Supposons,  par  exemple,  qu'on 
veuille  obtenir  un  mouvement  uniforme  dans  chaque  partie  de 
la  course. 

Par  le  centre  0  de  la  rotation  (fig.  268)  menons  des  droites 
OC,  OD,  OE,  OF,  OG,  OH,  01  faisant  entre  elles  et  avec  les 
droites  OA,  OU  des  angles  égaux  à  une  fraction  quelconque, 

5  par  exemple,  de  deux  angles  droits.  Le  mouvement  d  >  la 

o 

courbe  en  cœur  se  faisant  dans  le  sens  de  la  flèche,  au  bout 
de  j^  de  tour,  le  point  C  sera  parvenu  en  c,  et  par  suite  l'ex- 
trémité d'une  pièce  mobile  assujettie  à  suivre  la  droite  fixe  MN 
aura  été  poussée  de  la  quantité  Ac.  Au  bout  de  777  de  tour,  elle 
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aura  été  poussée  de  même  en  d;  au  bout  de  ™  en  e,  et  ainsi 

de  suite.  Pour  que  le  mouvement  soit  uniforme  pendant  tout 
le  demi-tour, il  faut  que  les  intervalles  Àe,  cd,  de...  îfr,  soient 
égaux,  Ai  représentant  la  course  totale  de  la  pièce  mobile. 

On  devra  donc  partager  Ab  en  8  parties  égales  ;  les  dis- 
sions feront  connaître  les  longueurs  des  rayons  OC,  OD,  OE, 
01,  OB,  et  permettront  de  tracer  la  courbe  AB. 


^ — r.>/ 

I' 


//////Al.//  ^X\ 

lJj  'J  Li-Cs-.Sj&lL.-.'ï N- 

)   i    h    d    f  c   il  c.  \      0  I  C 


V 


/ 


V 


Fig.  2M. 


/ 


/ 


Cette  courbe  est  une  spirale  d'Arclûmède.  Si  l'on  appelle 
r0  la  distance  O.V ,  r  et  0  le  rayon  vecteur  et  l'angle  polaire 
d'un  point  de  la  courbe,  rapportée  au  pôle  0  et  à  Taxe  OM,  on 
aura  entre  r  et  0  la  relation  linéaire 


r=u-\-aB. 


Donnons  à  0  deux  valeurs  supplémentaires  6'  et  i: — 0',  les 
valeurs  correspondanles  de  r  étant  r'  et  r"  ;  nous  aurons 


donc 


r'4-r"=2r04-7cfl, 


quantité  constante. 
Par  conséquent,  si  Ton  répète  symétriquement  la  courbe 
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ACFB  au-dessous  de  la  droite  MX,  on  complétera  la  courbe 
en  cœur  par  un  arc  tel,  que  (ous  les  diamètres  menés  par 
le  point  0  seront  égaux  entre  eux  et  égaux  à  la  dislance  AD. 
On  pourra  donc  placer  sur  la  tige  mobile  que  doit  conduire  I» 
courbe  deux  galets  laissant  entre  eux  la  distance  AÏS  ;  l'un 
sera  poussé  de  A  en  b  par  le  contact  de  l'axe  AGB;  et  dans 
la  seconde  moitié  du  lour,  le  se- 
cond galet  sera  ramené  au  point  B 
par  la  pression  de  l'arc  symé- 
trique. On  obtiendra  ainsi  le  mou- 
vement alternatif. 

La  figure  269  représente  la  dis- 
position employée  en  pratique. 

Les  galets  sur  lesquels  agit  la 
courbe  en  cœur  ont  un  certain 
diamètre,  et  il  faut  par  conséquent 
substituer  au  tracé  géométrique 
que  nous  venons  d'indiquer  une 
courbe  parallèle  a  une  distance 
égale  au  rayon  des  galets. 

Les  points  anguleux  A  et  B  du 
tracé  géométrique  AMBM'  donnent 
lieu  a  une  petite  difficulté  pour  le  (racé altéré  ambm',  qui  doit 
en  être  écarté  d'une  quantité  constante  Aa  =  B6.  Au  point  A 
les  deux  arcs  de  la  courbe  obtenue  ne  se  rejoignent  pas;  il 
faut  les  raccorder  par  un  arc  de  cercle 
an',  décrit  du  point  A  comme  centre 
avec  Aa  pour  rayon.  Cet  arc  représente 
le  logement  du  galet  quand  son  centre 
passe  en  A;  il  appartient  en  réalité  à 
l'enveloppe  des  positions  successives 
du  galet. 

Au  point  B,  les  deux  arcs  obtenus  se 
croisent,  et  chacun  retranche  à  l'autre 
une  petite  longueur  eb'=eb.  En  réalité, 
la  courbe  en  cœur  se  termine  à  la  pointe 


FiS.  W^- 


Pis.  ÎIO. 

il  en  résulte  que 


quand  le  galet  pane  ea  B,  il  ne  touche  pat  la  eentoar  as  la 

courbe.  Le  mouvement  n'est  donc  pas  strictement  guidé 
passage  du  galet  i  la  pointe  de  l'appareil. 


360.  L'excentrique  de  H.  Horin  assure  la  continuité  du 
mouvement  transmis,  et  fait  passer  par  tous  les  états  de  gran- 
deur la  vitesse  de  la  tige  menée  par  les  galets. 

Soit  0  l'arbre  tournant;  décrivon  de  ce  point  comme 
centre,  arec  on  rayon  arbitraire  fa,  une  circonférence  ufa. 
Soit  L  la  course  qu'on  veut  donner  à  la  tige  menée  par  Ici- 
centrique.  Nous  allons  construire  la  courbe  des  espaces  dé- 
crits par  cette  tige.  ■    I 

Pour  cela  prenons  sur  une  droite  une  longueur  AC  égale 
au  développement  de  la  circonférence  fa. 


." 


Partageons  la  droite  AC  en  quatre  parties  égales  aux  points 
E,  B  et  F.  Portons  en  ces  points  des  ordonnées  EG=£L, 
BD=L,FU=|L. 
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Par  les  trois  points  G,  D,  H  faisons  passer  une  parabole 
GDH,  ayant  pour  axe  la  droite  DU.  Répétons  ensuite  de  A  en  E 
l'arc  de  parabole  GD,  en  le  traçant  symétriquement  par  rap- 
port au  point  G.  De  même  répétons  de  H  en  C  l'arc  de  para- 
bole DU,  en  le  traçant  symétriquement  par  rapport  au  point  H. 

Nous  obtenons  ainsi  une  ligne  continue  AGDIIC,  tangente  à 
l'horizontale  aux  points  A,  D  et  C  ;  nous  prendrons  cette  ligne 
pour  courbe  des  espaces  décrits  par  la  tige  de  l'excentrique, 
quand  l'excentrique  lui-même  fait  une  révolution  entière  au- 
tour de  son  centre  de  rotation  0. 

Si  nous  prenons  sur  la  première  moitié  de  la  courbe  deux 
points  n  et  n'  symétriques  par  rapport  au  point  G,  nous 
aurons  à  la  fois  mn = m'n',  km = Dm'  =  Br,  np = n'p',  et  enfin 
mn  -+-  m1  =  BD.  Et  comme  Tare  DH  est  symétrique  de  Tare 
DG  par  rapport  à  la  droite  DB,  nous  aurons  aussi  pour  le 
point  n\y  symétrique  de  n'  par  rapport  à  cette  droite, 
mn  «+-  t/in\ = DB,  avec  Brt = Aro,  ou  bien  mri  =  AB = x  x  0a. 

La  courbe  des  espaces  va  nous  servir  à  tracer  le  contour  de 
Fexccntrique. 

A  chaque  point  m  de  la  droite  AC  correspond  un  point  y. 
de  la  circonférence  as??.  Il  suffit  pour  l'obtenir  de  prendre 
arc  ajx= Am.  Les  deux  points  m  et  r19  qui  sont  distants  d'une 
quantité  égale  à  AB  ou  à  x  x  Oa,  correspondent  sur  la  cir- 
conférence à  deux  points  pu  et  pt  diamétralement  opposés. 

Sur  le  prolongement  de  chaque  rayon  0^,  portons,  à  partir 
de  la  circonférence,  une  quantité  ^v  égale  à  l'ordonnée  mn. 
Nous  avons  ainsi  eY  =  EG,  pv'  =  r/*',  g3  =  BD,  plvl'=zrin\, 
ç»=FH,  et  nous  obtiendrons  la  courbe  cherchée  en  joignant 
les  points  a,  v,  y»  S»  y]>  par  une  ligne  continue. 

La  distance  w't  de  deux  points  diamétralement  opposés  sur 
l'excentrique  est  égale  au  diamètre  du  cercle  primitif,  aug- 
menté de  |juv  H-p^'t  ou  de  L.  Cette  distance  est  donc  constante, 
de  sorte  qu'on  pourra  embrasser  l'excentrique  par  deux  galets 
posés  d'une  manière  fixe  sur  la  tige,  et  qui,  dans  la  rotation 
de  l'appareil,  resteront  toujours  tangents  à  son  contour. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  ligne  AGDIIC  est  la  courbe  des 


SXGBSTBIQDI 

espacée  de  la  tige  conduite  par  l'excentrique  ;  comme  db  ne 
présente  aucun  point  anguleux,  les  variations  de  la  viteiae  de 
la  tige  seront  continues;  aux  points  A,B,C,  où  le  mouteant 
de  la  tige  change  de  sens,  la  vitesse  dévient  nulle  par  degrés 
insensibles.  La  courbe  en  cœur  au  contraire  maintient  66* 
stsnte  la  vitesse  de  la  tige  dans  toute  l'étendue  de  cbaq» 
course,  et  tend  à  la  faire  changer  brusquement  de  sens  à 
chaque  extrémité,  ce  qui  développe  un  surcroît  de  résis- 
tance, et  ce  qui  nuit  à  la  conservation  des  pièces.  Tout  aie 
de  courbe  passant  par  les  trois  points  A,  6,  D,  ayant  femr 
centre  le  point  G,  et  tangente  l'horisontale  à  A  et  en  D,  pour- 
rait servir  à  construire  un  excentrique  possédant  les 
propriétés  *• 


A 
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(i 
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261 .  L'excentrique  triangulaire  (fig.  273)  a  pour  objet  de 
transformer  un  mouvement  de  rotation  continu  en  un  mou- 
vement rectiligne  alternatif  inter- 
rompu par  des  repos. 

Cet  appareil  est  représenté  en 
OAB.  Les  trois  distances  OA,  OB,  AB 
sont  égales,  de  sorte  que  le  triangle 
OAB  est  un  triangle  équilatéral.Des 
points  0,  A,  B,  comme  centres,  on 
décrit,  avec  le  côté  du  triangle  pour 
rayon,  les  arcs  de  cercle  AIB,  BKO, 
OLA.  L'excentrique  est  le  solide  prismatique  droit  qui  a  pour 
base  le  contour  curviligne  OLAIBKO.  11  est  mobile  autour  du 
point  0,  et  il  est  entouré  d'un  cadre  CDEF,  assujetti  par  ses 
guides,  aux  points  G  et  H,  à  se  mouvoir  dans  la  direction  GB 
ou  dans  la  direction  HG. 

1  Comme  exemples,  on  peut  prendre  une  sinusoïde  AGDHC,  ou  encore  un  arc 
de  la  courbe  y =A*  (a«— x«),  rapportée  à  des  axes  menés  par  le  point  G,  cet 
arc  étant  répété  symétriquement  en  DUC.  La  portion  utile  de  la  courbe  est 

prise  entre  les  abscisses — £=et+~  (S  56). 

^3         ^3 


u 

Fiff.  «Tî. 
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La  hauteur  du  cadre  CF  est  égale  à  la  corde  OA  des  arcs 
qui  composent  l'excentrique,  ou  au  rayon  de  ces  arcs.  Fai- 
sons tourner  le  triangle  autour  du 
oint  0  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Dans  ce  mouvement ,  Tare  OKB 
(fig.  273)  vient  appuyer  sur  le 
côté  FE  du  cadre,  et  le  fait  des- 
cendre dans  le  sens  GH.  Pendant 
le  même  temps,  le  côté  opposé 
du  cadre,  CD,  passe  constamment 
par  le  sommet  A,  car  il  est  écarté 

du  côté  FE  dune  quantité  CF=OA=AK,  distance  du  point 
de  contact  K  au  centre  A  de  l'arc  OB.  Le  mouvement  continue 
ainsi  jusqu'à  ce  que  le  contact 
entre  FE  et  OB  ait  lieu  en  B. 
Alors  commence  une  nouvelle  pé- 
riode, dans  laquelle  (fig.  274)  c'est 
le  sommet  B  qui  pousse  le  côté  FE 
du  cadre,  pendant  que  Tare  AO 
glisse  tangentiellement  au  côté 
opposé  CD.  Cette  seconde  période 
se  termine  quand  le  point  de  con- 
tact de  OA  et  de  CD  est  arrivé  en  0. 

Le  sommet  B  cesse  à  ce  moment  de  faire  descendre  le  côté  FE, 
et  la  rotation  de  l'excentrique  au- 
tour du  point  0  n'agit  plus  sur  le 
cadre  tant  que  le  contact  reste  éta- 
bli entre  le  côté  FE  et  Tare  de 
cercle  AB  (fig.  275).  Car  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  cet  arc 
au  point  0  est  toujours  la  même. 
Il  y  aura  donc  immobilité  du  cadre 
pendant  tout  le  temps  que  l'excen- 
trique met  à  passer  de  la  position  OBA  à  la  position  OB'B. 
Au  delà  l'excentrique  pousse  le  côté  CD  du  cadre  dans  la  di- 
rection HG,  et  le  ramène  dans  sa  position  primitive,  où  il  le 
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laisse  immobile  pendant  tout  le  temps  que  l'arc  BA  glisse  sur 
le  côté  CD.  En  résumé,  le  tour  entier  de  l'excentrique  se  dé- 
compose en  six  périodes  égales,  dont  quatre  pendant  les- 
quelles le  cadre  est  en  mouvement ,  et  deux  pendant  les- 
quelles il  reste  immobile. 


\n  période. 
2*  période. 
3*  période. 
4*  période. 
5*  période. 
6*  période. 


L'arc  0B  pousse  FE.  .  . 
Le  sommet  B  pousse  FE 
L'arc  AB  tangent  à  FE.  . 
L'arc  B0  pousse  CD.   . 
Le  sommet  B  pousse  CD. 
L'arc  ÀB  tangent  à  CD. 


Course  dans  le 
sens  GII. 

Repos. 

Course  dans  le 
sens  11  G. 

Repos. 


Chacune  de  ces  périodes  correspond  pour  l'excentrique  à  un 
déplacement  angulaire  de  60  degrés. 

262.  Cherchons  l'équation  du  mouvement  du  cadre. 

Soit  OA=r,  le  côté  du  triangle  équilatéral. 

Appelons  6  l'angle  dont  tourne  l'excentrique  autour  du 
point  0,  à  partir  de  la  position  OAB  (fig.  272). 

Pendant  la  première  période,  l'espace  x  décrit  par  le  cadre 
est  égal  à  l'espace  décrit  par  le  point  A  en  projection  sur  la 
direction  GH  ;  on  aura  donc 

x  =  r(l  —  cos0). 

Cette  équation  s'applique  au  mouvement  entre  les  limites 

0=OetO  =  CO°. 

Pendant  la  seconde  période,  le  chemin  décrit  par  le  cadre 
est  égal  à  la  projection  du  chemin  décrit  par  le  sommet  B 
(fig.  274).  Or  le  rayon  OB  est  de  G0°  en  avance  sur  le  rayon 
OA,  et  quand  la  première  période  se  termine,  le  cadre  a  déjà 
décrit  un  chemin  égal  kx  =  r  (1  —  cos  60°)=jr. 

Le  mouvement  dans  la  seconde  période  est  donc  défini  par 
l'équation 

x—  r  (1  —cos  (00° -f  0) )  —  r  =  —  r  cos  (00°-+-  Ô). 


Elle  donne  en  effet  x=\  r  pour  0  =  00°.  Elle  donne  J  =  r 
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pour  8  =  120°,  et  s'applique  à  toute  valeur  de  0  comprise 
entre  60°  et  120°. 

Enfin  l'équation  du  mouvement  est  x=r  pour  toute  va- 
leur de  6  de  120°  à  180°. 
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La  courbe  des  espaces  présente  la  forme  aefglik,  pour  un 
tour  entier.  Elle  ne  présente  aucun  point  anguleux. 

263.  L'excentrique  triangulaire  est  un  cas  particulier  de* 
Yexcentrique  à  cadre.  Soit  ÂBCD  un  cadre  rectangulaire  attaché 
à  une  tige  mobile  parallèlement  aux  côtés  AD,  BG. 

Soit  de  plus  un  contour  fermé  MN,  inscrit  entre  les  côtés 
ÀB,  DC  du  rectangle,  et  tel,  que,  si  on 
lui  mène  deux  tangentes  parallèles 
quelconques  T ,  T" ,  la  distance  TT 
de  ces  tangentes  soit  constante  et 
égale  à  la  hauteur  AD  du  cadre.  En 
faisant  tourner  l'excentrique  MN  au- 
teur d'un  point  quelconque  0  de 
son  plan,  les  côtés  AB,  DC  du  cadre 
toucheront  constamment  le  bord  de  l'excentrique,  et  par 
suite  recevront  des  déplacements  réglés  sur  la  distance 
variable  du  point  0  aux  tangentes  à  la 
courbe  MN.  On  peut  rapporter  la  courbe  MN 
à  des  coordonnées  particulières ,  savoir  la 
distance  Op=p  du  point  O  à  une  tangente, 
et  l'angle  8=]jOY,  de  la  droite  Op  avec  un 
axe  fixe,  OY,  angle  égal  à  l'angle  de  la  tan- 
gente pm  avec  Taxe  perpendiculaire  OX. 
L'équation  p  =  f(Q)  définissant  la  courbe,  la  même  équation, 
dans  laquelle  on  aura  remplacé  0  par  une  fonction  du  temps  f, 


Fig.  277. 


Fig.  278. 


définira  le  mouvement  recliligne  du  cidre.  la  condition  rela- 
tive i  la  distance  des  tangente»  opposées  s'exprimera  fer 

l'équation 

ftWM-mwi    I* 
Enfin  pour  passer  des  coordonnées  rectangles  x  el  y,  deli 
courbe  MN,  aux  coordonnées  p  et  I,  on  aura  les  équations 

La  transformation  inverse  s'opérerait  an  moyen  des  formulai 

Ces  équations  s'obtiennent  immédiatement  en  obsemnl 
que  la  distance  mj>  est  égalo  a  *. 


CHAPITRE  IV 


TRANSMISSION    PAR  COURROIE 


264.  Les  courroies  servent  à  transformer  un  mouvement 
circulaire  autour  d'un  axe  en  un  mouvement  circulaire  au- 
tour d'un  axe  généralement  pa- 
rallèle au  premier. 

Soient  0  et  0'  la  projection  des 
axes  parallèles  ;  soient  o>  et  <■/  les 
vitesses  de  rotation  qui  doivent 
avoir  lieu  respectivement  autour 
de  ces  axes.  Supposons-les  d'abord  de  même  sens. 

Pour  lier  ces  axes  entre  eux  par  une  courroie  et  réaliser 


Fig.  Ï79. 


0) 


le  rapport  -7  des  vilesses  angulaires,  on  montera  sur  les  deux 


a) 


axes  0  et  0'  des  tambours  cylindriques,  ayant  des  rayons  OA, 
0/A/  qui  satisfassent  à  la  proportion 


0A 


0* 

61 


Puis  on  fera  passer  la  courroie  sur  les  deux  tambours,  de 
manière  à  embrasser  les  arcs  ACB,  A'C'B'  et  à  suivre  d'un 
tambour  à  l'autre  les  tangentes  AA\  BB'.  La  courroie  doit 
être  assez  tendue  pour  qu'elle  ne  puisse  pas  glisser  sur  In 
surface  des  tambours;  cela  étant,  la  transmission  satisfait 
aux  conditions  imposées.  En  effet,  si  on  donne  un  petit 
déplacement  au  tambour  OA  autour  de  son  axe  0,  le  point  A 
s'avancera  d'une  quantité  infiniment  petite  AAt',   le  long 
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de  la  tangente  AA/  ;  la  longueur  de  la  courroie  restant  inva- 
riable, le  point  B'  se  transportera  le  long  de  B'  B  d'une 
quantité  B'B't  égale  à  AAt;  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  OA 

AA 

est  mesurée  par  le  rapport  y^»  et  celle  de  l'arbre  O'A'  par 

#  B^       AAt 
le  rapport  ^  ou  g^. 

O'A' 
Le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  donc  égal  à  777-  ou 

à  —,  ;  si  le  premier  arbre  reçoit  une  vitesse  angulaire  ca,  le  se- 

(1) 

cond  prendra  une  vitesse  angulaire  <■>'.  Dans  cetle  transmis- 
sion, les  vitesses  linéaires  sont  égales  à  la  surface  des  deux 
tambours. 

Si  les  vitesses  angulaires  <*  et  </  étaient  en  sens  contraire 
Tune  de  l'autre,  la  courroie  pourrait  encore  servir  à  lier  les 
deux  axes,  mais  il  faudrait  la  mener  suivant  les  tangentes  in- 
térieures aux  deux  cercles.  Dans  ce 
cas,  on  a  soin  de  retourner  la  cour- 
roie dans  le  passage  du  point  A  au 
point  A'  et  du  point  B'  au  point  B  ;  de 
cette  manière,  la  courroie  peut  èlrc 
mise  en  conlact  avec  les  deux  tam- 
bours par  sa  face  rugueuse,  et  non  par  sa  face  lisse  ;  et  de  plus, 
au  point  D  d'intersection  des  deux  tangentes,  les  deux  brins 

A  A',  BB'  sont  à  moitié  retournés,  et  passent 
de  champ  l'un  à  côté  de  l'autre,  sans  se  gêner 
mutuellement,  comme  cela  aurait  lieu  sien 
cet  endroit  ils  avaient  conservé  la  position  à 
plat  qu'ils  ont  sur  les  cylindres. 

Pour  assurer  la  stabilité  de  la  courroie  sur 
les  tambours,  et  l'empêcher  de  se  jeter  de 
-côté,  on  a  soin  de  donner  à  la  surface  des 
tambours  un  léger  bombement  (fig.  281);  la 
courroie  s'applique  sur  la  partie  du  cylindre 
qui  a  le  plus  grand  diamètre  ;  elle  a,  en  général,  une  ton- 
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dance  à  gagner  les  diamètres  les  plus  grands,  et  par  suite,  elle 
reste  dans  le  plan  moyen  du  tambour,  de  chaque  côté  duquel 
les  rayons  vont  en  décroissant. 

265.  Lorsque  la  tension  de  la  courroie  devient  trop  faible 
pour  développer  sur  les  tambours  l'adhérence  nécessaire  à  la 
transmission,  on  peut  accroître  celte  tension  en  faisant  peser 
sur  la  courroie,  en  un  point  quelconque  m  de  la  portion  libre 
AB,  un  rouleau  N,  mobile  autour  de  son  axe,  et  attaché  à  un 
'levier  coudé,  qui  peut  tourner  autour  du  point  fixe  I,  et  qui 
porte  à  son  extrémité 
un  contre-poids  Q. 
La  poignée  M  sert  à 
déplacer  le  système 
autour  de  son  axe. 
L'addition  du  contre- 
poids ne  change  rien 
au  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  des 
deux  arbres  tour- 
nants ;  mais  elle  ac- 
croît l'adhérence,  et  cela  de  deux  manières  :  l°en  augmen- 
tant la  tension  T  de  la  courroie,  par  suite  de  la  pression  exercée 
par  le  rouleau  N;  2°  en  augmentant  légèrement  les  longueurs 
des  arcs  embrassés. 

Lorsque  la  courroie  est  très  longue,  son  poids  seul  suffit  à 
développer  l'adhérence  nécessaire,  sans  même  qu'elle  soit  ten- 
due en  ligne  droite.  On  a  utilisé  cette 
propriété  pour  transmettre  à  grande 
distance  le  mouvement  de  rotation 
d'un  axe  à  un  autre  ;  la  distance  des 
deux  arbres  0  et  0'  peut  être  portée 
à  une  centaine  de  mètres  et  au  delà. 
Ce  genre  de  transmission  5  grande  distance  a  été  appliqué  par 
M.  llirn  à  l'usine  du  Logelbach.  11  est  maintenant  fort  em- 
ployé dans  l'industrie.  Le  fil  métallique  qu'on  substitue  alors 
aux  courroies  plates  dessine  deux  courbes  AA',  BB',  entre  les 
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deux  poulies.  Les  tambours  à  surface  légèrement  bombée  sont 
remplacés  dans  ce  cas  par  des  gorges  de  poulie  où  le  fil 
trouve  à  s'engager. 

206.  La  transmission  par  courroie  est  l'une  des  plus  em- 
ployées dans  les  usines  pour  communiquer  aux  divers  oulîb 
des  ateliers  le  mouvement  emprunté  à  un  arbre  tournant  fjui 
recoitraclionduiiioteur.il 

r  HII1'  ''"" i|" ""  pu'ssg  ••  v°i°"^ 

,^^ —       interrompre  le  mouvement 
A  HBMl^MMi^HHBHfl  '      de  l'outil,  et  le  Taire  nailre  de 
nouveau,  pour  cela  {lig.  284) 
™™  on  monte  à  côté  du  tara- 

"*  *"*  bour  V,  sur  lequel  passe  la 

poulie  et  qui  transmet  le  mouvement  à  l'ouiil,  un  tam- 
bour P  de  ditimélre  égal,  mais  qui  n'est  pas  calé  sur  l'urbre  AA', 
de  telle  sorte  qu'il  puisse  tourner  autour  de  cet  arbre  sans 
l'entraîner  dans  son  mouvement.  Ce  second 
tambour  est  ce  qu'on  appelle  une  poulie  folle. 
Quand  l'ouvrier  veut  faire  cesser  le  mouve- 
ment de  l'outil,  il  n'a  qu'à  pousser  Inléijle- 
ment  un  levier  (lig.  285),  terminé  par  une 
fourche  embrassant  la  courroie  du  côté  du 
brin  qui  arrive  à  la  poulie,  et  non  du  coté 
du  brin  qui  la  quille  ;  entraînée  par  Cette 
fourche,  la  courroie  se  déplace  lalérale- 
ment  d'une  certaine  quantité,  et  quitte  le 
tambour  P',  pour  entourer  la  poulie  folle 
L'oulil  est  alors  déseiiibrayé.  Pour  le  re- 
mettre en  mouvement,  il  suffit  de  déplacer  le  levier  en  sens 
contraire,  ce  qui  ramène  la  courroie  sur  le 
tambour  I". 

On  se  sert  aussi  du  déplacement  latéral 
de  la  <  ourroie  pour  changer  le  sens  du  mou- 
vement de  certaines  [D8cbinet-oulils.FMI 
cela,  on  monte  sur  un  même  0X4  géi 
trois  tambours  égaux  A,  B,  C  (lig.  286)  ;  l'un  de  ces  tambour* 
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est  monté  sur  Y  axe  matériel  0;  le  second,  B,  est  monté  sur  un 
autre  axe  matériel  0'  ;  le  tambour  intermédiaire  C  est  une 
poulie  folle.  Laxe  0  communique  à  l'outil  un  mouvement  dans 
un  certain  sens,  et  Taxe  0',  le  mouvement  en  sens  contraire. 
Supposons  qu'il  s'agisse  du  mouvement  rectiligne  alternatif  de 
la  machine  à  raboter  ;  on  reliera  le  levier  de  la  courroie  à  la 
machine,  de  manière  que,  quand  le  rabol  arrive  à  l'extrémité  de 
sa  course,  la  courroie  soit  déplacée  latéralement  dans  le  sens 
convenable  de  la  quantité  AB.  Ace  déplacement  correspondra 
le  changement  de  sens  dans  le  mouvement  de  la  machine.  La 
poulie  folle  C,  interposée  entre  les  deux  tambours  A  et  B,  a 
pour  objet  d'éviter  les  chocs  brusques  dans  le  passage  de  la 
courroie  d'un  tambour  à  l'autre,  et  de  donner  lieu  à  un  petit 
temps  perdu,  pendant  lequel  l'outil,  cessant  d'être  sollicité  par 
le  tambour,  A,  que  la  courroie  vient  de  quitter,  perd  graduel- 
lement sa  vitesse,  pour  en  prendre  une  contraire  au  moment 
où  la  courroie  atteint  l'autre  tambour,  B. 

Lorsque  l'outil  mis  en  mouvement  par  la  courroie  doit  tra- 
vailler, suivant  les  circonstances,  à  des  vitesses  très  différen- 
tes les  unes  des  autres,  on  remplace  les  deux  tambours  sur 
lesquels  passe  la  courroie,  par  une  série  de 
tambours  de  différents  diamètres,  juxtapo- 
sés et  montés  ensemble  sur  le  mûmc  arbre. 
De  cette  manière,  on  a  par  exemple  le  choix  l 
entre  i  tambours  moteurs,  A,  B,  C,  D,  qui 
correspondent  respectivement  aux  tambours 
a,b,c,d  de  la  machine-outil.  On  a  soin  que 
la  somme  des  rayons  des  tambours  corres- 
pondants soit  sensiblement  constante.  De 
cette  manière,  la  même  courroie  pourra  t 
servir,  sans  variation  de  longueur,  à  trans- 
mettre le  mouvement  de  l'un  des  arbres  à 
l'autre  ;  en  effet,  la  longueur  d'une  courroie 
est  à  peu  près  égale  au  double  de  la  distance 
des  centres  des  tambours,  augmenté  de  la  somme  des  deux 
demi-circonférences  embrassées;  si  R  et  r  sont  les  rayons 

m£c.  gouhsqr.  27 
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des  deux  tambours,  et  D  la  distance  des  centres,  supposée 
très  grande  par  rapport  à  ces  rayons,  la  longueur  L  de  la  cour- 
roie est  à  peu  près  égale  à 

L  =  2D  +  7r(R+r)«f 

et  comme  D  est  constant  pour  deux  tambours  conjugués,  il 
faut  qucR  +  r  soit  aussi  constant  pour  une  même  longueur  L. 
Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  tambours  est 
xgal  à  l'inverse  du  rapport  des  rayons  ;  si  par  exemple  les 
rayons  des  tambours  A,  B,  C,  D,  sont  représentés  parles 
nombres  4,  3,  2,  1, 

et  ceux  des  tambours     a,  6,  c,  d,  par  les  nombres 

1,  2,3,4, 

qui  donnent  chacun  avec  son  conjugué  une  même  somme  5, 
le  rapport  de  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  inférieur  à  la 
vitesse  angulaire  de  l'arbre  supérieur  est  égal  aux  nombres 

.321 
4*  2'  5'  V 

suivant  que  la  courroie  passe  sur  les  tambours 

A  el  a,        B  et  by        C  et  c,        D  et  d. 

la  transmission  par  courroie  transforme  un  mouvement 
circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire  continu. 

1  Voici  la  formule  exacte  qui  donne  la  longueur  de  la  courroie  tendue  : 
Soit  a    l'angle  aigu  (évalué  en  parties  du  rayon)  que  fait  la  courroie  3vec 

In  ligne  des  contres  des  tambours;  i.ous  auivus.  oi 
sTippo-ïint  R>  r,  ou  au  moins  égal  à  r. 


^.\^    ^  D  -^                Il  faut  prendre  le  signe  supérieur — ,  si  la  coor- 

^     ^  roie  est  extérieure  aux  deux  cylindres,  et  lesi-sc 

"^  inférieur  4-,  si  elle  passe  entre  les  deux.  L'ange  i 

Fié'.  vii>3.  est  donné  par  l'équation 

Lorsque  «  est  très  petit,  que  R  est  peu  différent  de  r,  et  qu'enfinla  courroie  est 
extérieure,  on  peut  prendre  approximativement 

L=ît(R+r)-f-2D. 
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Remarquons  l'analogie  qui  existe  entre  cette  transmission 
et  l'engrenage  par  adhérence.  Là  encore  les  vitesses  linéai- 
res des  deux  circonlérences  primitives  sont  égales.  Pour  faire 
varier  l'adhérence,  au  lieu  d'avoir  à  changer  la  distance  des  ar- 
bres tournants,  on  abaisse  sur  la  courroie  un  rouleau  muni 
d'un  contre-poids,  ce  qui  est  infiniment  plus  simple.  L'adhé- 
rence de  la  courroie  sur  le  tambour  est  d'ailleurs  bien  mieux 
assurée  que  l'adhérence  de  deux  roues  tangentes  l'une  à  l'au- 
tre, et  elle  croit  rapidement  avec  les  arcs  embrassés. 


INFLUENCE   DE   L  EXTENSION   DES    COURROIES. 

267.  Soient  0  et  0'  (fig.  289)  deux  arbres  tournants,  sur 
lesquels  on  a  monté  deux  tambours  AB,  CD,  réunis  l'un  à 
l'autre  par  une  courroie  ABCD. 

Nous  supposerons  que  lç  tambour  AB  mène  le  tambour  CD  , 
c'est-à-dire  que  l'effort  moteur  P  soit  appliqué  au  premier 
tambour,  et  que  l'effort  résis- 


tant Q  soit  appliqué  au  se- 
cond ;  les  deux  tambours  tour- 
nent dans  le  sens  des  flèches  f 

et/\ 

Dans  ces  conditions,  il  est  fa- 
cile de  voir  que  le  brin  DA  doit 
être  plus  lendu  que  le  brin  CB  ; 
le  premier  est  pour  le  tambour  0'  le  brin  conducteur,  le  se- 
cond est  pour  le  même  tambour  le  brin  résistant.  Soit  T  la  ten- 
sion du  brin  AD,  et  T' la  tension  du  brin  CB. 

La  tension  de  la  courroie  varie  du  point  A  au  point  B,  en- 
tre les  limites  T  et  T'  ;  elle  varie  du  point  C  au  point  D,  entre  les 
limites  T'  et  T. 

Nous  allons  exprimer  que  dans  un  même  temps  les  longueurs 
de  courroie  qui  $  enroulent  sur  les  deux  cylindres  correspondent 
à  des  quantités  égales  de  matière.  Cette  égalité  est  nécessaire 
pour  assurer  le  régime  permanent  de  la  courroie. 

Suivons  l'appareil  pendant  un  temps  dt  infiniment  petit; 


Fig.  m 


490  EXTEKSKNt 

soient  «  et  «'  les  vitesses  angulaires  des  deux  tambours,  r  eti* 
leurs  rayons  ;  soit  enfin  d$  la  longueur  infiniment  petite  de 
courroie,  prise  dans  Vitat  naturel,  qui  s'enroule  pendant  le 
temps  df,  au  point  A  sur  le  cylindre  0,  et  au  point  C  sur  le 
cylindre  0\ 

On  sait  que  l'unité  de  longueur  d'un  fil,  dans  Pétai  naturel, 
prend  sous  la  tension  T  la  longueur  1  H-  aT,  *  étant  un  coef- 
ficient constant  pour  une  même  nature  de  fil.  Il  en  est  de 
même  des  courroies.  La  longueur  d$  qui  s'enroule  sur  le  cy- 
lindre 0  étant  soumise  à  la  tension  T,  comme  tout  le  brin  DA, 
occupe  sur  le  cylindre  un  arc  égal  à  dt  (1-t-aT);  ce  qui  cor- 
respond à  un  angle  au  centre 

r 

La  même  longueur  d$  qui  s'enroule  sur  le  cylindre  V  as 
point  C,  sous  la  tension  T*,  correspond  &  un  angle  au  centre 

Donc 

On  voit  qu'on*  n'a  pas  exactement  cor  =  coV,  à  cause  de  l'é- 
lasticité du  lien  qui  réunit  les  deux  tambours. 
M.  Kretz,  qui  le  premier  a  donné  cette  théorie,  a  reconnu 

qu'en  pratique,  pour  assurer  un  rapport  donné  ~  entre  les 

G) 

vitesses  angulaires,  il  suffit  de  déterminer  r*  en  fonction  de  r 
par  l'équation  -  =  —,  puis  de  réduire  r'  du  cinquantième 
environ  de  sa  valeur. 


TRANSMISSION  PAR  COURROIE  ENTRE  DEUX  ARBRES  NON   PARALLÈLES. 

268.  Soient  0  elO'  les  deux  axes  qui  ne  sont  ni  concourants 
ni  parallèles. 
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Nous  commencerons  par  monter  sur  ces  deux  axes  deux 
tambours  cylindriques,  MctN,  que  nous  supposerons  réduits 
à  leurs  plans  moyens.  Soit  AB  la  droite  suivant  laquelle  ces 
dA)x  plans  se  coupent.  Prenons  sur 
cette  droite  deux  points  arbitraires  C 
et  D,  et  de  chacun  de  ces  points 
menons  aux  cercles  M  et  N  des  tan- 
gentes CE,  CF,  et  DG,  DU.  Puis  pla- 
çons en  K  et  L,  près  des  points  C  et  D, 
des  poulies  de  renvoi  dont  les  axes 
soient  perpendiculaires  aux  plans 
ECF,  GDH.  Une  courroie  sans  fin  EF1IG, 
pourra  passer  sur  les  surfaces  des 
quatre  poulies,  en  les  touchant  cha- 
cune suivant  leurs  sections  droites.  La  transmission  sera  donc 
réalisée,  et  elle  pourra  se  faire  dans  les  deux  sens. 

On  supprime  quelquefois  les  deux  poulies  de  renvoi  K  etL, 
en  profitant  de  cette  circonstance,  que  le  brin  qui  aboutit  à  une 
poulie  doit  seul  être  dans  le  plan  de  la  section  droite,  et  qu'il 
n'y  a  pas  d'inconvénient  à  dévier  l'autre  brin.  Mais  cette  solu- 
tion simplifiée  ne  se  prête  pas  à  la  transmission  dans  les  deux 
sens1. 


Fig.  290. 


*  V.  Cours  de  mécanique  d'Edmond  Bour,  Cixématique,  p.  23& 
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269.  Ces  transmissions  constituent  le  troisième  genre  de  h 
classification  de  Wiilis.  Nous  examinerons  successivement  k$ 
transmissions  par  bielle  et  manivelle,  par  excentrique  à  eoffiar, 
par  bielle  et  manivelles  inégales,  par  bielle  d'accouplement; 
enfin  nous  étudierons  la  transmission  connue  sous  le  nom  de 
joint  universel. 

TRANSFORMATION  d'un  MOUVEMENT  RECT1LIGNE  ALTERNATIF  EN  m  MOU- 
VEMENT CIRCULAIIIE   CONTINU.    —  BIELLE   ET  MANIVELLE. 

270.  La  tige  T  d'un  piston  mobile  dans  un  cylindre  est 
animée  d'un  mouvement  de  va-et-vient  le  long  d'une  droite 
OX  ;  elle  est  guidée  dans  ce  mouvement  par  deux  glissières 


kB 


Fig.  291. 


fixes,  CD,  CD',  parallèles  à  la  droite  OX,  et  entre  lesquelles  h 
coquille  MN,  attachée  invariablement  à  la  tige  T  du  piston,  a  la 
liberté  de  glisser  à  frottement  doux. 
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Pour  transmettre  le  mouvement  à  un  arbre  tournant,  dont 
l'axe  est  projeté  en  un  point  0  de  la  droite  OX,  on  se  sert 
d'une  bielle  AB,  dont  l'extrémité  A  est 
articulée  à  la  coquille,  et  dont  l'autre 
extrémité  B  s'articule  en  un  point  du 
rayon  OB  fixé  à  l'arbre.  Le  rayon  OB 
prend  le  nom  de  manivelle.  Il  porte 
en  B  un  bouton  cylindrique  dont  l'axe 
est  parallèle  à  l'arbre  0,  et  qui  passe 
dans  un  œil  ménagé  à  l'extrémité  delà 
bielle. 

Nous  avons  déjà  étudié  (g  135)  cette 
transformation  de  mouvement  et  re- 
connu que  la  vitesse  Y  du  point  A  était 
liée  à  la  vitesse  angulaire  o>  de  l'arbre 
par  la  relation 

v=oix«, 

01  étant  la  longueur  comprise,  sur  une 
perpendiculaire  à  OX,  entre  le  point  0 
et  la  rencontre  de  la  direction  AB  de  la 
bielle. 

Si  du  point  A  comme  centre  avec  AB 
pour  rayon  nous  décrivons  un  arc  de 
cercle  pour  rabattre  AB  de  A  en  E  sur 
la  droite  AD,  le  point  E  aura  un  mou- 
vement identique  à  celui  du  point  A, 
puisque  ces  deux  points  sont  constam- 
ment à  la  même  distance  l'un  de  l'autre 
sur  la  droite  qu'ils  parcourent  tous  deux.  Or  abaissons  du 
point  B  une  perpendiculaire  Bft  sur  OA.  La   distance  bE 
serait  infiniment  petite  du  second  ordre  si  l'angle  BAO,  qui 
mesure  l'obliquité  de  la  bielle,  était  infiniment  petit.  Si  donc 
la  bielle  est  suffisamment  longue,   on  pourra  sans  grande 
erreur  négliger  6E  devant  la  longueur  AB  et  confondre  le 
mouvement  du  point  A  avec  le  mouvement  du  point  b,  pro- 


Fig.  f '«. 

A,  tète  à  fourche,  embrassant 
l'extrémité  du  balancier  ou 
la  coquille  du  piston .  A',  têle 
articulée  ou  bouton  de  la 
manivelle.  B,  D'.axes  passant 
dans  les  paliers.  C,  (7,  cla- 
vettes de  serrage,  appuyant 
d'un  côté  sur  les  coussinets, 
de  l'autre  côté  sur  des  con- 
tre-clavettes fixes. 
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y  ctiui  du  bouton  de  la  manivelle  sur  le  diamètre  OX.  L'er- 

'i!ur  commise  est  nulle  aux  points  morts:  elle  est  maximum 

n  quand  la  manivelle  fait  un 

angle  droit  avec  la  droite 

OX  (  !îg.   295  )  ;  car  cV>t 

alors  que  l'angle  BAO  est 

„    „  le  plus  grand  possible.  En 

Fiï-ï0j-  ■    ■     1  i  il 

gênerai ,   on   donne   a  u 

I  délie  BA  une  longueur  égale  u  5  fois  la  manivelle  BO.  Dans 
cas  conditions,  le  maximum  OE  de  l'erreur  que  l'on  commi-t 
en  confondant  le  mouvement  du  point  A  avec  le  mouvement 
la  projection  du  point  B,  est  donné  rigoureusement  par  l" 
tion 

0Ex(!AB  — OE)  =  ÔÛ'. 

ol  approximativement  par  l'équation 

OEX  8AB  =  OB'. 
On  a  donc  à  peu  près 


enlde 


le  rapport  ^  sera  à  pou  près  égal  à  ^,  et  ^  a  ^. 

La  longueur  de  la  manivelle  OB  est  rigoureusement  égale  à  la 

moitié  de  la  course  du,  piston,  ou  de  l'intervalle  qui  sépare  les 

deux  positions  extrêmes 

/"  "*\  du  point  mobile  À.  Lors- 

— i — 3 — £ ; 2, — '     que  le  bouton  de  la  nu- 

ng.  îm  nivelle  passe  au  pont 

mort  B„  la  bielle  et  h 

manivelle  sont  en  prolongement  l'une  de  l'autre,  et  par  suite 

la  dislance  OA,  du  point  mobile  A  au  point  fixe  0  est  égale  à 

OB  -t-BA;  lorsque  la  manivelle  a  accompli  une  demi-révolu- 
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tion  et  que  le  boulon  passe  au  second  point  mort  Bs,  la  bielle 
revient  en  relour  delà  manivelle,  et  le  point  A  se  trouve  alors 
en  A„  à  une  distance  du  point  0  égale  à  BA  —  OB  ;  la  course 
du  piston  AtA,  est  donc  égale  à  la  différence 

(BA-4-0B)— (BA— OB),      ou  à      20B. 

Cette  relation  est  rigoureuse,  et  ne  dépend  pas  de  la  lon- 
gueur de  la  bielle. 

271.  Cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les  positions 
simultanées  du  point  A,  tête  de  la  tige  du  piston,  et  du  point  B, 
bouton  de  la  manivelle. 

•Comptons  à  partir  de  la  droite  OX  (fig.  291),  et  de  droite  à 
gauche,  les  angles  9  décrits  par  le  rayon  OB  autour  du  point  0. 
Rapportons  au  point  0  la  position  du  point  A,  donnée  par 
l'abscisse  OA  =x.  Soit  OB  =  r  et  BA  =  Z,  quantités  con- 
stantes. Soit  enfin  a  l'angle  variable  BAO.  Nous  aurons  pour 
définir  cet  angle  l'équation 

/sin  a=rsin?, 

et  pour  définira,  la  relation 

Si  Ton  suppose  /  plus  grand  que  r,  l'angle  a  sera  nécessaire- 
ment aigu  dans  le  triangle  OBA,  et  son  cosinus  sera  positif. 
Quant  au  terme  r  cos  9,  il  change  périodiquement  de  signe, 
lorsque  l'arc  croit  nu  delà  de  toutes  limites. 
De  la  première  équation  on  tire 

r  • 

sm  a.  =  t  sin  f , 

ce  qui  montre  que  a  ne  croit  pas  indéfiniment,  mais  qu'il  os- 
cille entre  deux  limites  données  en  faisant 

•X     .  on 

9=2  <*?  =  -g- 

On  en  déduit 


COSa=  i/l  —  ^siuff 


et 

..  r.    ï«TT . 


yrrj 


le  radical  doit  toujours  être  pris  positivement  dans  cette 
équation.  Jamais  x  ne  devient  imaginaire  ni  négatif,  car 
r  étant  <i,  r*sin9f  est  a  fortiori  <  P,  et  la  quantité  sous  le 
radical  reste  positive.  De  plus,  les  limites  de  x  correspondent 
à  f =09  ee  qui  donne 

*=*l+r. 
etàf=«,  cequi  donne 

.=  l-r. 

quantités  toutes  deux  positives. 
Si  /  est  très  grand  par  rapport  i  r,  on  peut  supprimer  k 

terme  — ^i      devant  l'unité,  et  l'équation  se  réduit  b 

égalité  à  laquelle  on  parvient  aussi  en  supposant  Parc  «nul.  La 
plus  grande  erreur  commise  en  adoptant  cette  formirie  réduite 
correspond  à  la  plus  grande  valeur  de  sin  ç,  c'est -à-dire  à 

?  =  £.  On  a  alors,  par  la  formule  exacte, 


='\/ r*  -5=\n*=r*i 


et,  par  la  formule  approchée, 

272.  Aux  points  morts,  le  pislon,  parvenu  à  Tune  des  ex- 
trémités de  sa  course,  n'agit  plus  sur  la  bielle,  et  ne  contribue 
plus  à  imprimer  un  mouvement  de  rotation  continu  à  l'arbre 0. 
Le  mouvement  une  fois  commencé  peut  se  prolonger,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard,  en  vertu  de  la  propriété  connue 
sous  le  nom  d'inertie  de  la  matière;  la  manivelle  et  la  bielle 
cessent  bientôt  d'avoir  toutes  deux  une  même  direction,  et 
la  transmission  du  mouvement  redevient  possible.  Il  n'en  est 
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pas  moins  vrai  que  si  la  machine  était  à  l'un  des  points  morts 
à  l'instant  où  Ton  veut  la  mettre  en  train,  l'effort  du  pis- 
ton sur  la  bielle  resterait  sans  effet;  pour  déterminer  le 
mouvement  de  l'arbre  dans  un  sens  plutôt  que  dans  le  sens 
opposé,  il  faut  que  le  mécanicien  agisse  sur  la  manivelle  dans 
le  sens  voulu,  et  lui  donne  un  déplacement  qui  permette  à  la 
transmission  de  s'opérer.  C'est  cette  opération  qu'on  appelle 
abatage  dans  les  machines  à  vapeur  à  cylindre  unique.  La  né- 
cessité de  labatage  est  évitée  dans  les  machines  à  deux  cy- 
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Fig.  «93. 


lindres  (fig.  295).  Chaque  cylindre  a  son  piston,  sa  bielle  et 
sa  manivelle.  L'arbre  tournant  porte  à  la  fois  deux  mani- 
velles OB,  OB',  que  Ton  place  à  angle  droit  Tune  sur  l'autre  ; 
lorsque  l'une  passe  à  un  point  mort,  l'autre,  qui  a  sur  la  pre- 
mière une  avance  ou  un  retard  de  90°,  produit  tout  son  effet, 
de  sorte  que  la  transmission  est  toujours  assurée,  soit  par  les 
deux  manivelles,  soit  par  l'une  des  deux. 

Les  vitesses  simultanées  des  deux  pistons  ne  sont  pas  égales. 
Si  o  représente  la  vitesse  de  rotation  de  l'arbre  0,  la  vitesse 
linéaire  v  du  piston  correspondant  à  la  bielle  AB  est  égale  à 
OC  Xo>,  tandis  que  la  vitesse  v'  du  piston  correspondant  à  la 
Jbielle  À'B'  est  OC  x  w. 

La  transmission  par  bielle  et  manivelle  peut  s'opérer  dans 
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les  deux  sens.  Lorsque  la  transmission  est  double,  el  que  les 
deux  manivelles  sont  calées  à  angle  droit,  on  nu. 
mouvement  de  rotation  de  l'arbre  en  changeant  à   b 
sens  de  la  marche  des  deux  pistons. 

La  transmission  par  bielle  et  manivelle  est  réâproqiu \  c'est- 
à-dire  que  si  l'on  fait  tourner  l'arbre  de  rotation,  le  mouve- 
ment alternatif  du  piston  eu  résulte.  Dans  ce  cas,  les  points 
morts  de  !a  manivelle  sont  sans  inconvénient. 

Celle  transmission  fournit  donc  un  moyen  de  transformer 
un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  | 
alternatif. 

273.  h' excentrique  à  collier  (fîg.  206)  est  une  transformation 
du  môme  genre,  dont  la  théorie  géométrique  se  ramène  à  celle 
de  la  bielle  et  de  la  manivelle.  Sur  un  arbre  0  est  calé  un 
cercle  dont  le  centre  C  est  situé  en  dehors  de  l'axe  0, 


la  circonférence  enveloppe  l'arbre  entièrement;  c'est  celle 
circonférence  massive  D  qu'on  appelle  excentrique .  Au  pour- 
tour du  cercle  est  placé  un  collier  ou  bague  AA,  qui  «m  lowe 
tout  l'excentrique  et  à  l'intérieur  duquel  celle  pièce  pettl  gliv 
ser  à  frollement  doux.  Le  collier  est  attaché  à  des  barn* 
droites  A'B,  entre  loisées  l'une  s  l'autre  el  qui  se  rén 
en  un  même  point,  mobile  sur  une  droite  OY  (ou  sur  un  arc 
de  cercle  de  faible  longueur,  qu'on  peut  confondre  sans  erreur 
avec  une  droite),  dont  le  prolongement  passe  par  le  point  0, 
centre  de  rotation  du  l'arbre. 
Joignons  le  point  0  au  point  G  cl  le  point  C  au  peint  ïiCtt 


A  COLLIER.  429 

longueurs  restent  constantes  dans  le  mouvement,  car  la 
droite  OC  appartient  au  système  invariable  de  l'arbre  et  CY 
est  la  distance  constante  du  point  Y,  qui  tait  partie  du  système 
des  barres  d'excentrique,  au  point  C,  centre  du  cercle  formé 
par  le  collier  AA.  Tout  se  passe  donc  comme  si  une  manivelle 
OC,  égale  à  l'excentricité,  menait  la  bielle  CY;  le  mouvement 
circulaire  continu  de  l'excentrique  imprime  donc  au  point  Y 
le  long  de  sa  trajectoire  un  mouvement  alternatif  dont  l'am- 
plitude est  égale  à  2 OC. 

Celte  transformation  de  mouvement  n'est  généralement 
pas  réciproque,  parce  que  la  poussée  qu'on  exercerait  dans 
le  sens  YB  produirait  une  augmentation  de  frottement  de 

• 

la  bague  contre  l'excentrique  et  ne  pourrait  faire  tourner 
cette  pièce.  L'excentrique  a,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  l'inconvénient  daccroitre  beaucoup  le  travail  du  frot- 
tement développé  par  l'emploi  d'une  bielle  et  d'une  mani- 
velle; malgré  cette  infériorité,  l'excentrique  est  très  employé 
dans  les  machines,  parce  que  le  calage  de  cette  pièce  sur 
l'arbre  tournant  évite  les  coudes  qu'il  serait  nécessaire  d'y  mé- 
nager pour  le  passage  des  bielles.  On  peut  regarder  l'excen- 
trique comme  un  système  particulier  de  manivelle  dans  lequel 
le  bouton,  sans  changer  de  centre,  aurait  augmenté  de  dia- 
mètre jusqu'à  envelopper  l'arbre  tournant  lui-jnême. 
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274.  Nous  avons  déjà  donné  (§  139)  la  théorie  géométrique 
de  ce  mécanisme.  Il  nous  reste  à  chercher  les  conditions  pour 
que  le  mouvement  puisse  être  indéfiniment  prolongé  dans  le 
même  sens  autour  de  chaque  arbre  tournant. 

Nous  allons  déterminer  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  les  deux  manivelles  Afr,  Ba  (fig.  155)  puissent 
faire  chacune  un  tour  entier  autour  des  centres  A  et  B.  Pour 
cela,  commençons  par  chercher  s'il  y  a  des  limites  à  l'excur- 
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si  on  des  points  b  et  a  sur  les  circonférences  que  ces  points 
décrivent  dans  leurs  mouvements  simultanés. 
Du  point  B  comme  centre  (fig.  297),  avec  un  rayon  égal  m 

valeur  absolue  à  la  différence  *b — Bs, 
décrivons  un  arc  de  cercle;  ai  cet  arc  rea- 
contre  la  circonférence  lieu  du  point  k 
en  deux  pointa  V  et  Vif  le  bouton  i  de 
la  manivelle  Âb  ne  pourra  pas  pénétrer 
dans  l'arc  V¥%  compris  entre  oea  dess 
points  ;  car,  pour  tout  point  m  de  cet 
arc,  on  aurait  Bm<B*\  c'est-à-dire  qae 
dans  le  triangle  Baw,  formé  par  le  cen- 
tre B,  l'extrémité  m  de  la  bielle  et  le 
point  mobile  a,  le  côté  Bm  serait  moindre 
que  la  différence  ab  —  Be  des  deux 
autres  côtés,  ce  qui  est  impossible. 
Du  point  B  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  ab  -+-  Bo,  dé- 
crivons un  second  arc  de  cercle;  si  cet  arc  coupe  le  cercle  dé- 
crit par  le  point  b  en  deux  points  fc%  V0  ces  points  représen- 
teront de  même  les  limites  de  l'excursion  possible  du  point  6. 
Autrement  on  obtiendrait  un  triangleBan  dans  lequel  lecôtélta, 
plus  grand  que  B&",  serait  plus  grand  que  la  somme,  ab-t-Ba, 
des  deux  autres  côtés. 

S'il  en  est  ainsi,  le  point  b  est  assujetti  à  parcourir  soit  Tare 
Vb\  soit  l'arc  b\b"„  et  à  osciller  entre  les  deux  extrémités  de 
l'un  de  ces  arcs.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  transmission  du 
balancier  à  l'arbre  tournant  d'une  machine  à  vapeur. 

On  saura  de  même  si  l'excursion  du  point  a  est  limitée  sur  la 
circonférence  Ba,  en  traçant  du  point  A  comme  centre,  d'abord 
avec  un  rayon  égal  à  la  somme  ab  +  A6,  puis  avec  un  rayon 
égal  en  valeur  absolue  à  la  différence  ab—  Ab,  des  arcs  do 
cercle  qui  pourront  couper  en  deux  points,  ou  toucher  en  un 
seul  point,  ou  enfin  ne  pas  rencontrer  du  tout,  la  circonfé- 
rence décrite  par  l'extrémité  a  de  la  manivelle  Ba. 

Pour  que  le  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  A  du 
plus  grand  cercle  ne  soit  arrêté  nulle  part,  il  faut  et  il  suffit 


ET  MANIVELLES  LÉGALES.  .  431 

que  quand  le  point  b  passe  au  point  E  de  la  ligne  des  centres, 
la  bielle  soit  au  plus  égale  à  ED,  et  que  quand  le  point  b  passe 
au  point  F,  à  l'autre  extrémité  du  diamètre,  la  bielle  soit  au 
moins  égale  à  GF.  Car  GF  est  la  plus  courte  droite  qu'on'puisse 
mener  du  point  F  à  la  circonférence  B,  de  même  que  ED  est  la 
plus  longue  droite  qu'on  puisse  mener  à  cette  circonférence 
à  partir  du  point  E.  Appelons  a  la  distance  AB  des  centres,  R 
le  rayon  Afr,  r  le  rayon  Ba,  et  enfin  /  la  longueur  de  la  bielle; 
supposons  R>  r,  ou  au  moins  R=r,  et  admettons  d'abord 
que  le  centre  du  petit  cercle  soit  extérieur  au  grand.  Il  faudra 
qu'on  ait  à  la  fois,  pour  assurer  la  continuité  de  la  rotation, 

/=ou<(a  +  r— II) 

et 

/=ou>(a+R— r). 

Ces  conditions  sont  incompatibles  avec  la  condition  R>r; 
mais  on  y  satisfait  en  supposant  R=r  et  /=  a 

Il  peut  en  être  autrement  lorsque  le 
petit  cercle  est  intérieur  au  grand 
(fig.  298).  En  effet,  au  moment  où  le 
point  b  passe  au  point  E,  la  longueur  / 
de  la  bielle  doit  être  comprise  entre  ED 
et  EG,  puisqu'elle  aboutit  en  un  point 
de  la  circonférence  GD;  et  quand  le 
point  b  passe  en  F,  elle  doit  être  comprise 
entre  FG  et  FD;  c'est-à-dire  que  la  lon- 
gueur /  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  quatre  inégalités 


Fig.  298. 


et 


R— a— r<*<R—  a+r 


R  +  a—  r</<R+«  +  r. 


Pour  que  ces  conditions  soit  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que 
r>a\  car  alors  la  seconde  limite  inférieure,  R  -+■  a  —  r,  est 
au-dessous  de  la  première  limite  supérieure,  R  —  a  4-  r,  et  on 
peut  trouver  entre  ces  deux  limites  des  valeurs  de  /  satisfai- 
sant à  la  fois  aux  quatre  inégalités. 
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En  définitive,  il  y  a  deux  cas  seulement  dans,  lesquels  h 
mouvement  des  deux  arbres  tournants  peut  être  indéfininuBt 
prolongé  dans  le  même  sens  : 

2*  R>r>a,  et  a<  R  — r;  cette  dernière  cooditiea 
montre  que  le  pelit  cercle  est  à  l'intérieur  du  grand;  l'inéga- 
lité r  >  a  indique  de  plus  que  le  centre  du  grand  cercle  est  à 
l'intérieur  du  petit.  Alors  la  longueur  I  de  la  bielle  doit  être 
comprise  entre  les  deux  limites  R  H-  (r  —  a)  et  R  —  (r— a): 

Si  R=r,  et  l=a>  et  qvf  on  fesse  tourner  les  deux  mani- 
velles dans  le  même  sens,  la  droite  àb  (fig.  135)  reste  con- 
stamment parallèle  &  la  ligne  AB  des  centres,  et  par  suite  la 
point  e  est  infiniment  éloigné.  La  formule  du  rapport  des 
vitesses  donne  alors 
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égalité  qu'il  est  facile  d'établir  directement.  On  a  ainsi  la  trans- 
mission par  bielle  d'accouplement,  que  Ton  emploie  pour  re- 
lier l'une  à  l'autre  les  roues  motrices  d'une  locomotive. 

On  pourrait  aussi  avec  celte  liaison  faire  tourner  Tune  des 
roues  en  sens  contraire  de  l'autre;  mais  le  rapport  des  vitesses 
serait  alors  variable. 
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275.  On  appelle  balancier,  dans  les  machines  à  vapeur  à 
cylindre  vertical,  une  pièce  AD  (fig.  299),  oscillante,  ou  ani-' 
mée  d'un  mouvement  circulaire  alternatif;  ce  mouvement  lui 
est  communiqué  à  une  extrémité  par  le  piston  de  la  ma- 
chine, et  elle  le  transmet  par  l'autre  extrémité  à  un  arbre 
tournant,  auquel  on  doit  communiquer  un  mouvement  circu- 
laire continu.  ■ 

Les  transmissions  du  balancier  comprennent  donc  une 
transformation  du  mouvement  rectiligne  alternatif  en  circu- 
laire alternatif,  et  une  transformation  du  mouvement  circu- 
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Fig.  »9. 

C,  ee,  axe  de  rotation  du  balJncier.  B,  66,  et  A,  aa, 
axes  auxquels  s'articulent  les  licites  et  les  tiges 
mises  en  mouvement  par  le  balancier. 
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lairc  alternatif  en  circulaire  continu.  Elles  s'opèrent  toutes 
deux  au  moyen  d'un  lien  rigide. 

La  première  est  réalisée  par  l'appareil  appelé  parallélo- 
gramme articulé;  la  se- 
conde, au  moyen  de  la 
bielle  et  de  la  mani- 
velle: Occupons  -  nous 
d'abord  de  ce  second 
dispositif. 

276.  Soit  0(fig.  300) 
la  projection  de  l'arbre 
tournant,  OP  la  mani- 
velle qui  le  met  en 
mouvement,  C  l'axe  du 
balancier;  À,  l'articula- 
tion de  la  bielle,  AP,  qui  réunit  le  balancier  au  bouton  P  de  la 
manivelle. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  OA',  égal  à  la 
somme  OP  -h  PA,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
en  A'  Tare  de  cercle  décrit  par  le 
point  A  autour  du  point  C.  Le  point  A' 
sera  une  des  limites  de  l'excursion  du 
balancier.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  un  rayon  OA",  égal  à  la  diffé- 
rence PA  —  OP ,  coupons  l'arc  A' A* 
par  un  second  arc  de  cercle  ;  nous 
déterminerons  ainsi  le  point  A*,  se- 
conde limite  de  l'excursion  du  balan- 
cier ;  de  sorte  que,  pendant  que  la 
manivelle  tourne  indéfiniment  autour 
du  point  0,  le  balancier  CA  oscille  en- 
tre les  positions  extrêmes  CA'  et  CA*. 

A  un  instant  quelconque,  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires des  droites  CA,  OP  autour  des  points  fixes,  Cet  0,  est 
égal  au  rapport  des  segments  01,  CI,  interceptés  par  la  bielle 
sur  la  ligne  des  centres  ;  ce  rapport  change  de  signe  en  pas* 


Fig.  300. 
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sant  par  zéro,  à  chaque  fois  que  les  trois  points  A,  R,  0,  se 
trouvent  situés  sur  une  même  droite  (g  139). 

PARALLÉLOGRAMME  DE  WATT. 


Fig.  301. 


277.  Soient  OA,  O'A'  (fig.  301)  deux  droites  égales,  mobiles 

dans  le  plan  de  la  figure,  la  pre- 
mière autour  du  point  0,  la 
seconde  autour  du  point  (Y  ;  ces 
deux  droites  sont  parallèles  dans 
leur  position  moyenne  ;  la  pre- 
mière peut  s'en  écarter,  dans 
un  sens  et  dans  l'autre,  duo 
angle  BOA=COA ,  et  elle  est 
animée  d'un  mouvement  circu- 
laire alternatif  qui  la  fait  pas- 
ser de  la  position  extrême  OB 
à  l'autre  position  extrême  OC. 

Le  point  A  de  la  droite  OA  est  lié  au  point  A'  de  la  droite 
O'A',  par  une  droite  A  A'  de  longueur  constante  ;  le  mouvement 
de  la  droite  OA  définit  donc  complètement  le  mouvement  de  la 
droite  O'A'.  On  trouvera,  par  exemple,  les  positions  extrêmes 
O'B'et  O'C  de  la  droite  O'A',  en  cherchant  les  intersections  R' 
et  C  de  l'arc  de  cercle  C'A'B',  décrit  par  le  point  A'  autour  du 
centre  0',  et  des  arcs  décrits  des  points  B  et  C  comme  centres, 
avec  un  rayon  égal  à  AA'. 

Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  milieu  de  la  droite  de 
jonction  des  points  mobiles  A  et  A'  est  une  courbe  1'  I*  quia 
un  centre  à  l'intersection  de  la  droite  AA'  et  de  la  droite  00\ 
et  qui  diffère  très  peu  d'une  ligne  droite  si  les  proportions  iV 
la  figure  sont  convenablement  choisies.  On  appelle  ce  lieu  b 
courbe  à  longue  inflexion. 

La  courbe  passant  par  son  centre  a  en  effet  une  inflexion  au 
point  I.  De  plus,  on  peut  prévoir  qu'elle  a  une  courbure  très 
peu  prononcée  ;  car  les  lignes  décrites  par  les  extrémités  de 
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la  droite  finie  AÂ'  élant  des  arcs  de  cercles  égaux,  mais  orieii 
tés  en  sens  contraire  l'un  de  l'autre,  la  courbe  décrite  par  le 
point  milieu  de  la  droite  AA'  a  pour  ainsi  dire  une  courbure 
moyenne  entre  ces  deux  courbures  égales  et  opposées  ;  sa 
courbure  est  donc  voisine  de  zéro,  et  elle  est  tout  à  fait  nulle 
au  point  où  elle  coupe  la  droite  00'.  En  résumé,  le  mouvement 
du  milieu  de  la  droite  AA'  est  à  peu  prés  rectiligne. 

Watt  s'est  servi  de  cette  propriété  pour  établir  la  liaison 
entre  la  tête  du  piston  de  la  machine  à  vapeur  et  le  balancier 
et  éviter  les  poussées  latérales 
qu'entraîne  la  connexion  directe 
de  ces  deux  pièces. 

H  a  remarqué  que  si  Ton  pro- 
longe OA  (fig.  302,  303  et  304) 
d'une  quantité  AD  égale  à  OA,  et 
que  Ton  complète  le  parallélo- 
gramme ADKA' ,  le  point  K  se  trouve  en  ligne  droite  avec 
les  points  0  et  I  dans  toutes  les  positions  du  parallélo- 
gramme, et  à  une  distance  OK  du  point  0 ,  double  de  la  dis- 
tance 01. 


\ 


Fig.  302. 


Fig.  303. 


Fig.  304. 


La  ligne  décrite  par  le  sommet  K  de  ce  parallélogramme  est 
donc  homothétique  à  la  ligne  décrite  par  le  point  1  ;  si  celle-ci 
se  confond  sensiblement  avec  une  droite,  l'autre  se  confon- 
dra de  même  avec  une  droite  parallèle  à  la  première.  Watt 
a  pris  le  point  K,  sommet  du  parallélogramme  articulé, 
pour  y  attacher  la  tête  du  piston  P  ;  dans  la  position  moyenne, 
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le  point  0\  centre  du  contre-balancier  0*1',  qui  assure  le  mou* 
veinent  du  point  A',  coïncide  en  projection  avec  le  sommet  K, 
point  d  attache  de  la  tige  du  piston.  Le  point  I,  situé  au  milieu 
de  la  bride  AÀ'  et  animé  comme  le  point  K  d'un  mouvement 
alternatif  sensiblement  rectiligne,  mais  de  course  deux  fois 
moindre,  sert  à  attacher  la  tige  de  Tune  des  pompes  de  la  ma- 
chine. 


ÉQUATION  DE  LA  COUEBE  À  LONGUE  INFLEXION. 


278.  Soit  0AA'<y  le  système  articulé  dans  sa  posHioa 
moyenne,  c'est-à-dire  dans  la  position  où  les  deux  balan- 
ciers OA ,  CKA'  sont  parallèles, 
et  où  le  point  milieu  du  lien 
AA'  occupe  le  centre  du  lieu 
géométrique  qu'il  décrit. 

Nous  prendrons  pour  axes 
coordonnés  les  droites  IX,  Iï, 
la  première  parallèle,  la  se- 
conde perpendiculaire  aux  di- 
rections OA,  O'A'. 
Soient  m,  n  les  coordonnées  du  point  0  ;  —  m,  —  n  seront 
les  coordonnées  du  point  0'. 
SoitOA  =  a,  etAA'  =  2&. 

Amenons  la  figure  articulée  dans  une  position  quelconque, 
Qa  a'O7.  Appelons  x^yl9  les  coordonnées  du  point  a;  x„yv  les 
coordonnées  du  point  a'  ;  les  coordonnées  g,  y  du  milieu  de 
la  droite  AA'  seront 


Fig.  305. 
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Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les  angles  d'écart, 
e  =  aOA,  ô'=a'0'A',  des  balanciers  par  rapport  à  leurs  posi- 
tions moyennes. 
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Il  viendra 

P) 

xl=zm — acosO, 

W 

yt  =  n  4-  a  sin  0, 

(5) 

j,=  -.»l  +  fl  cos  &', 

m 

yt=  —  n+asinP. 

On  a  d'ailleurs 

Entre  ces  sept  équations,  éliminons  les  variables  xiy  yt,  x„ 
y19  0  et  6'  ;  l'équation  finale,  qui  ne  contiendra  plus  que  x,  y 
et  des  constantes,  sera  l'équation  du  lieu. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  (5)  et  (5),  puis 
les  équations  (4)  et  (6)  ;  il  viendra,  en  remplaçant  xl  +  xt  et 
fft+ Jf»  par  leurs  valeurs  prises  dans  les  équations  (1)  et  (2) , 

a  (cos  6'  —  cos0)  =2ar, 
a  (sin  6*  4- sin  0)  =  2y. 

On  en  déduit 

2* 
cos  0*  = hcos  0. 

sin0/=  -*  —  sin0. 

a  ♦ 

Élevant  au  carré  ces  équations  et  ajoutant,  il  vient 

ix*      4f/s      4 
\  =  -r+    «r  +  -(«COS0—  ysin0)  +  l, 
a*       a*       a*  9         ' 

ce  qui  se  réduit  à 

(8)  ysin0  — *cos0  =  - (xf-+*^*). 


Des  équations  (3)  (4)  (5)  et  (6)  on  tire  successivement: 

x% — x,= — m -h  rtcosô  '— m  +  acos  $=a  (cos  0' -f- cos  0) — 2m 
=  «  ( h  2cos0  J  —  2m  =  2  I  *  —  m  +  acos0  I 

yà—yt= — n-ha$\n$' — n  —  asin0  =  a  (sin0' — sin0) — 2n 
=  «^  — 2sinô)— 2n=2ri/— w— «sinol. 


/ 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (7)  ;  nous  obtenons 
l'équation  suivante,  en  dmaanipar  4: 


Remplaçant  xcost— ysmOpar  aa  valeur  tirée  de  l'éasaun 

(8),  il  vient  l'équation 


en  représentant  par  P,  pour  abréger,  la  fbnciiott  entière  de  se- 
cond degré  qui  figure  dans  le  second  membre. 

Nous  résoudrons  les  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  à  ni 
et  cos  a  ;  puis,  élevant  au  carré  et  ajoutant,  l'angle  e  sen 
éliminé  : 


18)  «a»l  —  y»ln9  =  —  ^**  +  f>1, 


9s8— «ïin9  =  P, 


Donc  l'équation  finale  est 

P  étant  uu  polynôme  du  second  degré  en  x  et  y,  Pjf  et  Pc  sont 
du  troisième,  et  le  polynôme  que  l'on  obtient  en  développant 
les  carrés  est  du  sixième.  La  courbe  est  du  sixième  degré. 
Elle  passe  à  l'origine,  puisque  *  =  0,  y~  0  satisfont  â 
l'équation.  On  sait  d'ailleurs  que  ce  point  est  un  centre  pour 
la  courbe. 
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La  courbe  lieu  des  points  i  à  la  forme  d'un  8  allongé  ;  le 
point  double  est  au  point  I;  Tune  des  branches 
touche  en  ce  point  Taxe  IY,  et  a  une  inflexion. 
La  même  branche  a  deux  autres  points  d'inflexion, 
symétriques  par  rapport  au  centre  I,  et  peu  éloignés  i 
de  ce  point.  De  là  une  certaine  étendue  sur  laquelle 
la  courbure  est  très  peu  prononcée,  et  que  Watt  a  pu 
sans  grande  erreur  confondre  avec  une  ligne  droite. 
L'axe  IY  rencontre  la  courbe  en  six  points,  savoir, 
mt,  ms,  le  point  I  de  la  branche  pq>  et  le  point  d'in- 
flexion I  de  l'autre  branche,  qui  compte  pour  trois, 
puisque  la  droite  IY  a  avec  cette  branche  un  conlacl 

»  j        i  Fig.  306. 

du  second  ordre. 


TRACÉ  GÉOMÉTRIQUE  DU   PARALLÉLOGRAMME  DE   WATT. 

279.  Soit 0 (fig.  307)  l'axe  de  rotation  du  balancier;  OD,OF, 
ses  positions  extrêmes,  qui  font  des  angles  égaux  avec  la 
droite  OE,  sa  position  moyenne. 

Menons  la  corde  DF,  puis  par  le  point  F,  milieu  de  la  flè- 
che ER,  menons  une  droite  PQ  parallèle  à  DF.  Ce  sera  cette 
droite  que  nous  ferons  décrire  à  la  tète  du  piston. 

Des  points  A,  E  et  F  menons  h  la  droite  PQ  trois  droites  DG, 
EK,  FM,  égales  entre  elles  et  égales  au  petit  côté  du  parallé- 
logramme articulé.  Ces  trois  droites  feront  des  angles  égaux 
avec  PQ. 

Soient  A,  B,  C,  les  milieux  du  balancier  dans  ces  trois  posi- 
tions. Achevons  les  parallélogrammes  ADG1I,  BEKL,  CFMN. 

Il  suflira  de  chercher  le  centre  de  la  circonférence  qui  passe 
par  les  trois  points  H,  L,  N;  en  assujettissant  le  sommet  H  du 
parallélogramme  articulé  à  se  mouvoir  sur  cette  circonférence, 
on  forcera  le  sommet  G  à  se  trouver  sur  la  droite  PQ  aux 
points  G,  K  et  M,  et  par  suite  il  s'écartera  peu  de  cette  droite 
dans  les  points  intermédiaires  de  sa  course. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  la  circonférence  pas- 


Huuuikoflum 

mt  par  In  points  H.  L  et  M,  est  n  paânt  1.  Joignons  «  Al 
DL,  EH  et  BA.  U  draite  PQ  étant  perpendiculaire  an  nûon 
de  ER,  «o  »  Il=KE=GD=Al.  la*  droites  KR,  AH  an* 
d'ailleurs  paraDèles;  donc  la  figera  KBAH  est  an  paraUfcW- 
i  leenet  KH=RA.  Hua  le  point  A  èfant  lens- 
lien  de  Ibypoténese  « 
du  triangle  reefangteDIO, 
on  a  AH=AD,  et  par  cm- 
séquentKH=AD=Gfi=: 
KL.  On  prouverait  denane 
queIK=KL.      ^  - 

Le  point  K  eaTdanc  a 
égale  distance  de*  lia» 
points  H,  L  et  N. 

La  corde  Df  représenta 
la  course  du  piston.  Walt 
déterminait  la  longueur OD 
par  la  condition  que  la  dis- 
lance 01  lut  triple  àe  la 
demi-course  DR.  Appe- 
lons /  la  longueur  OD,  «  l'angle  d'écart  DOE,  et  p  la  course  DF; 
nous  aurons  entre  ces  iruis  quantités  les  équations 


;/[l+«w*)=ïp 


et 


p=i/sin«. 
On  déterminera  donc  a  par  l'équalion 

ou  bien 


—fi1 


Donc 
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«  =  18*  tâ. 
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Avec  cet  angle  d'écart,  les  quantités  OD,  DF  et  RI  sont  entre 
elles  comme  les  nombres  entiers 

37,    24,    4. 

Enfin  Watt  donnait  à  la  bride  DG  une  longueur  comprise 

entre  p  et  =  p.  • 

La  déviation  est  très  petite.  De  Prony,  opérant  sur  des  lon- 
gueurs /  =  2m,515  et  DG  =  0ra,762,  Ta  trouvée  seulement  de 
2  millimétrés;  M.  Tchébichef  a  indiqué,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Pétersbourg  (1854  et  1861),  certaines  mo- 
difications de  tracé,  qui  permettraient  de  la  réduire  encore 
beaucoup.  Mais  cette  amélioration  n'a  pas  pénétré  dans  la 
pratique. 


PARALLÉLOGRAMME  POUR  BATEAUX. 

280.  Dans  les  bateaux  à  vapeur  à  palettes,  on  évite  or- 
dinairement de  pla- 
cer le  balancier  au- 
dessus  des  cylindres, 
parce  que  cette  pièce 
a  un  poids  très  lourd, 
qui  compromettrait  la 
stabilité  du  bâtiment. 

La  tige  du  pislon 
(flg.  308)  fait  mouvoir 
une  potence  aux  extré- 
mités de  laquelle  sont 
attachées  deux  bielles 
descendantes  AB  (la 
seconde  est  cachée  der- 
rière la  première). 

Le  point  A  est  donc  animé  d'un  mouvement  rectiligne  altcr- 


Fig.  308. 


renient  circti- 


44*  PAflALLÉLOGRAUSIE 

natif  suivant  la  verticale,  et  le  point  B,  d'un  mouvement  c 
llire  alternatif  autour  du  centre  C.  Une  lige  rigide  DE,  articu- 
lés en  D  avec  le  balancier  CB,  et  en  E  avec  le  contre-balancier 
Et,  porte,  en  un  point  G  de  son  prolongement,  une  bride  m 
qui  la  rattin  lu  invariablement  à  la  tête  du  piston  ;  on  dispose 
des  proportions  de  la  0gurc  de  manière  que  le  point  G  décrive 
&  très  peu  près  une  droite  verticale.  La  bride  GA,  toujours 
égale  et  parallèle  à  DB,  maintient  donc  la  lige  du  piston  sur 
la  verticale,  malgré  les  actions  exercées  obliquement  parla 
bielle  ÀB,  lorsque  la  ligure  n'est  pas  dans  sa  position  moyenne. 

ÀWAMUL  ÀBTiaTLÊ  POCS  0 
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281 .  Deux  droites  égales,  ÔA.OB,  sont  assujetties  a  «oarasr  ' 
autour  d'un  centre  fixe  0.  Un  losange  articulé,  ACBD,  a  deux 
sommets  opposés,  À  et  B, 
situés  aux  extrémités  des 
droites  OA,  OB.  H  résulte  de 
celtedispositionquelesdeta 
autres  sommets,  G  et  D,  sont 
toujours  sur  une  même  droile 
passant  par  le  point  0,  et 
perpendiculaire  au  milieu 
de  la  diagonale  AB.  Je  dis  de 
plus  que  le  produit  OC  xOD 
ri,,  m  w!  constant. 

En  effet,  du  point  B, 
comme  centre,  et  avec  un  rayon  BC,  décrivons  un  cercle  qui 
passera  par  le  point  D  ;  du  point  0,  menons  è  ce  cercle  une 
tangente  OE.  Nous  aurons 

OCxOD=«ï*=Ô8l— BE'sÔB1— BC", 
quantité  constante,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la  fi- 
gure. 
Si  donc  on  fait  suivre  au  point  C  une  ligne  quelconque  LL', 
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un  crayon  placé  au  sommet  D  tracera  la  ligne  MM',  transfor- 
mée de  LL'  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Le  produit 
constant  des  rayons  vecteurs  conjugués  sera  la  différence  des 
carrés  des  longueurs  OB,  OC. 

M.  Peaucellier  a  fait  observer  que  Ton  pouvait,  en  assujet- 
tissant le  sommet  C  à  se  mouvoir  le  long  d'une  circonfé- 
rence passant  par  le  point  0,  faire  décrire  une  droite  au 
sommet  D.  Il  suffit  pour  cela  de  relier  le  point  G  à  un  centre 
fixe,  I,  par  une  bride  invariable  IC,  dont  la  longueur  soit  égale 
à  la  distance  01  des  deux  centres  fixes  ;  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  du  cercle  décrit  par  le  point  C  sera 
la  droite  DF,  perpendiculaire  à  la  direction  OL  (g  112). 

Cette  remarque  renferme  la  solution  rigoureuse  du  pro- 
blème que  Watt  a  approximativement  résolu  par  son  parallélo- 
gramme articulé.  Il  suffit,  en  effet,  de  soutenir  la  tige  du  piston, 
mobile  le  long  de  la  droite  DF,  par  le  système  01CBDA,  pour 
que  la  transmission  du  mouvement  au  balancier ,  au  moyen 
d'une  bielle  faisant  suite  à  la  tige  FD,  n'entraîne  aucune  dévia- 
tion latérale  de  cette  tige. 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  cir- 
conférence étant  une  autre  circonférence ,  on  peut  se  servir 
du  même  dispositif  pour  tracer  un  cercle  de  rayon  très  grand, 
en  faisant  suivre  au  point  C  un  cercle  de  rayon  plus  petit.  Le 
tracé  des  cartes  stéréographiqucs,  par  exemple,  pourrait  être 
notablement  simplifié  au  moyen  du  parallélogramme  articulé 
de  H.  Peaucellier. 

MOUVEMENT  DU  TIROIR   POUR   UNE  DISTRIBUTION    SIMPLE. 

282.  Le  tiroir  d'une  machine  à  vapeur  est  conduit  par  un 
excentrique  à  collier,  qui  équivaut  à  une  manivelle  dont  la 
longueur  serait  égale  à  l'excentricité  (g  272).    Nous  allons* 
exposer  la  théorie  générale  du  mouvement  du  tiroir,  d'après 
M,  Zeuner,  de  Zurich1. 

*  Traité  des  distributions  par  tiroirs ,  traduction  de  MM.  Debize  et  Mérijot, 
4869,  Dunod. 


Soit  B  le  point  milieu  du  tiroir;  OB,  la  direction  de  la  glace 
du  tirQir,  c'est-à-dire  du  plan  sur  lequel  il  glisse  dans  un  sens 
et  dans  l'autre,  en  découvrant  alternativement  les  lumières 
d'admission.  Ce  plan  prolongé  passe  par  laïc  0  de  l'arbre 
tournant.  La  direction  suivie  par  le  piston  de  lu  machine  passe 
aussi  par  le  point  0;  nous  la  représenterons  par  la  droite  OZ. 


Soit  OR  la  manivelle  motrice,  et  OD  la  manivelle  équiva- 
lente à  l'excentrique;  l'angle  ROD  des  deux  manivelles  esl 
constant. 

La  manivelle  OD  mène  la  bielle  DB,  qui  conduit  le  tiroir  11,8. 

SoitOD=r,  DB,  =  /,  B,B  =  /t,  quantités  constantes. 

Pour  définir  la  position  du  piston  et  celle  du  tiroir,  nous 
donnerons  l'angle  m-  :li„0R  de  la  manivelle  motrice  avec  la 
direction  ZO  prolongée  ;  si  OD,  est  la  position  de  l'excentrique 
quand  la  manivelle  motrice  passe  au  point  mort  Rt,  l'an- 
gle D0OD  sera  égal  au.  La  direction  0D0  fait  un  angle  YOD,=î, 
avec  la  perpendiculaire  OY  élevée  sur  la  glace  du  tiroir,  et 
c'est  cet  angle  que  nous  appellerons  angle  d'avance  du  tiroir, 
ou  avance  angulaire. 

Cherchons  la  distance  OB.  Pour  cela  projetons  le  point  D  en 
E  sur  la  droite  OB;  nous  aurons 

0E  =  ODcosD0E=r«nïOD=rsiD(«+», 
ED=rcos[«+Jl, 

EU,  =  */DÔ,*~DV=i/t>— r»ios«(<-  +  fl  =  V*  —  (l)*  ew«l«+ft 
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Développons  en  série  le  radical  par  la  formule  du  binôme,  et 
arrêtons-nous  au  second  terme  : 


r* 
Dans  cette  formule,  on  néglige  les  puissances  de^-.Nous 

nous  contenterons  de  cette  approximation,  et  nous  aurons  par 
conséquent 

OB=  x=  OE  +  EBj+BjB 

=  rsiii(«-M)+/-Hi—  jjco*(*+t). 

Dans  cette  équation ,  donnons  successivement  à  <o  les  va- 
leurs 0  et  tc,  qui  correspondent  aux  deux  points  morts  de  la 
manivelle  motrice  :  il  viendra 

r* 
pour«  =  0,     x1=rsin$4-/  +  /| — s%cosfJ, 

r* 
pour«=7r,     Xj=— rsin5-f-/-f /|— ô]C08fJ. 

Cherchons  le  milieu,  X,  de  l'intervalle  des  deux  points  défi- 
nis sur  la  droite  OB  par  ces  valeurs  xt  et  xt.  Si  Ton  repré- 
sente par  rf  l'abscisse  de  ce  point,  qu'on  appelle  centre  d'oscil- 
lation du  tiroir,  on  aura 

Comptons  maintenant  les  abscisses  du  point  B  à  partir  du 
point  X,  et  soit  Ç  la  dislance  XB,  ou  V écart  du  tiroir;  il  vient 

Ç=s«— «'ssrsinlw+a)  — jj[cosf(w+fl^cos,^J 

rt 

= r  sin  («+  i)  +  g-j  sin  (2* + «)  sin  *» 

=r sin  i  cos  » + r  cos  $  sin  m + g?  sin  (M  +  m)  sin  «, 

expression  de  la  forme 

Ç=  A  cos  w+  B  sin»  +  F  ; 


dans  cette  équation,  A  et  B  sont  des  constantes;  F  est  une 
fonction  de  u>,  mais  cette  fonction  n'acquiert  jamais  de 
bien  grandes  valeurs,  parce  qu'elle  contient  en  facteur  la 

quantité  -y,  laquelle  est  toujours  très  petite.  C'est  un  terme 

correctif  qu'on  peut  supprimer  dans  la  plupart  des  appli- 
cations. 
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283.  laissant  de  côté  le  terme  correctir  F,  M.  Zeuner  a 
donné  une  interprétation  géométrique  de  la  formule 

£=  AcosB-j-Bsinu, 

qui  définit  l'i  ■■  :ai  i  du  liroir  à  partir  de  son  centre  d'oscillation, 
en  fonction  de  l'angle  u,  décrit  à  partir  du  point  mort  par  la 
manivelle  motrice.  Cette  équation, 
considérée  comme  une  relation  entre 
l'angle  polaire  a  et  le  rayon  vecteur  g, 
représente  une  circonférence  passant 
par  le  pôle. 
Soit  OP  l'aie  polaire,  0  le  pâle. 
Prenons  sur  OP  une  longueur 
OA=A,  et  sur  une  perpendiculaire 
àOP  une  longueur  OB  =  B.  Puis  tai- 
sons passer  une  circonférence  par  les  trois  poiuts  A,  0,  B.  Ce 
sera  la  circonrérence  cherchée. 

En  effet,  menons  par  le  point  0  une  droite  quelconque  OR, 
faisant  avec  OP  un  angle  ItOP  — ù.  Projetons  les  points  B  et 
A  en  6  et  a  sur  la  droite  OR.  Nous  aurons  Oa  =  A  cosw, 
06:—  B  sin  u.  Menons  le  diamètre  OC.  Les  quatre  points  0,  B, 
C,  A,  sont  les  sommets  d'un  rectangle  inscrit,  et  par  suite 
la  corde  AC  est  égale  et  parallèle  à  OB.  D'ailleurs  si  Ton  joint 
CR,  l'angle  CRO  est  droit;  ait  est  la  projection  sur  OR  de 
la  droite  CA,  égale  et  parallèle  a  OB.  Donc  aR=Oft,  et  par  con- 
séquent A  cos  u  -h  B  sin  u  =  OR.  Donc  enfin  OR=Ç. 


FJg.  311. 
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L'écart  du  tiroir  est  ainsi  représenté,  pour  un  angle  ù>  donné, 
par  la  longueur  OR  correspondante  à  cet  angle. 

Si  l'on  attribue  à  o>  des  valeurs  supérieures  à  l'angle  TOP,  qui 
correspond  à  la  tangente  au  cercle  au  point  0,  mais  inférieures 
au  même  angle  augmenté  de  z,  l'écart  Ç  devient  négatif,  et  con- 
sidéré comme  rayon  vecteur,  il  doit  être  porté  sur  le  prolonge- 
ment de  la  droite  qui  fait  avec  OP  l'angle  o>;  cette  construction 
reproduit  la  circonférence  OACB  déjà  décrite*  Comme  les  valeurs 
négatives  de  Ç  correspondent 
à  des  écarts  du  tiroir  diffé- 
rents de  ceux  qui  sont  repré- 
sentés par  les  valeurs  posi- 
tives, il  est  bon  de  distinguer 
sur  la  figure  les  deux  circon- 
férences qui  correspondent  à 
chacune  de  ces  valeurs;  on 
y  parvient  en  convenant  de 
prendre  toujours  positive- 
ment la  valeur  de  $  considérée 
comme  un  rayon  vecteur,  ce 
qui  conduit  à  adopter  (fig.  312)  la  circonférence  OACB  pour  les 
valeurs  qui  sont  naturellement  positives,  et  une  circonférence 
égale,  OA'C'B',  tangente  au  point  0  à  la  première,  pour  les 
valeurs  négatives  prises  positivement.  Ainsi,  pour  l'angle 
o)  =  R0A  décrit  par  la  manivelle  motrice,  l'écart  du  tiroir  sera 
positif  et  égal  à  OR;  pour  l'angle  R'OA,  il  sera  négatif  et  égal 
à  — OR'.  Les  limitesde  l'écart  dans  un  sens  et  dans  l'autre  sont 
H-  OC,  et  —  OC,  pour  des  angles  <o  égaux  à  COA  et  à  COA  -+-  rç. 
Le  diamèlre  OC  des  circonférences  est  égal  à  ^A1  +  B%  etl'an- 

gle  COA  a  pour  tangente  j. 

Dans  le  cas  de  la  distribution  simple  on  a 


Fig.  31Î. 


Donc 


À  =  r  sin  Jf 
B  =  rcosff. 


Le  diamètre  des  circonferenaa  qui  constituent  le  dbgrsnné 
est  égal  au  rayon  d'excentricité,  et  l'angle  COA  est  le  complé- 
ment de  l'avance  angulaire. 

Le  même  procédé  s'applique  au  tracé  d'an  diagrmmmtim 
viteuet  du  tiroir.  L'angle  «  croit  proport  ionnellianent  ai 
temps,  quand  on  suppose  constante  la  vitesse  angulaire  « 
l'arbre  tournant;  négligeant  le  terme  correctif  F,  on  »,  ai 
appelant  û  cette  vitesse  angulaire» 


g-[-i*.+lo—]a 


La  vitesse  linéaire  du  tiroir  est  donc  proportionnelle  è  k 
fonction  6  cos  a  —  À  sin  w,  laquelle  peut  se  représenter  par 
les  rayons  vecteurs  d'une  circonférence,  ou  mieux  d'une  dou- 
ble circonférence,  si  l'on  exclut  encore  les  valeurs  négatives 
du  rayon  vecteur.  Les  circonférences  des  espaces  pourront 
être  employées  pour  représenter  les  vitesses,  moyennant 
qu'on  choisisse  convenablement  l'échelle,  et  qu'on  fasse  tour- 
ner les  deux  cercles  d'un  angle  droit  dans  leur  plan  autour 
du  point  0. 

Enfin  on  obtiendrait  la  courbe  de»  accélérations  en  chan- 
geant encore  l'échelle  et  en  faisant  tourner  d'un  nouvel  angle 
droit  la  courbe  des  vitesses,  ce  qui  ramène  à  la  courbe  des 
espaces.  On  a  en  effet 


di 


—  [A  cm  »+  6  tin  „)  û*  -  —  û»(. 


Nous  verrons  plus  tard,  dans  l'étude  de  la  machinée  va- 
peur, l'utilité  de  ces  diverses  considérations. 

Si  l'on  conservait  le  terme  correctif,  F=ô;  m°  (2î-H«)  sin« 

dans  la  formule  qui  donne  $,  on  obtiendrait  une  courbe  diffé- 
rcnle  du  cercle  ;  mais  le  terme  F  est  toujours  très  petit  en 
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valeur  absolue,  et  s'annule  pour  quatre  positions  de  la  ma- 
nivelle motrice,  définies  par  les  quatre  équations 

w  =  0,        2oH-«  =  0, 

W=7T,  2£-j-tt=7T, 

c'est-à-dire  pour  les  angles  —  25,  0,  w  —  25  et  w. 

Le  maximum  de  sa  Aaleur  absolue  correspond  au  maxi- 
mum ou  au  minimum  de  sin  (23  +  o>)  sin  to  ;  égalant  à  zéro  la 
dérivée  de  ce  produit  par  rapport  à  <o,  il  vient 

cos  (2J-f-  w)  sin*»  -{-sin  (2$  -+-  w)cosw  =  sin  (2o-+-2w)  =  .0 

Le  maximum  cherché  correspond  aux  quatre  valeurs 

2*4-2*  =0,  2*+2W=2;r, 

2*-f  2«=  ir,         2*  -H  2w=3it, 

W  3 

ou  bien  ào>= — 8,  <»>  =  -i-  —  8,  <o=  z  —  8,  (0=^  TC  —  8, 

angles  qui  définissent  deux  directions  rectangulaires. 

Les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont  : 

rf 
F= — o/Sin*8  pour  une  des  directions, 

et  F=  h-q]  cos*8  pour  l'autre. 

On  pourra,  s'il  en  est  besoin,  corriger  à  laide  de  ces  valeurs 
les  cercles  du  diagramme. 


COULISSE  DE  8TEPBENSOTT. 


284.  La  coulisse  de  Stephenson  est  l'appareil  le  plus  généra- 
lement employé  sur  les  locomotives  pour  changer  le  sens  de 
la  marche,  et  pour  faire  varier  la  détente  de  la  vapeur. 

Deux  excentriques  circulaires  égaux,  A  et  À',  sont  calés  sur 
un  même  arbre  tournant  0  (Gg.  513).  Les  barres  AB,  A'B'  de 
ces  deux  excentriques  sont  articulées  aux  points  B  et  B'  avec 
une  coulisse  en  arc  de  cercle,  dans  laquelle  est  engagé  le  coulis- 

■<c.  coluoho*.  20 
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seau  C.  Un  point  particulier  de  la  coulisse,  le  point  B'par 
exemple,  est  en  outre  assujetti  à  rester  n  une  dislance  inva- 
riable, LB',  d'un  point  fixe  L.  Le  coulisseau  C  fait  corps  avec 


mie  pièce  CDE  suspendue  au  point  iixe  E  et  mobile  autour  di 
ce  point.  Elle  commande  par  son  extrémité  I)  une  t  i 
articulée  aux  points  D  et  N,  et  destinée  à  transmettre  au  tiroir 
un  mouvement  recliligne  alternatif.  On  peut  modiliei  l'ampli- 
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iude  de  ce  mouvement  en  relevant  plus  ou  moins  la  cou- 
lisse BB';  pour  cela,  on  n'a  qu'à  agir  sur  le  levier  FG,  appelé 
levier  de  changement  de  marche,  en  faisant  décrire  à  l'articula- 
tion H,  autour  du  centre  G,  une  portion  plus  ou  moins  grande 
de  l'arc  de  cercle  H1I'.  La  tringle  HK  transmet  ce  déplacement 
au  levier  coudé  K1L,  mobile  autour  de  V arbre  de  relevage  I. 
Une  double  bielle  de  relevage,  LB',  rattache  l'extrémité  L  de  ce 
levier  à  l'articulation  B'  de  la  coulisse.  Le  contre-poids  M,  qui 
équilibre  les  pièces  mobiles  dans  toutes  leurs  positions,  est 
destiné  à  faciliter  ces  manœuvres. 

La  théorie  de  la  coulisse  de  Stephcnson  a  été  faite  par 
M.  Phillips1. 

Réduisons  les  excentriques  aux  manivelles  équivalentes 
OA,  OA';  soient  (tig.  314)  AB, 

A'B',  les  bielles    qui    corn-  J$ç 

mandent  la  coulisse  BB';  soit  ^'''LVN  n 

P  un  point  de  la  coulisse  atla-     ^-.-=r-rr^!_I  F/k 

chfr  à  distance  invariable  du     c  "^^ — 4SJL_  *//*  ~ 

point  L,  lequel  reste  fixe  tant  \        y\t 

qu'on  n'altère  pas  la  position  \/' 

du  levier  de  changement  de 
marche.  Cherchons  le  centre  r,g*  ZiL 

instantané  de  rotation  du  système  solide  BB'. 

Soit  H  le  centre  cherché. 

Le  point  P,  dans  le  mouvement  instantané  de  la  coulisse, 
est  assujetti  à  rester  à  une  distance  invariable  du  point  L. 
Donc  la  droite  LP  est  normale  au  déplacement  du  point  P,  et 
par  suite  le  point  H  se  trouve  sur  la  droite  LP  prolongée.  Joi- 
gnons HB,  HB/.  La  coulisse  tournant  autour  du  point  H,  par 
hypothèse,  on  peut  regarder  la  transmission  comme  s'opérant 
du  centre  0  au  centre  H  par  une  bielle  AB,  et  par  deux  mani- 
velles inégales  OA,  BH,  ou  bien  par  <a  bielle  A'B'  et  par  deux 
manivelles  inégales  OA',  1IB\ 

Le  point  D,  point  de  concours  des  droites  OA,  HB,  est  le  cen- 

1  Annale*  de*  minet,  1851. 
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trc  instantané  de  la  bielle  ÀB,  et  le  point  D\  point  de  con- 
cours des  droites  OÀ',  HB\  est  le  centre  instantané  de  U 
bielle  A'B'. 

Joignons  HO,  et  prolongeons  les  droites  BA,  HO  jusqu'à  leur 
rencontre  en  C.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  simulta- 
nées autour  des  centres  H  et  0,  résultant  de  la  liaison  OABH, 

CO 
sera  égal  au  rapport  des  segments,  ^p-  De  même  si  l'on  pro- 
longe B'A'  jusqu'à  la  rencontre  de  HO  en  un  point  ff,  le  rap- 
port des  vitesses  angulaires  autour  des  mêmes  centres,  résul- 

CO 
tant  de  la  liaison  OÀ'B'U,  sera  égal  à  pp. 

Ces  deux  rapports  devant  être  égaux,  le  point  C  et  le  point 
C  coïncident.  Donc  le  point  H  est  situé  à  l'intersection  de  la 
droite  LP  avec  la  droite  CO,  qui  joint  le  point  0  au  point  de 
concours  C  des  directions  BA,  B'A'  des  bielles. 

285.  Pendant  le  relevage  de  la  coulisse,  l'arbre  tournant  0 
restant  immobile,  le  point  B  tourne  autour  de  l'articulation  A; 
la  droite  BA  est  donc  normale  à  la  trajectoire  du  point  B, 
de  même  la  droite  B'A'  est  normale  à  la  trajectoire  décrite 
par  le  point  B';  donc  enfin  l'intersection  C  de  ces  deux  droites 
est  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  coulisse  pendant 
l'opération  du  relevage. 

286.  Lorsque  lecoulisseau  est  très  près  du  point  B,  l'excen- 
trique A  commande  seul  la  marche  du  tiroir.  Si  on  le  fait  passer 
au  point  B',  en  relevant  la  coulisse,  c'est  l'excentrique  A'  qui 
commande  la  marche,  el  la  distribution  est  renversée  ;  la  ma- 
chine prend  alors  la  marche  rétrograde.  Si  enfin  le  coulisseau 
est  amené  au  milieu  I  de  la  coulisse,  on  dit  que  la  coulisseest 
au  point  mort;  le  tiroir  conserve  un  petit  mouvement  oscilla- 
toire, généralement  insuffisant  pour  démasquer  les  lumières 
d'admission,  et  la  distribution  de  la  vapeur  est  interrompue. 
La  course  du  tiroir  varie  quand  on  change  la  position  du  cou- 
lisseau, soit  entre  les  points  1  et  B,  soit  entre  les  points  I  et  B'; 
en  même  temps  la  longueur  de  la  détente  de  la  vapeur  dans 
le  cylindre  est  modifiée. 
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Le  mouvement  du  tiroir  est  encore  défini  approximative- 
ment par  une  équation  de  la  forme 

ç= A  cosw-f-  D  sin  «+  F, 

F  élanl  un  terme  de  correction  qui  reste  très  petit  lorsque 
le  rayon  d'excentricité  est  suffisamment  petit  par  rapport  à  la 
longueur  des  bielles.  Mais  cette  équation  suppose  que  la  cou- 
lisse BB'  est  un  arc  de  cercle  de  rayon  égal  à  la  longueur  ÂB 
des  bielles.  Quand  il  en  est  autrement,  le  centre  d'oscillation 
du  tiroir  n'est  pas  immobile  et  se  déplace  suivant  les  posi- 
tions du  coulisseau  sur  la  coulisse. 


JOIIST  UNIVERSEL. 

287.  La  transmission  connue  sous  le  nom  de  joint  univer- 
sel ou  de  joint  hollandais,  a  pour  objet  de  transformer  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  en  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  d'un  autre  axe  rencontrant  le  premier,  de  telle 
sorte  que,  lorsque  le  premier  arbre  fait  un  tour  entier,  le  se- 
cond fasse  aussi  un  tour  entier. 

Soit  AB  le  premier  axe,  et  EF  le  second;  les  deux  di- 
rections de  ces  axes  se  coupent  en  un  point  0. 

La  transmission  s'établit  en  ajoutant  aux  deux  arbres  des 
fourchettes  demi-circulaires  CBQ,  GFII  ;  la  figure  suppose  que 
l'une,  CBD,  est  tracée  dans  le  plan  du  papier,  tandis  que  l'au- 
tre, GFH,  est  tracée 
dans  un  plan  perpen-  ^ 

diculaire  au  plan  de  f 

la    première  ;    clle3 -  [ — J 

ont  chacune  la  forme  \" 

d'une  demi-circonfé-  ^  u 

rence  décrite  du  point  Fig.  515. 

0  comme  centre.  Aux 

points  C,  D,  G,  H,  les  fourchettes  sont  percées  pour  recevoir  les 

extrémités  des  branches  d'un  croisillon  solide  CGDII,  dont  le? 


deux  branches  CD,  HG  se  coupent  au  point  0  a  angle  droit  et 
en  parties  égales. 

Si  Ton  fait  tourner  la  fourchette  CDD  autour  de  l'axe  AB,  la 
branche  CD  du  croisillon  est  entraînée  dans  ce  mouTement  ; 
les  points  C  et  D  décrivent  une  circonférence  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  OA.  L'angle  COH  reste  toujours  droit, 
et  les  points  H  et  G  de  l'autre  branche  restent  à  des  distance* 
constantes  des  points  C  et  D,  tout  en  parcourant  une  circonfé- 
rence dont  le  plan  est  normal  à  l'axe  OE. 

Lorsque  l'extrémité  C  revient  à  son  point  de  départ,  lepre- 
mier  arbre  a  fait  un  tour  entier,  mais  l'extrémité  H  est  me- 
nue à  son  point  de  départ,  et  l'arbre  EF  a  aussi  fait  un  tour 
entier. 

288.  Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  do  croisillon 
pendant  la  durée  d'une  révolution  entière  accomplie  à  la  tôt 
par  les  deux  arbres. 


Considérons  (fîg.  316)  la  sphère  qui  a  le  point  0  pour  cen- 
tre et  la  distance  OC  pour  rayon.  L'extrémité  C  de  la  fourchette 
CBD  décrit  sur  celte  sphère  le  grand  cercle  CMD,  dont  le  plan 
est  normal  à  l'axe  AO  ;  l'extrémité  H  de  l'autre  fourchette. 
que  nous  pouvons  concevoir  comme  située  sur  la  même  sur- 
face sphérique,  décrit  sur  celle  surface  une  circonférence  de 
grand  cercle  PMI,  dont  le  plan  est  normal  à  l'axe  OE.  Par  hy- 
pothèse, la  distance  sphérique  des  deux  points  mobiles  est 
constante  et  égale  a  un  quadrant.  Si  donc  le  premier  point 
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s'avance  en  M  sur  la  première  circonférence,  on  trouvera  la 
position  correspondante  du  second  en  décrivant  du  point 
M  comme  centre,  avec  un  rayon  sphérique  MN  égal  à  un  qua- 
drant ,  un  arc  qui  coupera  le  cercle  PR  au  point  N  cher- 
ché. 

Soit  a  l'angle  B'OE  que  fait  le  prolongement  de  l'axe  AB 
avec  l'autre  axe  FE.  Appelons  x  Tare  CM  qui  définit  la  posi- 
tion du  point  M,  et  y  Tare  II N  qui  définit  la  position  correspon- 
dante du  point  N.  Le  triangle  sphérique  MM  a  pour  côtés 

Mil,         HN,  MN 

les  arcs   ^—  x,       y,     et      j« 

L'angle  MIIN,  opposé  au  côté  ~f  est  égal  au  supplément  de  l'an- 
gle B'OE,  ou  à  x  —  a. 

Le  triangle  polaire  du  triangle  MIIN  aura  pour  angles 

^+x,         it— y,     et     £. 

Il  sera  donc  rectangle,  et  l'hypoténuse  sera  égale  à  a.  Or  le 
cosinus  de  l'hypoténuse  est  le  produit  des  colangenles  des 
angles  contigus  :  on  aura  donc 

cos«=cot  (^  +  a:  Jcot(7c — y)  =  tangxcoty, 

ou  enfin 

tang  x = tang  y  cos  a, 

relation  à  laquelle  on  serait  parvenu  directement  en  appli- 
quant la  formule  fondamentale  au  triangle  sphérique  M  MI 
dans  lequel  le  côté  MN  est  égal  à  un  quadrant. 
Différentiant,  il  vient 

dx  dy 

— =—  = — 4-cos«; 
cos*  *      cos'y        ' 


JOINT 


le  rapport  -—  est  le  rapport  des  vitesses  angulaires ,  u  et  y', 
autour  des,  AOet  OE,  et  l'on  a 


Le  minimum  du  rapport  -7  correspond  au    minimum  de 

sin1  y,  c'est-à-dire  ày  =  Oety=K;le  point  N  passe  alors  an 
point  II  ou  au  point  G,*et  le  rapport  —  a  pour  valeur  cos  *. 

Le  maximum  a  lieu  pour  y=  ~  ou  -s-,  c'est-à-dire  pour  le 

passage  du  point  N  en  P  ou  en  R,  et  du  point  M  en  H  ou  en  G; 

.       .  ,  u  cos  a  1 

Iavaleurmimmumcst  —,=■-. =-=-  = 

ùi       1  —  sin*a      cos  * 

Le  rapport  —,  est  donc  toujours  compris  entre  les  deux 

limites  cos  *  et  .  Sa  valeur  moyenne  pour  un  tour  entier 

est  l'unité;  lorsque  y  augmente  de  2ir,  x  augmente  aussi  de 
2t..  La  période  la  plus  petite  est  égale  à  un  quart  de  tour. 

La  valeur  moyenne  du  rapport  est  ainsi  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ses  valeurs  extrêmes. 

239.  En  général,  soit  f  (y)  une  fonction  de  la  variable  y,  dont 
on  demande  la  valeur  moyens^  dans  l'intervalle  compris  en- 
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tre  les  valeurs  y  =  m,  y  =  n.  Celte  valeur  moyenne  est  don- 
née par  l'équation 


J   fiv)dy 


u  =  2- 


n  —m 


Cherchons,  d'après  cette  règle,  la  valeur  moyenne  du  rap- 

0) 

poit  —pour  un  tour  entier,  c'est-à-dire  entre  les  limites  y =£ 

et  y  =  g  -f-  2w,  g  étant  un  arc  quelconque. 
Nous  aurons  pour  la  valeur  cherchée 

Hais  —t ,dij  =  dx,  et  comme  x  augmente  de  2x  quand  y  aug- 
mente lui-même  de  2x,  nous  trouverons,  en  définitive, 

On  en  déduit  l'identité 


P+*     ces  ady     __^2à 

J  1— sin*«siii*y      •  • 


quels  que  soient  les  arcs  constants  (3  et  a. 


u> 


290.  Reprenons  la  recherche  du  rapport  —  par  la  géométrie. 

Par  le  point  M  et  l'axe  OA  faisons  passer  un  plan  ;  il  coupera 
la  surface  de  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  BMB',  et  l'arc 
BM  de  ce  cercle  sera  la  position  prise  par  la  demi-fourchette 
de  l'arbre  AB  quand  elle  aboutit  au  point  M.  De  même,  faisons 
passer  un  plan  par  le  point  N  et  l'axe  OE;  il  coupera  la  sphère 
suivant  le  grand  cercle  FNF',  et  l'arc  FN  représentera  la  posi- 
tion correspondante  de  la  demi-fourchette  de  l'arbre  OF.  Le 
plan  BMB'  est  normal  au  grand  cercle  CM,  trajectoire  de  l'eitré- 
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tnitë  H  du  quadrant  HN;  de  même  le  plan  PNF  est  normal 
en  N  à  la  trajectoire  PNR  de  l'autre  extrémité  du  même  qua- 
drant. 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  qui  passe  par 
le  centre  0  de  la  sphère  et  par  le  point  S,  intersection  des 
deux  grands  cercles  tracés  à  sa  surface.  La  droite  OS  est  donc 
Y  axe  instantané  de  rotation  du  quadrant  mobile  NN,  c'est-à- 
dire  du  croisillon.  En  d'autres  termes,  à  chaque  instant  le 
croisillon  a  pour  axe  instantané  de  rotation  l'intersection  des 
plans  des  deux  fourchettes. 

Le  point  S,  intersection  des  deux  grands  cercles  déterminés 
par  ces  plans,  est  mobile  à  la  surlace  de  la  sphère  ;  il  coïncide 
avec  le  point  F  quand  la  figure  est  dans  la  position  que  nous 
lui  avons  attribuée  en  premier  lieu;  iL coïncide  avec  le  point 
B  quand  la  fourchette  GBD  s'est  avancée  d'un  angle  droit. 
Enfin,  le  point  S  décrit  à  la  surface  de  la  sphère  une  courbe 
fermée  comprise  entre  les  points  F  et  B;  cette  courbe 
peut  servir  de  directrice  à  un  cône  dont  le  sommet  est  au 
point  0,  et  qui  contient  la  suite  des  axes  instantanés  du  croi- 
sillon. 

Pour  avoir  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  arbres 
à  un  même  instant,  il  suffit  d'observer  que  la  vitesse  angulaire 
du  premier  arbre  AB  est  égale  à  la  vitesse  linéaire  du  point 
II,  divisée  par  la  distance  M09  du  point  M  à  cet  arbre,  laquelle 
distance  est  constante;  que  de  même  la  vitesse  angulaire  du 
second  arbre  est  égale  à  la  vitesse  linéaire  du  point  N  divisée 
par  la  distance  NO,  qui  est  aussi  constante  et  égale  à  MO.  Les 
vitesses  angulaires  des  deux  arbres  sont  donc  entre  elles 
comme  les  vitesses  linéaires  des  points  M  et  N  ;  mais  les  points 
M  et  N,  considérés  comme  appartenant  au  croisillon ,  ont  des 
vitesses  proportionnelles  à  leurs  distances  respectives  à  Taxe 

instantané  OS.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  -j  varie  donc 

avec  ces  distances.  Dans  la  première  position  que  nous  avons 
supposée  pour  le  joint,  il  est  égal  au  rapport  des  distances  des 
points  G  et  II  à  Taxe  OP  (fig.  517),  et  si  nous  abaissons  CC 


UHIVEIISBL.  «a 

perpendiculaire  sur  OF',  il  sera   exprimé   par  la   fraclion 
CC 
jjjj  =  cos«,  qui  est  plua  petite  que  l'unité. 


en  avant  de  la  première  (fig.  318), 


Dans  la  position  à  90° 
l'axe  AO  est  devenu  l'axe 
instantané  de  rolation,  et 
par  suite  le  rapport  des 
deux  vitesses  angulaires 
est  exprimé  par  la  frac- 
tion gûï,  rapport  égal  a 

KI*  Fig.  Ï18. 

l'inverse  du  précédent. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  qui  est  en  moyenne  égal 
à  l'unité,  varie  entre  ces  deux  limites. 

On  voit  que  les  variations  du  rapport  des  vitesses  sont  d'au- 
tant moindres  que  l'angle  AOE  des  deux  arbres  est  plus  voisin 
de  deux  droits.  La  transmission  est  possible  tant  que  cet 
angle  est  supérieur  1  un  droit  :  de  là  le  nom  d'universel  donné 
èce  système  de  joint.  Mais  lorsque  l'angle  des  deux  arbresest 
droit,  la  transmission  cesse  d'être  admissible ,  car  alors  les 
dislances  CC  et  RR'  sont  nulles  ;  de  sorte  que,  si  la  vitesse 
angulaire  de  l'un  des  arbres  est  constante,  la  vitesse  angulaire 
de  l'autre  devrait  varier  à  chaque  tour  de  zéro  à  l'infini,  ce 
qui  dénote  une  impossibilité. 

291 .  Le  joint  universel  est  employé  dans  les  ateliers  où  l'on 
doit  installer  un  arbre  tournant  d'une  très  grande  longueur. 


L'ajustage  fm  tel  artresurun  grand  nombre  de  palier»  serait 
extrêmement  difficile,  et  demanderait  une  précision  à  peo  pris 
impossible  à  réaliser  dans  h  pratique  :  un  léger  tassement, 
une  petite  déflation  dans  le  pose,  fausseraient  la  direction  de 
luire  et  donneraient  naissance  à  des  résistances  presque 
insurmontables.  On  évite  cet  inconvénient  en  fractionnant 
l'arbre  en  tronçons  et  en  réunissant  cm  tronçons  les  uns  an 
aubes  par  le  sjsième  de  fourchettes  et  croisillons.  Les  angles 
de  deux  tronçons  successifs  étant  très  voisins  de  180*,  les 
rapports  des  vitesses  angulaires  sont  à  très  peu  prés  égaux  I 
l'unité,  comme  si  l'arbre  était  continu. 

Les  Hollandais  se  sont  longtemps  servis  du  joint  universel 
pour  rattacher  la  fis  fAnUmUê^  destinée  aux  épuisementsde 
leurs  polders,  à  un  arbre  horixontal  qu'un  moulina  vent  met 
en  mouvement.  Les  variations  du  rapport  des  vitesses  angu- 
laires sont  sans  inconvénient  pour  ce  genre  de  travail.  Elles 
empêcheraient ,  au  contraire ,  d'employer  le  joint  universel 
pour  les  transmissions  à  grande  vitesse ,  lorsque  l'angle  des 
deux  axes  n'est  pas  1res  ouvert. 
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292.  Lorsqu'on  veut  transmettre  un  mouvement  de  rotation 
d'un  arbre  à  un  autre  arbre  qui  rencontre  le  premier  sous  un 
angle  droit,  le  joint  universel  ne  s'applique  plus;  maison 
peut  couper  les  deux  axes  donnés  par  un  axe  auxiliaire  faisant 
avec  chacun  d'eux  des  angles  plus  ouverts,  et  appliquer  un 
joint  universel  du  premier  axe  à  l'axe  auxiliaire,  et  un  autre 
joint  universel  de  Taxe  auxiliaire  au  second  axe  donné. 

Si  l'angle  des  deux  axes  donnés,  sans  ôtre  rigoureusement 
droit,  était  voisin  de  l'angle  droit,  la  transmission  directe  par 
joint  universel  serait  défectueuse,  parce  quelle  donnerait  lieu 
à  de  très  fortes  variations  du  rapport  des  vitesses.  En  employant 
un  axe  auxiliaire ,  on  pourra  ouvrir  les  angles  davantage  et 
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réduire  de  beaucoup  ces  inégalités,  et  même,  si  Ton  fait  en 
sorte  que  Taxe  auxiliaire  coupe  les  deux  axes  donnés  sous  des 
angles  égaux ,  les  variations  de  vitesse  produites  par  le  pre- 
mier joint  pourront  être  exactement  corrigées  par  celles  que 
produit  le  second,  de  telle  manière  que  la  transmission  de- 
vienne rigoureusement  uniforme.  On  obtient  alors  le  double 
joint  de  Ilooke. 


fig.  319. 

Soient  (fig.  319)  AB,  PN,  les  deux  axes  donnés,  qui  se  cou- 
pent en  R  sous  un  angle  quelconque  ARP.  Prenons  à  par- 
tir du  point  R  deux  longueurs  égales,  RO=RO';  menons 
la  droite  00',  qui  nous  servira  d'axe  auxiliaire;  elle  coupe  les 
deux  autres  axes  sous  des  angles  A00\  OOT  égaux  chacun  à 
la  moitié  de  l'angle  ARP  augmentée  d'un  angle  droit.  Établis- 
sons un  premier  joint  universel  en  0 ,  à  la  rencontre  des 
axes  A0,00/;  un  second  joint  en  0'  à  la  rencontre  des 
axes  OCK ,  O'P.  Nous  rendrons  parallèles  les  branches  EF,  Kl 
des  deux  croisillons  qui  sont  liés  à  l'arbre  intermédiaire  00', 
ce  qui  revient  à  placer  dans  un  seul  et  même  plan  les  deux 
fourchettes  de  cet  arbre. 

Par  le  point  R,  conduisons  un  plan  XY  perpendiculaire  à 
l'axe  00*.  11  est  facile  de  voir  que  dans  toutes  les  positions  du 
système,  les  deux  joints  0  et  0*  seront  symétriques  par  rapport 
à  ce  plan;  le  joint  CK  peut  être  considéré  comme  limage  du 
joint  0,  vue  dans  un  miroir  plan  qui  serait  placé  en  XY  perpen- 
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diculairementàladroite  00'.  Lorsque  le  point  C  de  l'arbre  AB 
parcourt  un  certain  arc,  le  point  M  de  l'arbre  PN  parcourt  un 
arc  symétrique  et  par  suite  égal,  de  sorte  qu'en  définitive  les 
vitesses  angulaires  autour  des  arbres  AB,PN  sont  constamment 
les  mêmes ,  bien  que  la  transmission  s'opère  de  l'un  à 
l'autre  au  moyen  d'un  arbre  00'  dont  la  vitesse  angulaire  est 
variable. 

293.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  longueur  00",  et  sub- 
siste encore  à  la  limite  lorsque  les  deux  points  0  et  0*  vien- 
nent se  confondre  avec  le  point  ft.  Pour  rendre  possible  la 
Tl  transmission  ainsi  concen- 

trée sur  un  même  point,  il 
faut  supprimer  les  bran- 
ches CD,  LM  des  croisillons, 
qui  se  généraient  dans 
leur  mouvement  com- 
mun, et  les  remplacer  par 
des  circonférences  mas- 
sives décrites  sur  ces  bran- 
ches comme  diamètres.  Le 
l? '  """  mouvement  des  deux  cir- 

conférences ne  sera  arrêté  nulle  part  si  leurs  diamètres  son! 
assez  différents  pour  permettre  à  la  plus  petite  de  passer  dans 
la  plus  grande. 

La  transmission  prend  alors  la  forme  représentée  par  la 
figure  520  : 
AB,  premier  axe, 
CDD,  première  fourchette; 
PN,  second  axe  ; 

LNM,  seconde  fourchette,  de  rayon  plus  petit  ; 
0,  intersection  des  deux  axes  : 

CEDF,  circonférence  massive,  réunie  à  la  première  fourchette 
aux  points  C  et  D,  mobile  autour  du  diamètre  CD,  et  tenant 
lieu  de  lu  branche  CD  du  croisillon; 

LFME,  circonférence  massive  de  diamètre  un  peu  plus  petit 
nue  la  précédente  ;  elle  est  rattachée  a  la  seconde  fourchette 
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par  les  points  L  et  M,  autour  desquels  elle  peut  tourner,  et  à  lu 
première  circonférence  par  les  points  E  et  F,  situés  a  un  qua- 
drant des  points  C  et  M.  El  lu  lient  lieu  de  la  branche  LM  du 
second  croisillon.  L'axe  Et",  qui  représenta  à  la  fois  les  bran- 
dies EF  et  Kl  des  deux  ci  oisillons  de  l'axe  00',  peut  être  à  vi- 
lontè  conservé  en  entier,  ou  réduit  à  ses  portions  utiles,  E  et  F. 

La  circonférence  LI'MEdoil  ôlre  d'un  diamètre  assez  petit  pour 
passer  dans  le  creux  LNM  de  la  seconde  fourchette  ;  la  seconde 
fourchette  doit  de  même  passer  dans  la  circonférence  CEDF, 
qui  doit   passer  dans  le  creux  CDD  de  la  première  fourchette. 

11  ne  reste  rien  de  l'axe  intermédiaire  0"  0".  Le  mouvement 
des  deux  arbres  est  symétrique  par  rapport  au  plan  XV,  qui  est 
norrmil  à  cet  axe  intermédiaire,  et  qui  partage  en  deux  parties 
égaies  l'angle  des  deux  axes  donnés. 

L'ensemble  des  deux  circonférences  concentriques  massives 
CEDF,  LFME,  dont  l'une  est  mobile  autour  d'une  droîlcfCD, 
passant  par  son  centre,  et  dont  l'autre  esl  mobile  autour  d'un 
diamètre,  EF,  de  la  première,  à  ongle  droit  sur  lu  droite  CD, 
constitue  l'assemblage  à  la  Cardan. 


On  l'emploie  dans  la  marine  pour  la  suspension  de  la  bous- 
sole (fig.  321),  des  baromètres,  etc.;  l'instrument  ainsi  sus- 
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pendu ,  libre  d'osciller  dans  tous  les  sens ,  peut  rester 
dans  la  position  verticale  sans  participer  aux  oscillations  ilu 
Mtiment. 


. 
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294.  Le  joint  universel  est  employé  dans  les  presses  typo- 
graphiques pour  transmettre  le  mouvement  des  rouleaux  qui 
portent  la  composition,  à  la  table  de  marbre  sur  laquelle  est 
placé  le  papier.  L'arbre  dévié,  auquel  le  joint  communique  le 
mouvement,  porte  un  pignon  qui  engrène  avec  une  crémail- 
lère attachée  à  la  table  de  marbre  ;  l'engrenage  a  lieu  tantôt 
par-dessous,  tantôt  par-dessus,  de  manière  que  la  table  accom- 
plisse toute  sa  course  alternativement  dans  un  sens  et  dans 
l'autre. 

Ofc  mode  de  transmission  a  l'inconvénient  de  rendre  varii- 
ble  le  rapport  des  vitesses  de  la  table  et  des  rouleaux;  il  en 
résulte  pour  l'impression  le  défaut  connu  sous  le  nom  ie 
papillolaije. 

M.  Normand  a  entièrement  corrigé  ce  défaut  en  substituant 
au  pignon  circulaire  engrenant  avec  une  crémaillère  droite 
un  pignon  ovale  engrenant  avec  une  crémaillère  ondulée.  U 
tracé  de  cet  engrenage,  à  vitesse  variable,  est  fait  sous  la  con- 
dition de  rendre  uniforme  le  mouvement  de  la  table  ;  l'im'-gu- 
larité  de  la  transmission  par  le  joint  universel  est  coin 
dans  chaque  position  des  pièces  par  l'irrégularité  due  au  pi- 
gnon ovale. 

Depuis,  M.  Ilcuze  a  imaginé  une  seconde  solution  dérivée 
des  mômes  principes,  et  qui,  tout  en  conservant  le  pignon  cir- 
culaire et  la  crémaillère  droite  des  anciennes  machin 
au  moyen  d'un  engrenage  à  roues  ovales  la  vitesse  de  rotation 
des  rouleaux.  Dans  cette  solution,  la  table  de  marbre  conserve 
son  mouvement  irrégulier,  mais  les  rouleaux  reçoivent  aussi 
un  mouvement  irrégulier  tel,  que  le  rapport  de- 
reste  constant,  ce  qui  suffit  pour  éviter  le  papillolage. 


CHAPITRE  VI 


TRANSMISSIONS   DIVERSES 


MOUVEMENTS    DIFFÉRENTIELS. 


295.  On  appelle  mouvement  différentiel  un  mouvement  lent 
oblenu  par  la  composition  de  deux  mouvements  en  sens  con- 
traires. 

Les  trains  épicycloidaux,  par  exemple,  permettent  de  réa- 
liser de  véritables  mouvements  différentiels  (§  250).  En  voici 
d'autres  exemples. 
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Kig.  323. 


Le  treuil  différentiel,  ou  treuil  chinois  (fig.  322),  consiste  en 
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un  arbre  tournnnl  horizontal,  AB,  sur  lequel  sont  mw!éa  bout 
ii  hout  deux  cylindres,  C  el  D,  de  rayons  différents.  La  corde  E, 
attachée  par  ses  deux  extrémités  à  la  surface  de  ces  cylindres, 
s' enroule  sur  le  cylindre  1),  et  se  déroule  du  cylindre  fl,  à  mi^uiY 
qu'on  tourne  la  manivelle  M.  Elle  soutient  un  poids  P  parl'in- 
lermédiaire  d'une  poulie.  Soit  r  le  rayon  du  cylindre  C,  et  R 
le  rayon  du  cylindre  D  ;  pour  un  tour  de  manivelle  opéra  dans 
le  sens  convenable,  le  cylindre  D  enroulera  une  longueur  de 
corde  sensiblement  égale  à  2t;R  ;  en  même  temps,  le  cylindre 
C  déroulera  une  longueur  de  corde  égale  à  2-r;  lepoidsPmon- 
[era  de  la  demi-différence  de  ces  deux  longueurs,  ou  dec(E — rj; 
le  mouvement  du  poids  I'  sera  donc  identique  à  celui  qu'il 

prendrait  si  l'on  employait  un  treuil  de  rayon  — ^— .  On  verra 

plus  lard  l'utilité  de  celte  disposition. 

296.  La  vis  différentielle  de  Prony  (fig.  523i  repose  sur  un 
principe  analogue. 


La  vis  V  traverse  deux  écrous,  E,  F;  l'écrou  E  est  fixe;  l'éc 
F  est  mobile  le  long  d'une  rainure.  1. 

La   surface  de  la  vis  est  garnie  en  AB  d'un  filet  dont  nous 
désignerons  le  pas  par  h,  de  telle  sorte  que,  quand  on  fait  faire 
un  tour  entier  a  la  vis  dans  le  sens  convenable,  Li  \  : 
dans  son  écrou,  vers  la  gauche,  d'une  quantité  égale  à  U. 

La  région  CU  de  la  vis  est  garnie  d'un  filet  dont  le  pas,  A',  est 
moindre  que  h  ;  l'écrouFest  creusé  suivant  le  tracé  fa 
Si  donc  la  vis  n'avait  aucun  mouvement  longitudinal,  un  leur 
entier  de  la  vis  ferait  reculer  vers  la  droite  l'écrou  mobile  F  de 
la  quantité  h'.  Mais  la  vis  s  avançant  vers  la  gauche  delà 
quantité  h,  el  entraînant  l'écrou  dans  ce  mouvement,  l'écrou 


n'avance  on  définitive  vers  la  gauche  que  de  la  différence  h — h', 
c'est-à-dire  qu'il  se  déplace  comme  l'éerou  mobile  d'une  vis 
fixe  qui  aurait  un  pas  égal  à  celle  différence. 

297,  Le  mouvement  est  donnéù  la  machine  à  aléser  (fig.  524) 
par  la  roue  G,  montée  sur  l'arbre  creux  cccc.  L'outil  B  est 
monté  sur  cet  arbre,  à  l'intérieur  duquel  passe  une  vis  1111. 
prise  à  ses  extrémités  dans  des  collets  fixés  à  l'arbre  et  entraî- 
nés dans  son  mouvement  de  rotation. 


Le  cylindre  creux  prtrte  une  roue  d'engrenage  L,  qui  engrène 
avec  la  roue  R  ;  celle-ci  fait  corps  par  l'intermédiaire  de  l'axe 
I,  avec  une  roue  R' qui  engrène  avec  la  roueK,  donnant  le 
mouvement  à  la  vis.  Il  résulte  de  ces  dispositions  que,  quand 
on  fait  tourner  la  roue  G,  l'outil  B  tourne  au  deduns  du 
Cylindre,  et  avance  en  même  lemps  d'une  certaine  quantité. 

Soit  h  le  pas  de  la  vis,  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  K, 
n'el  ti"  les  nombres  des  d^nls  des  roues  R  et  R',  enfin  m  le 
nombre  des  dents  de  la  roue  L. 

Pour  un  tour  de  la  roue  G,  la  roue  L  l'ait  aussi  un  tour;  la 

roue  R  et  la  roucR'  font  donc  une  fraction  de  tour  égale  à  — ,.  et 
la  roue  K  une  fraction  de  tour  égale  à    ,  X  —  ;  c'est  aussi  leilô- 

b       n'     n 
placement  angulaire  absolu  de  la  vis  1111.  Le  déplacement  an- 
gulaire de  la  vis  par  rapport  à  la  roue  L  est  donc  égal  à  la 

J-rr,  •  W         »" 

ditkrence  1 ,x—  ■ 
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L'outil  E,  pendant  qu'il  fait  un  tour  entier  avec  l'arbre, 
s'avance  le  long  de  cet  arbre,  en  vertu  du  mouvement  rclalW 

imprimé  à  la  vis,  d'une  quantité  égale  à  h  (  1 ,X—  )• 

En  général,  n'=n"ctm  =  ti —  1,  et  le  déplacement  longi- 
tudinal de  l'outil  est  égal  à  h  1 1 1  =  - . 

On  obtient  ainsi  un  mouvement  très  lent  de  l'outil,  ce  qui 
est  essentiel  pour  le  succès  de  l'opération  qu'on  veut  cir- 
culer. 


iianc  a  îiiiiniii:-. 


298.  On  appelle  banc  à  bi-oches  l'appareii  emplovê  dans  les 
filatures  de  coton  pour  Taire  subir  au  fil  une  première  torsion, 
et  le  renvider  en  même  temps  sur  une  bobine, 
que  l'on  placent  ensuite  sur  la  mull-Jenny,  où 
s'achève  le  filage. 

Le  II 1  provenant  des  cylindres  étireurs  entre 
dans  la  broche  ,  où  ses  fibres ,  d'abord  paral- 
lèles, reçoivent  une  torsion  hélicoïdale.  La  /(ro- 
che se  compose  de  deux  ailettes  équilibrées  et, 
a'b',  dont  l'une  seulement  est  creuse.  Le  fil  tra- 
verse la  partie  supérieure  de  la  broche,  entre 
au  point  a  dans  l'ailette,  et  en  sort  au  point  », 
pour  s'enrouler  sur  une  bobine  D,  montée  sur 
l'axe  AA  de  la  broche.  On  donne  à  l'aiLue,  .iu- 
tour  de  l'axe  AA,  un  mouvement  de  rotation  qui 
produit  a  la  fois  la  torsion  des  libres  fitfwiii 
taires  du  fil,  et  l'enroulement  du  Cl  autour  de  la 
bobine.  Si  celle-ci  restait  immobile,  l'i-nroule- 
1  serait  très  rapide,  et  il  en  résulterait  des  tensions 
qui  nctarileraient  pas  à  rompre  des  fibres  encore  trop  peu 
résistantes.  Pour  empêcher  ces  ruptures,  tout  en  donnant  à 
l'ailette  une  grande  vitesse  angulaire,  on  communique  a  la 
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bobine  une  vitesse  angulaire  un  peu  moindre  et  dansle  morne 
sens,  de  sorte  que  l'enroulement  du  fil  autour  de  la  bobine 
s'opère  comme  si,  la  bobine  étant  fixe,  l'ailette  tournait  autour 
d'elle  avec  la  différence  des  deux  vitesses  angulaires  absolues. 
299.  Outre  ce  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe,  la 
bobine  doit  recevoir  un  mouvement  de  translation  le  long  du 
même  axe,  de  manière  que  les  spires  successives  du  fil  enroulé 


se  placent  joinlivemcnl  les  unes  à  ailé  des  autres  ;  la  bobine 
doit  donc  alternativement  monter  et  descendre,  de  manière  à 

présenter  successivement  toutes  ses  sections  droites  en  regard 
du  point  b  qui  fournit  le  fil.  Ce  mouvement  rectiligne  alter- 
natif est  obtenu  (fig.  320)  au  moyen  d'une  roue  dentée,  engre- 
nant alternativement  avec  deux  crémaillères,  cd,  dd',  solidaires 
l'une  de  l'autre,  et  commandant  une  même  lige  AD.  Le  chan- 
gement de  sens  entraine  le  déplacement  de  l'axe  de  rotation  de 
la  roue  autour  de  l'arête  ab,  à  chaque  fois  que  la  crémaillère 
atteint  la  fin  de  sa  course. 

L'engrenage  se  transportant  de  l'une  des  crémaillères  â  la 
crémaillère  opposée,  le  mouvement  de  translation  se  renverse. 
Ce  mouvement  est  communiqué  â  un  chariot,  qui  porte  une 
série  de  broches  semblables  à  celle  que  nous  venons  de 
décrire. 

500.  Hais  à  chaque  fois  que  le  mouvement  recliligne  de  la  bo- 
bine vient  à  changer  de  sens,  le  rayon  de  la  surface  convexe  sur 
laquelle  l'enroulement  doit  se  faire  a  augmenté  de  l'épaisseur 
du  fil.  La  quantité  de  fil  fournie  dans  l'unité  de  temps  par  les 
cylindres  étireurs  restant  la  même,  il  faut,  pour  que  les  con- 
ditions de  l'enroulement  soient  conservées,  que  la  vitesse 


angulaire  de  la  bobine  se  modifie.  Elle  doit  tourner  plu» 
lentement  &  mesure  que  son  rayon  effeclir  augmente.  En  infime 
temps  sa  vitesse  de  translation  doit  varier  en  raison  tarent  de 
ce  môme  rayon,  car  chaque  spire  du  fil  enroulé  représente 
une  longueur  de  fil  proportionnelle  à  ce  rayon,  sans  occuper 
sur  la  bobine  un  plus  grand  espace  en  hauteur. 
I  Soit  r  le  rayon  de  la  bobine  quand  elle  est  vide,  s  l'é- 
paisseur du  fil,  |t  le  nombre  de  courses  simples  de  la  bobine 
depuis  le  commencement  du  renvidement  ;  appelons  n  le 
nombre  constant  de  tours  que  Tait  l'ailette  en  une  minute, 
et  11'  le  nombre  de  tours  que  doit  faire  la  bobine  pendant  le 
même  temps,  pour  toute  la  durée  de  la  (ja-H  1|™  course;  soit 
enfin  L  la  longueur  constante  de  fil  à  ren vider  par  unité  de 
temps,  et  11  la  hauteur  de  la  bobine  à  garnir,  hauteur  que, 
pour  plus  de  simplicité,  nous  regarderons  comme  constante. 

Au  boutde  t*  courses  simples,  le  rayon  du  renvidement  sera 
égal  à  r+ps.  En  une  minute,  L'ailette  fait  n  lours,  et  la  bobine  n'; 
la  vitesse  relative  de  l'ailette  par  rapport  ù  la  bobine  est  donc 
de  n  —  n'  lours  par  minute,  et  comme  chaque  tour  correspond 
h  une  longueur  sensiblement  égale  à  2x(r+ji«),  on  a  la  pre- 
mière équation 

La  longueur  de  fil  renvidée  sur  la  bobine  pendant  la  (^-i-l  |" 
course  est  égale  à  2s{r  +  |Ai)  X  -  ;  car  -  représente  le  nom- 
bre des  spires  jointives  qui  garnissent  la  surface  extérieure  de 
la  bobine.  Si  donc  on  divise  cette  quantité  par  L,  on  aura  la 
durée,  i,  de  la  (t*.  +  l)""  course.  Par  conséquent 


ce  qui  montre  que  la  vitesse,  -,  delà  translation  de  la  bobine,. 
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^arie  en  raison  inverse  du  rayon  effectif  de  l'enroulement. 
On  peut  aussi  diviser  membre  à  membre  les  deux  équations, 
ce  qui  donne 

h 


L(w  —  n') 


I 

L 


-=f  (n—  nf\9 


équation  évidente,  puisqu'elle  exprime  que  la  hauteur  totale 
à  renvider,  II,  est  le  produit  de  la  durée  du  renvidement  par  la 
hauteur,  e  (h— n'),  enroulée  dans  chaque  unité  de  temps. 

On  voit  ainsi  que  le  mouvement  de  la  bobine  comprend  une 
rotation  et  une  translation,  et  que  les  vitesses  de  ces  deux 
mouvements  simples  varient  pour  chaque  course  longitu- 
dinale du  chariot. 

301.  Le  mouvement  est  transmis  à  la  bobine  au  moyen  d'un 
train  épicycloïdal  imaginé  par  Houldsworlh,  et  qu'il  est  bon 
d'étudier  à  part  (fig.  327). 

L'arbre  D,  animé  d'un  mouvement  uniforme,  fait  tourner 
la  roue  d'angle  Q  ;  une  seconde  roue  N,  à  engrenage  cylindri- 
que, est  montée  sur  un  axe  géométrique  en 
prolongement  de  celui  de  la  roue  Q  ;  elle  re- 
çoit son  mouvement  d'un  pignon  M,  qui 
lui-même  emprunte  son  mouvement  à  l'ar- 
bre D,  mais  par  l'intermédiaire  d'une  cour- 
roie et  d'un  cône  :  transmission  qui  permet 
de  faire  varier  entre  certaines  limites  le  rap- 
port des  vitesses  angulaires.  Un  rayon  de  la 
roue  N  porte  une  roue  d'angle  P,  qui  en- 
grène, d'une  part  avec  la  roue  Q,  de  l'autre 
avec  une  roue  égale  R,  montée  aussi  sur  le 
prolongement  du  même  axe  géométrique.  C'est  cette  dernière 
roue  R  qui  transmet  la  rotation  à  la  bobine,  par  un  dispositif 
que  nous  décrirons  tout  à  l'heure. 

Si  on  appelle  û  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue  N  autour 
de  son  axe,  et  <*>  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue  Q,  la  vi- 
tesse relative  de  Q  par  rapport  à  N  sera  w  —  û;  soit  n  le 
nombre  de  dents  des  roues  égales  Q  et  R,  et  n'  le  nombre 


Fig.  327. 


de  dents  de  la  roue  P;  In  vilesse  angulaire  de  P,  autour  de  son 
axe  supposé  fixe,  sera 


et  la  vitesse  angulaire  de  R,  dans  son  mouvement  relatif  prî- 
par  rapport  à  la  roue  N,  sera 


—  [»— Û)X  -,X-  =—  [m—  0.1  =  0.— u. 

Par  suite,  la  vitesse  absolue  de  la  roue  R  sera  égale  a 
(Û  —  M)H-Q=2Q  — *. 

La  vilesse  m  est  constante;  maislovilesseQ  varie  au  momeni 
opportun  par  le  déplacement  de  la  courroie  a  la  surface  du 
cône;  et  par  suite  la  vitesse  2Q —  ai  varie,  et  communique  à  la 
bobine  le  mouvement  variable  demandé. 

502.  Venonsenfin  à  la  description  sommaired'un  banc  à  bro- 
ches, représenté  dans  ses  traits  principaux  par  la  figure  328. 

AAA,  chariot  portant  les  broches,  mobile  dans  un  sens  et 
dans  l'autre  suivant  la  verticale. 

BB,  arbre  qui  donne  aux  bobines  le  mouvement  de  rota- 
tion, au  moyen  d'engrenages  hypeibnloïdes.  Cet  arbre  est  en- 
traîné dans  le  mouvement  delranslalion  du  chariot. 

CC,  arbre  fixe,  qui  donne  le  mouvement  de  rotation  con- 
stant aux  ailettes,  par  des  engrenages  analogues,  représentés 
sur  la  figure  en  a, a,  a  (une  seule  broche  est  figurée  en  entier). 

DDD,  arbres  fixes  en  prolongement  les  uns  des  autres  ;  l'un 
d'eux  fait  tourner  lu  roue  Q  et  lui  communique  la  vilesse  u; 
il  commande,  par  l'intermédiaire  des  roues  E,r",G,  l'arbre  II 
sur  lequel  passe  la  courroie. 

II,  ^ône  ou  fusée,  qui  reçoit  son  mouvement  de  la  courroie, 
et  le  transmet  par  l'engrenage  (K,  L)  au  pignon  M;  ce  der- 
nier pignon  engrène  avec  la  roue  N,  et  lui  communique  la 
vitesse  angulaire  Û. 

Q,P,R,N,  train  épicycloïdal  de  Houldsworlh,  communiquant 
à  la  roue  R  une  vitesse  angulaire  égale  à  2û  —  u. 

(S,T),  engrenage  conique  qui  transmet  le  mouvement  au  /«ty 
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pignon  UU.  te  long  pignon  engrène  avec  un  train  de  roues 
déniées  V,X,Y,Z,\V,  mobile  avec  le  chariot  AA,  et  fait  tour- 
ner l'axe  BB,  dans  toutes  les  positions  qu'il  occupe  succes- 
sivement. 


Le  mouvement  de  translation  alternatif  est  donné  au  chariot 
par  une  roue  à  double  crémaillère  (g  208) ,  non  représentée 
sur  la  ligure. 
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A  mesure  qiiela  courroie  se  déplace  vers  la  gauche,  le  pignon 
M  tourne  plus  lentement,  el  la  vitesseQ  diminue.  La  vitesse» 
reslnnl  constante,  la  roue  R  éprouve  une  diuiiuiilion  de  vi- 
tesse, qui  se  transmet  à  la  bobine  b.  La  variation  de  vitesse  est 
réglée  par  le  tracé  de  la  fusée  11. 

Pour  (aire  appuyer  la  courroie  vers  la  gauche  à  chaque  fois 
que  le  chariot  a  accompli  une  course  entière,  suit  ascendante, 
soit  descendante, on  se  sert  d'un  poids  n,  qui  tire  vei ■*  1 
par  l'intermédiaire  d'un  fil  passant  sur  une  poulie,  une  fourche 
embrassant  le  tambour  H.  La  tige  ililil,  terminée  par  un  double 
rochet,  retient  le  poids  pendant  la  durée  d'une  course  du  efcfr 
riot  ;  c'est  à  quoi  servent  les  cliquelsect  f.  Ce  dernier  est  muni 
d'un  conlre-poids,  qui  (end  à  le  maintenir  Ferma  ;  l'autre  tend 
à  se  fermer  de  lui-même.  Une  tige  khh,  traversant  des  anneaux 
fixes  r/,!/,  porte  deux  taquets  n,  »',  cuire  lesquels  se  meut  l'an- 
neau m,  qui  fait  corps  avec  le  chariot.  Quand  celui-ci  atteint 
l'extrémité  de  sa  course,  l'anneau  m  presse  sur  le  taquet  n  ou 
sur  le  taquet  »',et  déplace  la  lige  fift  soit  vers  le  haut,  soit  vers 
le  bas.  Dans  le  premier  cas,  elle  soulève  le  cliquet  e  ;  dans  le 
second,  elle  abaisse  le  cliquet  /'.  La  tige  ild  glisse  alon  de  b 
longueur  d'une  demi-dent  du  rochet,  et  s'arrête  sur  celui  des 
deux  cliquets  qui  reste  en  prise.  La  courroie  subit  un  déplace- 
ment vers  la  gauche,  el  la  vitesse  û  diminue  en  conséquence. 
Un  contre-poids  q  sert  à  équilibrer  la  lige  fin. 

Celte  description  sommaire  suffit  pour  faire  comprendre  la 
marclie  de  l'appareil.  Il  y  aurait  encore  à  décrire  la  [nom» 
sion  qui  rend  variable  la  vitesse  de  translation  du  chariot,  cl 
les  mécanismes  accessoires  au  moyen  desquels  on  peut  alté- 
rer légèrement  à  chaque  course  la  longueur  à  renvider  sur  la 
bobine,  poursuivre  la  tonicité  de  ses  rebords.  Nous  renverrons 
pour  cet  objet  aux  traités  spéciaux  des  machines  employée* 
dans  la  filature. 
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SOS.  La  transmission  imaginée  par  l'astronome  Rômer  est  un 
engrenage  cylindrique  dans  lequel  on  fait  varier,  suivant  une 
loi  donnée,  le  rapport  dos  vitesses  angulaires. 

Soient  ST  et  ST  les  deux  axes  parallèles;  joignons  deux 
points  S  et  S'  pris  sur  ces  axes,  et  décrivons  deux  surfaoes 
coniques  de  révolution,  en  faisant 
tourner  successivement  la  droite  SS' 
autour  de  ST,  puis  autour  de  ST. 
Ces  deux  surfaces  se  toucheront  sui- 
vant l'arête  SS'. 

Sur  la  surface  du  cône  ST,  pla- 
çons des  dents  coniques  équidis- 
tantes,  représentées  sur  la  figure 
par  les  droites  ab,  ab\...  conver- 
gentes vers  le  sommet  S'. 

Les  dents  conjuguées  du  cône  S 
présenteront  au  contraire  de  sim- 
ples saillies,  occupant  peu  de  lon- 
gueur sur  les  génératives  de  ce  cône; 
elles  sont  figurées  par  les  points  A,  A',  A",...  répartis  suivant 
une  certaine  ligne  AB,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Pour  y  par- 
venir plus  facilement,  nous  les  supposerons  infiniment  rap- 
prochées de  manière  à  dessiner  une  ligne  continue. 

Quand  le  contact  des  deux  systèmes  tournants  a  lieu  sur 
une  dent  A,  la  transmission  s'opère  comme  si  l'engrenage 
était  réduit  aux  deux  circonférences  primitives  que  Ton  ob- 
tient en  coupant  les  cônes  par  un  plan  00',  conduit  par  le 
point  A  normalement  aux  deux  axes. 


Fig.  329. 


0) 


Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  — ,  est  donc  égal  au  rap- 
port inverse,  -jTT- ,  des  rayons  de  ces  deux  circonférences. 
Soit  9  l'angle  total,  mesuré  à  partir  d'un  plan  méridien  arbi- 
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traire,  qui  définit  la  génératrice  SA  à  la  surface  du  premier 
cône.  Ce  même  angle  est  la  quantilé  dont  le  cône  S  aura  tourné 
autour  de  son  axe  pendant  un  certain  temps  t.  Nous  suppo- 
serons la  loi  de  variation  du  rapporl  —  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

^  =  f(fI- 

L'équation  «?=sF(f)  esl  donc,  dans  un  système  particu- 
lier des  coordonnées,  l'équation  de  la  courbe  cherchée,  AU. 

Dans  un  temps  infiniment  pelit,  le  cône  S  tourne  autour  de 
son  axe  de  l'angle  d<f\  en  môme  temps,  le  contact  des  deux 
cônes  se  transporte  de  la  dent  A  à  la  dent  A';  soil  r/8  l'angle 
A'SA.  Appelons  r  le  rayon  vecleur,  SA,  d'un  des  points  de  la 
courbe  AB.  L'angle  6  sera  l'angle  des  génératrices  du  cône  S 
développé  sur  un  plan,  et  la  courbe  AB  sera  définie  en  coor- 
données polaires  par  une  relation  entre  les  quantités  r  et  S. 

Or,  pour  un  déplacement  angulaire  infiniment  petit  df,  le 
point  A  décrit,  normalement  au  plan  des  deux  axes,  un  che- 
min égal  à  rfçxûA;  ce  chemin,  considéré  comme  décrit  par 
l'extrémité  de  la  génératrice  SA,  a  aussi  pour  mesure  rdn. 

Donc 


<f?XOA.=  r*>, 


et  par  suite 


Le  rapport  —  est  le  sinus  de  l'angle  constant,  ASO,  'des  gé- 
nératrices du  cône  avec  l'axe.  Représentant  cet  angle  par  a,  il 
vient  la  relation  très  simple 

d  =  —  ■ 
d'où  l'on  déduit  en  intégrant 
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La  constante  ?0  peut  être  réduite  à  0,  en  comptant  l'angle 
0  sur  la  surface  du  cône  à  partir  de  la  génératrice  pour 
laquelle  9=0. 

On  a  d'ailleurs 

OA  =  r  sinaf 
OA  =  a  —  r  sin  a, 

a  désignant  la  distance  des  deux  axes  ;  donc 

«/         r  sin  a 


=rp-Y 

\sin«/ 


6i       a  —  r  sin  a 

L'équation  polaire  cherchée  est  en  définitive 

f(JL) 


(1)  r=  -A- 

w  sin« 


Vsina/ 


Les  plans  MM',  QQ\  limitant  latéralement  les  deux  surfaces 
coniques ,  le  rapport  des  vitesses  angulaires  peut  varier  entre 

les  fractions  ~g>  et  ^  • 

La  courbe  une  fois  tracée  sur  un  plan  au  moyen  de  l'équa- 
tion (1),  il  n'y  a  plus  qu'à  l'enrouler  sur  le  cône  S  pour  obte- 
nir la  courbe  AB.  Les  dents  sont  ensuite  espacées  le  long  de 
cette  courbe,  de  telle  manière  qu'elles  puissent  engrener  avec 
les  cannelures  du  cône  S'. 

304.  Il  resterait  encore  à  décrire  un  grand  nombre  de  dis- 
positifs. Nous  nous  contenterons  de  donner,  pour  quelques- 
uns,  une  indication  sommaire  et  un  croquis. 

Joint  d'Oldham  (fig.  330).  —  X,  Y,  axes  parallèles,  peu  éloi- 
gnés l'un  de  l'autre. 

ABCD,  croisillon,  dont  les  branches,  faisant  tourillons,  peu* 
vent  glisser  dans  les  orifices  pratiqués  aux  extrémités  des  deux 
fourches  M  et  N. 

Les  vitesses  angulaires  autour  des  deux  axes  sont  égales,  et 
le  lieu  décrit  par  le  centre,  0,  du  croisillon,  est  une  circonfé- 
rence. 


m 
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Roue  fie  champ*  d' Huygens  avec  long  pignon  jfig.  331).  — B 
long  pignon  mobile  autour  de  son  axe.  Un  aulre  axe  perpendi- 
culaire au  premier  porte  la  roue  excentrique  AA,  garnie  de 
dents  engrenant  avec  le  pignon. 

Le  rapport  des  vitesses  est.  variable. 


«g.  S30. 

Manivelle  à  coulisse  (lig.  332) 
peu  éloignés  l'un  de  l'autre. 


■  00',  AA',  axesparall.'!,, 


O'it,  manivelle  du  premier  arbre  ; 

CC,  lige  lixée  au  bouton  de  celle  manivelle  ; 

AD,  manivelle  fixée  au  second  arbre  ; 

EF,  rainure  dans  laquelle  glisse  la  lige  BC. 

Roues  tronquées  avec  pignon  mobile.  —  0,  axe  de  rotation 
de  la  roue; 

P,  pignon  mobile  dont  l'axe  suit  la  rainure  AD.  Il  tourne 
autour  des  chevilles  extrêmes  pour  passer  d'un  ooté  à  l'autre 
de  leur  rangée,  ce  qui  renverse  le  sens  de  la  transmission. 

'  Un  apprlle  mue  île  champ,  dnns  l'iiorloftcrie,  une  roue  dentée  dont  1m  dniii 
sont  dirige  parallèlement  à  son  aie,  ou  perpendiculairement  a  son  pian  inojen. 


CHAPITRE  VII 


APPAREILS  PROPRES  A  L'OBSERVATION  DES  MOUVEMENTS. 


305.  La  recherche  de  la  loi  du  mouvement  d'un  point  mobile 
comprend  en  général  deux  questions  :  recherche  de  la  tra- 
jectoire du  point,  recherche  du  mouvement  sur  la  trajec- 
toire. Les  deux  questions  peuvent  être  traitées  à  la  fois  :  par 
exemple»  on  observe  chaque  jour  la  position  d'une  planète  par 
rapport  aux  étoiles,  c'est-à-dire  on  forme  en  fonction  du 
temps  le  tableau  des  coordonnées  astronomiques  de  ses  posi- 
tions successives.  Ce  tableau  définit  la  suite  des  points  occu- 
pés par  la  planète  sur  la  sphère  céleste,  et  l'heure  de  son  pas- 
sage en  chacun  de  ces  points;  il  définit  donc  à  la  fois  la  trajec- 
toire et  le  mouvement  sur  la  trajectoire.  Remarquons  toutefois 
que  ces  mesures  d'angles  ne  conduisent  qu'à  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  la  sphère  céleste,  et  que  cette  projection  n'est 
pas  la  môme,  suivant  qu'on  prend  pour  centre  de  la  sphère 
le  centre  de  la  terre  (sphère  géocentrique),  ou  le  centre  du  so- 
leil {sphère  héliocentrique)  ;  la  détermination  de  la  trajectoire 
complète  exige  en  outre  la  mesure  des  rayons  vecteurs. 

Noos  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  les  mouvements 
qu'il  s'agit  d'observer  s'effectuent  le  long  de  trajectoires  déter- 
minées d'avance,  et  qu'on  cherche  seulement  la  loi  des  mou- 
vements, c'est-à-dire  la  relation 

entre  les  arcs  décrits,  s,  et  le  temps  t  employé  à  les  décrire. 
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En  d'aulres  termes,  il  s'agil  de  construire  empiriquement  h 
courbe  des  espaces  pour  un  mouvement  donné.  Le  procédé 
direct  consiste  à  observer  l'heure  du  passage  du  mobile  en 
des  points  également  espacés  sur  la  trajectoire,  ou  bien  à 
tenir  note  des  espaces  décrits  par  le  mobile  au  bout  d'inter- 
valles de  temps  égaux  entre  eux.  Par  l'un  ou  par  l'autre  de  ce> 
deux  procédés,  on  pourra  construire  un  tableau  qui  donne 
un  cerlaiu  nombre  de  valeurs  de  (  pour  des  valeurs  corres- 
pondantes de  s,  ou  réciproquement,  et  si  l'on  multiplie  suffi- 
samment les  observations,  on  pourra  trouver  la  [orme  de  la 
fonction  f.  Cette  méthode  demande  la  mesure  de  l'espace  s  et 
du  temps  t. 

506.  Le  temps  se  mesure  à  l'aide  d'un  chronomètre,  c'est- 
à-dire  en  définitive  au  moyen  d'un  mouvement  dont  la  loi  est 
connue.  Pour  rendre  l'observation  plus  commode,  on  peut» 
servir  du  chronomètre  à  pointage  ;  cet  appareil  porte  un  méca- 
nisme qui  permet  à  l'observateur  de  laisser  sur  le  cad 
trace  de  l'instant  où  s'est  accompli  le  phénomène  ouseni-, 
par  exemple  le  passage  du  mobile  en  un  point  de  repjre. 
Il  suffit  pour  cela  de  presser  rapidement  un  boulon.  On 
arrive  ainsi  à  évaluer  le  temps  avec  une  approximation  d'une 
fraction  de  seconde.  Mais  celte  approximalion  ne  peut  être 
poussée  bien  loin,  car  le  mouvement  de  l'aiguille  d'un  uhro- 
nomèlre  consiste  dans  la  répétition  de  petits  mouveiti'ul- 
saccadés ,  égaux  entre  eux.  Pris  dans  leur  ensemble.',  , 
rie  de  mouvements  équivaut  sensiblement  à  un  mou  ve  uni  il 
uniforme.  Mais  si  l'on  voulait  évaluer  avec  un  chronomètre 
de  très  petites  fractions  du  temps,  on  ne  le  pourrait  plus, 
parce  que  la  vitesse  de  l'aiguille  cesse  d'être  constante  pen- 
dant l'inlervallc  a  mesurer. 

307.  Les  vibrations  très  rapides  el  isochrones  du  diapason 
permettent  d'évaluer  le  temps  avec  une  bien  plus  grande  exac- 
titude. 

Imaginons  qu'on  fasse  vibrer  les  branches  d'un  diapason 
fixé  à  demeure  sur  un  support;  l'une  des  branches  po 
pointe  qui  rase  une  surface  plane  sur  laquelle  est  déposés 
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une  légère  couche  de  noir  de  fumée  ;  donnons  à  cette  surface 
plane  un  mouvement  lent  de  translation,  sensiblement  uni- 
forme. La  pointe  du  diapason  qui  ne  cesse  de  la  toucher 
y  tracera  dans  le  noir  de  fumée  une  courbe  sinueuse,  et 
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Fig.  534. 

chaque  dent  de  la  courbe,  entre  deux  creux  successifs  a,  t, 
correspondra  à  la  durée  d'une  vibration  complète  du  dia- 
pason, durée  connue  par  le  nombre  de  vibrations  que  le 
diapason  effectue  en  une  seconde.  La  durée  de  la  seconde 
sera  représentée  par  un  certain  nombre  de  dents,  ou  par 
un  intervalle  AB,  et  chaque  dent  représentera  une  frac- 
tion de  la  seconde  égale  à  l'inverse  de  ce  nombre.  Si  donc 
sur  la  même  ligure  on  marque  des  points  qui  correspondent  à 
l'instant  même  de  la  production  de  phénomènes,  il  suffira 
de  compai  crées  points  au  tracé  de  la  courbe  du  diapason  pour 
avoir,  avec  une  extrême  précision,  l'heure  exacte  de  ces  phé- 
nomènes. 

Le  pointage  des  phénomènes  observés  peut  se  faire  à  la  main 
par  robservaleur  lui-même;  lorsqu'une  grande  rigueur  est 
nécessaire,  on  emploie  de  préférence  les  courants  électriques. 
L'appareil  est  monté  de  telle  sorte,  que  le  phénomène  5  obser- 
ver ne  puisse  s'accomplir  sans  fermer  un  circuit;  le  courant 
qui  parcourt  instantanément  ce  circuit  opère  le  pointage  sur 
le  papier. 

308.  Certains  appareils  donnent  directement  le  tracé  de  la 
courbe  des  espaces. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  trajectoire  d'un 
point  mobile  soit  rectiligne.  Attachons  un  crayon  au  point 
mobile,  et,  en  contact  avec  la  pointe  du  crayon,  Taisons  glisser 
une  feuille  de  papier  à  laquelle  nous  imprimerons  un  mouve- 
ment uniforme  perpendiculairement  à  la  trajectoire  du  mo- 
bile. Le  crayon  dessinera  sur  cette  feuille  une  courbe,  dont 
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les  abscisses  représenteront  les  valeurs  du  temps,  et  dont  les 
ordonnées  seront  les  espaces  décrits  par  le  mobile  sur  sa 
trajectoire.  Celte  courbe  est  donc  la  courbe  des  espaces. 

La  première  application  de  celle  méthode  a  été  faite  par 
Eytelwein  à  l'élude  du  mouvement  de  la  soupape  principale 
dans  le  bélier  hydraulique.  Le  mouvement  de  la  soupape  esl 
rectiligne  alternatif,  avec  discontinuité.  Un  crayon,  attaché  à 
la  soupape,  dessinait  une  ligne  sur  une  feuille  de  papier  ani- 
mée d'un  mouvement  uniforme;  celte  ligne  restait  droite  pen- 
dant tout  le  temps  de  l'immobilité  de  la  soupape,  puis  ses 
ordonnées  croissaient  tout  à  coup  pendant  la  période  de  sou- 
lèvement, restaient  constantes  pendant  le  repos  de  la  soupape 
ouverte,  et  revenaient  ensuite  à  leur  valeur  première,  quand 
la  soupape  se  refermait  en  retombant  sur  son  siège. 

La  feuille  de  papier  mobile  reçoit  le  mouvement  d'un 
cylindre  sur  lequel  elle  s'enroule,  et  qui  est  en  communication 
avec  le  mé.  anisme  d'une  horloge.  La  vitesse  angulaire  du  cylin- 
dre doit  être  telle,  que  la  vitesse  linéaire  de  la  feuille  de  papier 
soit  toujours  la  même.  11  faut  pour  cela  que  la  vitesse  du  cylindre 
varie  à  chaque  instant ,  en  raison  inverse  du  rayon  de  la  sur- 
face sur  laquelle  se  fait  l'enroulement  du  papier;  carieras  on  de 
cette  surface  augmente  à  chaque  tour  d'une  nouvelle  épaisseur 
de  papier.  Si  v  est  la  vitesse  constante  de  la  feuille  de  papier, 
r  le  rayon  primitif  du  cylindre,  e  l'épaisseur  de  la  feuille,  li 

vitesse  angulaire  du  cylindre  doit  être      au  commencement 

de  l'observation ,  et  doit  s'abaisser  à  après  n  tours  en- 
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tiers  du  cylindre,  qui  ont  produit  l'enroulement  de  n  épais- 
seurs successives.  On  obtient  ce  résultat  en  faisant  com- 
muniquer l'horloge  avec  le  cylindre,  au  moyen  d'un  fil  qui 
s'enroule  sur  un  lambourde  rayon  constant,  et  se  déroule 
d'une  fusée  conique  montée  sur  le  même  axe  que  le  cylindre. 
C'est  la  disposition  représentée  figure  355. 

A,  cylindre  sur  lequel  s'enroule  la  feuille  F,  en  se  dérou- 
lant du  cylindre  B; 
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OC,  axe  du  cylindre  A; 

C,  fusée  conique  montée  sur  l'axe  00'; 

D,  tambour,  sur  lequel  s'enroule  le  fil,  et  qui  est  mis  en  mou- 
vement par  l'horloge  ; 

MN,  courbe  des  espaces  tracée  par  le  crayon  sur  la  feuille 
mobile  F. 

rs,  droite  tracée  en  môme  temps  sur  la  feuille  par  un  crayon 
fixe. 
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Le  mouvement  de  rotation  du  tambour  D  étant  uniforme,  le 
mouvement  de  rotation  de  la  fusée  C  sera  varié,  et  sa  vitesse 

angulaire  sera  proportionnelle  à -— — ,  s'il  y  a  à  chaque 

■  instant  égalité  entre  son  rayon  pq,  à  l'endroit  où  le  fil  s'en 
sépare,  et  le  rayon  rs  du  cylindre,  y  compris  le  papier  qui  y  est 
déjà  déposé.  Or  rs=r  ■+■  nt.  On  fera  donc  en  sorte  que  pq  soit 
aussi  égal  à  r4-ne,  n  représentant  ici  le  nombre  de  spires  de 
(il  comprises  à  la  surrace  de  la  fusée  entre  le  plan  pq  et  le  plan 
p'tf;  ces  spires  sont  équidistantes,  et  par  suite  la  différence 
pq —  p'q'  est  proportionnelle  à  la  distance  pp'.  La  génératrice 
qq"  de  la  fusée  est  donc  une  ligne  droite. 
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509.  L'appareil  iiu  général  Morin,  représenté  figure 336,  esl 
destiné  ù  étudia-  expérimentalement  les  lois  de  la  chute  des 
corps  pesants. 
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Le  corps  pesant  <i,  i  eprésenté  à  pari  en  D,  reçoit  une  fora* 
cjlindro-conique,  pour  réduire  la  résistance  à   l'air.  Il  est 
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muni  latéralement  d'une  double  paire  d'oreilles,  h  travers  les- 
quelles passent  deux  tringles  verticales  destinées  à  le  guider 
dans  son  mouvement. 

A  l'état  de  repos,  il  est  retenu  en  E  par  une  pince,  qu'on 
peut  ouvrir  en  lirant  le  cordon  F.  Le  corps  pesant  porte  un 
pinceau  chargé  de  matière  colorante,  de  telle  sorte  qu'en 
tombant,  il  laisse  une  trace  bien  visible  sur  une  feuille  de 
papier  enroulée  sur  le  cylindre  vertical  A  A. 

Le  cylindre  est  mobile  autour  de  son  axe,  et  reçoit  d'une 
horloge  une  vitesse  de  rotation  uniforme.  Il  résulte  du  mouve- 
ment vertical  du  poids  et  du  mouvement  propre  du  cylindre, 
que  le  pinceau  trace  sur  le  papier,  non  pas  une  droite  paral- 
lèle à  sa  trajectoire,  mais  une  certaine  courbe  dont  on  pourra 
facilement  étudier  la  forme  après  avoir  déroulé  le  papier  pour 
l'appliquer  sur  une  table  plane.  Celte  courbe  est  représentée 
sur  l'épure  GG'II  de  la  figure  ;  c'est  une  parabole,  tangente  à 
l'horizontale  au  point  6.  Chaque  point  M  de  la  courbe  corres- 
pond à  un  espace  parcouru  égal  à  GP,  et  à  un  intervalle  de 
temps  proportionnel  à  PM,  quantité  dont  s'est  déplacée  en  tour- 
nant la  surface  du  cylindre.  Soient  donc  w  la  vitesse  angulaire 
du  cylindre,  l'espace  parcouru  GP,  et  t  la  durée  du  parcours  : 
on  aura,  en  appelant  r  le  rayon  du  cylindre, 

PM  =  wr  x  t9 
GP  =  «; 

1 

il  sera  par  suite  facile  de  démontrer  la  relation  s  =  ^r/f*;  il 

suffira  de  former  pour  un  grand  nombre  de  points  le  rapport 

j|.  et  de  vérifier  qu'il  est  constant.  Sa  valeur  sera  la  moitié  du 

nombre  g.  On  peut  aussi  reconnaître  que  la  courbe  est  une 
parabole,  en  remarquant  que  les  perpendiculaires  *F,  TF..., 
élevées  sur  des  tangentes  à  la  courbe  mf,  MT...,  aux  points  où 
ces  tangentes  rencontrent  l'horizontale  GT,  vont  concourir  en 
un  même  point  F,  situé  sur  la  verticale  GG';  ce  point  est  le 
foyer  de  la  parabole. 
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510.  L'appareil  à  plateau  tournant, im 
et  appliqué  par  H.  Morin  dans  ses  recherches  sur  le  tirage 
des  voilures ,  sert.  à  étudier  le  mouvement  de  rotation  antaor 
d'unaxe.  . 

Soit  0  l'arbre  tournant,  auquel  on  fixe  invariablement  le 
plateau.  Un  crayon  A,  disposé  de  manière  à  loucher  constam- 
ment b  plateau,  est  porté  par  une  tige  (Y  \  mobile  autour 
d'un  axe  0*,  parallèle  à  l'axe  0  et  animée  d'une  vitesse  angu- 
laire uniforme. 

Si  le  plateau  était  fixe,  le  crayon  y  tracerait  h  drcoiifirence 
ABC  ;  mais  comme  il  est  mobile,  la  ligne  tracée  par  le  crayon 
est  une  certaine  courbe  AA'A",  trajectoire  relative  du  crayon  - 
par  rapport  au  plateau. 

Pour  trouver  la  position  vraie  du  crayon  au  moment  où  il 
occupait  lu  position  A'  sur  sa  trajectoire  relative,  il  suffit  de 
décrire  du  point  0  comme  centre  avecOA'  pour  ra von,  un  arc 
de  cercle  AV;  l'intersection  a'  de 
cet  arc  avec  le  cercle  ABC  sera  la 
position  demandée.  Joignons  0A  et 
OV.  L'angle  A0V  est  la  mesure  du 
temps  qu'a  mis  le  crayon  à  décrire 
l'arc  de  trajectoire  relative,  AA', 
et  pendant  ce  temps  l'arbre  0  a 
tourné  de  l'anglea'OA'. 

On  pourra  donc,  au  moyen  delà 
trajectoire  relative  AA'A",  retrouver 
l'heure  du  passage  du  crayon  aux  différents  points  de  celle 
trajectoire,  et  les  valeurs  des  angles  au  centre  décrits  par  le 
plateau  ;  ce  qui  revient  à  définir  la  loi  du  mouvement  angu- 
laire. 


Fig.  HT. 
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DÉTERMINATION   DE    LA    VITESSE  DES   PROJCCTILES.  —  TAMBOUR  DE 

MATTEI   ET    GROSBERT. 

31 1 .  Cet  appareil  consiste  en  un  cylindre  creux,  AD,  mobile 
autour  d'un  axe  fixe  O'O",  et  fermé  en  A  et  en  B  par  deux 
feuilles  de  papier,  tendues  suivant  ses  sections  droites. 
L'axe  O'O"  est  parallèle  à  la  trajectoire  MN  du  projectile,  et  à 
une  petite  distance  de  cette  trajectoire  ;  quand  la  balle  tra- 
verse le  cylindre,  elle  perce  successivement  les  deux  feuilles 
A  et  B.  Si  le  tambour  était  fixe,  les  deux  trous  a  et  p,  formés 
dans  ces  deux  sections,  seraient  situés  sur  une  parallèle  & 
l'axe  O'O". 

Mais  comme  le  cylindre  tourne  autour  de  son  axe,  il  décrit 
un  certain  angle  pendant  le  temps  que  le  mobile  met  à  aller  de 
la  section  A  à  la  section  B;  de  sorte  que  les  points  p  et  a  ne 
sont  pas  dans  le  môme  méridien  du  tambour.  En  projection 
sur  un  plan  normal  à  Taxe,  on  trouve  un  point  a  par  lequel 
la  balle  est  entrée  en  perçant  la  section  A,  et  un  point  b  par  le- 
quel elle  est  sortie  en  perçant  la  section  B;  l'angle  bOa  est 
l'angle  dont  a  tourné  le  cylindre  pendant  que  la  balle  a  par- 
couru l'espace  *$,  égal  à  sa  longueur. 


B 


H 
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0 

Fig.  338. 


Soit  n  le  nombre  de  tours  du  tambour  par  minute;  la 
vitesse  angulaire  sera  -^  ;  soit  L  la  longueur  du  tambour,  et 
a  l'angle  bOa,  mesuré  directement  après  l'expérience. 

2r» 

Le  tambour,  tournant  d'un  angle  -^  par  seconde,  met 


Pour  déterminer  la  vilesse  d'un  boulet  ou  sortir  de  la  bou- 
che u  feu,  un  emploie  le  pendule  balistique^  dont  la  théorie 
ne  peut  être  donnée  qu'en  dynamique. 

UNUMUra   ÉLHCTB1QUE  DE    M.    MARTIN    DE    BiïETTES. 

Ô)*2.  Le  chranographe  électrique  do  M.  Martin  de  Brelles, 
dotiné  à  résoudre  le  môme  problème  que  l'appareil  décrit 
dans  le  paragraphe  précédent,  repose  sur  l'emploi  des  courants 
d'induclîon  qui  se  produisent  dans  un  circuit  fermé,  au  mo- 
ment de  l'interruption  d'un  courant  voisin. 

Un  pendule  se  mi-ul  le  long  d'une  plaque  métallique  sur 
laquelle  on  a  placé  uuo  feuille  de  papier;  il  porte  une  pointe 
dirigée  vers  la  piaque,  si  Ton  fait  passer  un  courant  parle 
pendule,  l'étincelle  électrique  jaillit  de  la  pointe  à  la  plaque 
CD  perçant  la  feuille. 

Un  premier  courant  est  produit  par  le  jeu  de  la  détente  du 
fusil,  au  moment  où  le  coup  pari  ;  il  donne  sur  le  papier  un 
point  qui  correspond  au  commencement  de  l'expérience. 

Ensuite  la  balle  traverse  successivement  deux  cibles  distan- 
tes l'une  de  l'antre  de  2  mètres  ;  elles  sont  formées  chacune 
d'un  réseau  de  fils  métalliques  très  fins,  à  travers  lesquels  passe 
un  courant  électrique.  La  rupture  du  réseau  de  la  première 
cible  interrompt  ce  courant,  et  fait  naître, dans  le  circuit  allant 
au  pendule,  un  courant  d'induction  qui  marque  un  second  point 
sur  la  feuille  de  papier.  Le  même  phénomène  se  produit 
quand  la  balle  traverse  la  secondecible.  On  a  en  défini  tivesw 
le  papier  trois  points  qui  correspondent,  l'un  au  commen- 
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cernent  de  l'expérience,  les  deux  autres  respectivement  aux 
passages  de  la  balle  à  travers  les  cibles.  Chacun  indique  avec 
exactitude  là  position  du  pendule  à  l'instant  où  l'étincelle  a 
percé  la  feuille  de  papier.  Or  on  connaît  la  loi  du  mouve- 
ment du  pendule  ;  on  peut  donc  déterminer  le  temps  que  le 
projectile  a  employé  à  passer  d'une  cible  à  l'autre,  et  en  dé- 
duire la  vitesse  cherchée. 

Le  chronographe  de  M.  Schultz,  fondé  sur  la  combinaison 
des  courants  électriques  et  du  diapason  pour  la  mesure  des 
durées  très  petites,  permet  de  déterminer  la  loi  du  mouve- 
ment du  boulet  dans  l'âme  du  canon.  L'appareil,  construit 
par  Froment,  donne  la  mesure  du  temps  avec  une  grande 
approximation. 

Signalons  en  terminant  ce  chapitre  les  appareils  de  M.  Lis- 
sajous  pour  l'étude  optique  des  sons  S  ceux  de  M.  Marcel 
Deprez  dans  ses  diverses  recherches  sur  la  pression  des  gaz 
de  la  poudre,  sur  le  retard  de  l'étincelle  d'induction,  sur  le 
mouvement  de  la  locomotive;  ceux  enfin  de  M.  Marey  dans  ses 
études  sur  le  vol  des  oiseaux,  la  marche  des  animaux,  et  sur 
divers  phénomènes  physiologiques.  On  peut  consulter  sur  ces 
différents  sujets  les  ouvrages  suivants  : 

Marey,  De  la  méthode  graphique  (Bulletins  de  la  société  de 
physique,  août  et  septembre  1879).  —  La  méthode  graphique 
dans  les  sciences  expérimentales,  et  principalement  en  physio- 
logie et  en  médecine  (Paris,  G.  Masson). 

Sebcrt,  Mémorial  de  ï artillerie  de  la  Marine,  1875  — bro- 
chures diverses  sur  les  appareils  Marcel  Deprez. 

1  Leçons  professées  à  la  Société  chimique,  1861. 
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Mouvement  elliptique  des  planètes. 

313.  On  peut  abréger  les  démonstrations  données  dans  les 
$S  105  et  106  en  procédant  comme  il  suit. 

Appelons  r  et  r'  les  rayons  vecteurs  M'F,  M'F'  menés  d'un 
point  de  l'ellipse  aux  deux  foyers  (fig.  96);  soient  a  et  b  les 
demi-axes  de  la  courbe,  2a  étant  celui  qui  contient  les  foyers 
F  et  F'.  11  est  facile  de  voir,  en  observant  que  la  normale  M'R' 
est  la  bissectrice  de  l'angle  F'M'F,  que  Ton  a 

M' 11'=*^» 

et  que  l'angle  a=tt'M'F  est  donné  par  l'équation 

b 

cos  a  =  •— —  • 

VÎT' 

On  en  déduit  sur-le-champ 

b* 
M'R'cosot=  -, 
a 

quantité  constante,  ce  qui  démontre  la  proposition  du  g  106. 
En  outre,  on  a  la  relation 

pCOS5ce  =  —  • 


I 


UOL'VEMRST  ELLIPTIQUE 


ni  les  rôsnl- 


Cclte  équation  va  nous  donner  plus  simplement  les  résul- 
tats rclalils  au  mouvement  elliptique  des  planèk-s  (g  1 15). 

Soit  v  la  vitesse  de  la  planète  au  point  A  (lig.  110),  p  \c 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point,  «  l'angle  de  la  nor- 
male AC  avec  le  rayon  vecteur  AS,  j  l'accélération  totale 
dirigée  suivant  AS.  On  aura  pour  la  composante  normale  de 
cette  accélération 

et  par  suite 


Or  v  est  donné  par  l'équation  des  aires 

1  v.at, 

en  désignant  par  T  la  durée  d'une  révolution. 
Donc 

fait         g«aft   _t-*n      C. 


substituant  les  valeurs  de  p  cos  a  =  —  et  de  »  =  -=-  \  /*! , 


conformément  au  résultat  indiqué  g  115.  On  peut  y  parvenir 
encore  plus  simplement  sans  connaître  le  rayon  de  courbure  p. 
i'our  cela  observons  que  l'autre  composante  de  l'accélération 

totale  est 

*■!»■— a— ■ si 


DES   PLANÈTES. 

en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  — 


Donc 


Mais  l'équation 


vdv  =  —  j  ds  sin  a  =  —  j  dr. 


-tV? 


différenliée  nous  donne,  en  chassant  dr'  =  —  dr, 


dv  = 


3na*      dr 


T    r  07^ 


Donc 


vdv  = 


et  enfin 


.__4ir*fl5        i 
•f Tr"Xr5' 
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314.  On  peut  se  proposer  de 
construire  l'ellipse  que  décrira  le 
mobile  A,  connaissant  la  vitesse 
initiale  v  en  grandeur  et  en  di- 
rection, et  sachant  que  l'accé- 
lération j\  constamment  dirigée 
vers  le  point  fixe  S,  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  dislance  AS. 

Az*  a5  1 
On  posera  ;  =  -^ — ;>  et,  puisque   r  et  ;  sont  donnés 

4-V 


Fig.  339. 


quand  le  mobile  est  en  A,  on  connaîtra  le  coefficient 


T2 


Soit  M  la  valeur  de  ce  coefficient. 

La  vitesse  initiale  V  est  donnée  ;  elle  a  pour  direction  la 
droite  donnée  AT,  qui  est  à  une  distance  connue,  SN=p,  du 


■ocTEitn  Eiuragrs  oes  pusètes. 
I  S;  «I  l'on  a  par  conséquent,  d'après  le  théorème  des 


.„J 


M- 


e  i]-.j..uii!#  donnee. 


-ons  sur  ,\S  â  partir  du  point  A  une  longueur 
AB  égale  k  -•  et  nous  élèverons  eu  B  une  perpendiculaire 
sur  AS,  jusqu'à  la  rencontre  en  H  avec  ta  normale  AU  à  la 

combe. 

Le  point  fi  .I.JWUU.»..  au  grand  •«,  tinai  »  uunuw 
sera  SR  ;  et  le  second  loyer  F  sera  à  l'intersection  de  SR  pro- 
longée avec  une  droite  AP  faisant  avec  AB  un  angle 
FAR  =  BAS.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  a  pour  longueur  la 
somme  t'A  -i  AS,  et  l'ellipse  peut  être  tracée,  puisqu'on 
connaît  ses  foyers  et  son  grand  axe. 

315.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  grand  axe,  2a,  de  l'ellipse  ne 
dépend  pas  de  la  direction  AT  dans  laquelle  le  mobile  est  lancé 
avec  la  vitesse  V  à  l'instant  initial. 

En  effet,  abaissons  du  second  foyer  F  la  perpendiculaire 
FT=p'  sur  la  tangenleAT,  On  sait  que,  dans  l'ellipse,  le  pro- 
duit pp'  des  distances  des  foyers  à  une  tangente  est  constant 
et  égal  à  6\  Donc  on  peut  remplacer  b'  par  pp'  dans  l'équa- 
tion 

o~  m    ' 

ce  qui  donne 

Or,  remarquons  que»=rcos  a,  etp'^r'cosa,  en  appelant 
r1  le  second  rayon  vecteur  AF, 
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Donc 

P      r  ' 

et  Ton  a 

M  r*_M  2q  — r 

a  ~~  V*  r  ~"  V*       r      ' 

équation  qui  définit  le  demi  grand  axe  a  en  fonction  des  don- 
nées M,  v  et  r,  indépendamment  de  la  quantité  p,  qui  fixe  la 
direction  de  la  vitesse  initiale. 

problème  (g  145). 

316.  Zfranl  donné  un  système  de  diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipse, trouver  la  grandeur  et  ladirection  des  deux  axes  (fig.  1 44) . 

Notre  démonstration  invoque  le  Ihéorème  d'Apollonius 
a'U  sin  6  =  ab.  Il  est  facile  de  l'en  affranchir,  en  observant, 
avec  M.  Mannheim,  que,  tous  les  points  de  la  circonférence 
OALC  décrivant  des  diamètres  de  la  grande  circonférence  dans 
le  mouvement  épicjcloidal,  le  point  0  parcourt  la  droite  OC 
pendant  que  le  point  L,  extrémité  de  la  droite  OM  prolongée, 
parcourt  la  droile  CL,  perpendiculaire  à  OM.  Donc  il  y  a  une 
position  de  la  circonférence  mobile  dans  laquelle  la  droite  OM 
est  couchée  le  long  de  la  droite  CL,  le  point  0  coïncidant  avec 
le  point  C.  Le  point  M  est  alors  à  l'extrémité  du  diamètre  de 
la  courbe  perpendiculaire  à  OM,  ou  parallèle  à  la  tangente  MT, 
ou  enfin  conjugué  de  CM  ;  en  d'autres  termes,  CM  et  CL  sont 
les  directions,  et  CM  et  OM  les  grandeurs  des  diamètres  conju- 
gués a'  et  V.  Le  théorème  d'Apollonius  est  alors  démontré  sur 
la  figure,  par  l'égalité  OM  xML  =  MBxMA. 


SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  DANS  L'ESPACE. 

31 7.  Le  mouvement  élémentaire  le  plus  général  d'un  solide 
est  un  mouvement  hélicoïdal  (g  159).  Cette  proposition  peut 
êlre  regardée  comme  un  corollaire  d'un  théorème  que  nous 
allons  démontrer. 

Étant  données  dans  V espace  deux  positions  d'un  même  *o- 


M  SUn  LE  MOUVEMENT  UTS  SOUDE 

Iule,  on  petit  toujours  amener  le  corps  de  l'une  de  tes  posi- 

Honi  à  Vautre  par  un  déplacement  hélicoïdal. 

Soient  H  et  M'  les  deux  positions  du  corps.  Considérons 
dans  le  corps  M  un  point  quelconque  A,  qui  aura  son  homo- 
logue en  A'  dans  le  corps  M'.  Imaginons  pour  le  corps  une 
troisième  position,  que  nous  obtiendrons  en  donnant  à  tous 
les  points  de  M'  une  translation  égale  ù  A'A.  Ce  mouvement 
■mènera  le  corps  dans  une  position  M*,  qui  a  avec  M  le  point 
commun  k. 

Pour  amener  le  corps  M  dans  la  position  M',  on  peut  donc 
l'amener  d'abord  dans  la  position  intermédiaire  M",  puis  le 
Faire  passer  de  M*  en  M'  au  moyen  d'une  translation  unique 
ÀA'.  Le  premier  de  ces  deux  déplacements  est  un  déplacement 
conique,  qui  peut  être  opéré  par  une  rotation  unique  autour 
d'une  droite  AL  menée  par  le  point  A. 

Coupons  le  corps  H  par  un  plan  P  normal  à  AL,  et  soit  F  la 
ligure  obtenue  par  cette  section.  Le  mouvement  du  corps  est 
entièrement  défini  par  le  mouvement  de  ta  figure  F,  qui  passe 
en  F  dans  la  position  M",  puis  qui  vient  prendre  la  position 
F'  quand  le  corps  vient  en  H'.  Dans  ce»  deux  mouvements  le 
plan  P  conserve  ton  parallélisme.  En  effet,  la  rotation  au- 
tour de  AL  ne  produit  qu'un  glissement  du  plan  P  sur  lui- 
même,  puisqu'il  est  normal  à  l'axe,  et  la  translation  AA'  n'al- 
tère le  parallélisme  d'aucun  plan  attaché  au  corps  H*.  Donc 
les  deux  figures  F  et  F'  sont  dans  des  plans  parallèles.  Proje- 
tons la  seconde  figure  sur  le  plan  de  la  première  ;  elle  y  for- 
mera une  nouvelle  figure  F",  qui  peut  être  regardée  comme 
une  autre  position  de  la  figure  F  dans  le  plan  P.  On  prut 
faire  coïncider  la  figure  F  avec  F"  par  une  rotation  unique 
autour  d'un  point  0  du  plan  P;  puis  on  amènera  la  figure 
mobile  en  F'  par  une  translation  le  long  de  la  normale  OC 
au  plan  P  menée  par  ce  point  0.  En  définitive,  on  fait  passer 
le  corps  de  M  en  M'  par  une  rotation  autour  «le  la  droite  00', 
et  une  translation  le  long  de  cette  même  droite,  et,  si  l'on 
imagine  que  ces  deux  mouvements  sont  simultanés  et  tous 
deux  uniformes,  ils  donneront  par  leur  coexistence  un  mou- 
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veinent  hélicoïdal  ayant  pour  axe  00',  et  servant  h  faire 
passer  le  corps  de  la  première  à  sa  seconde  position. 

318.  On  voit  que  la  démonstration  repose  sur  ce  fait  que, 
deux  positions,  M  et  M',  d'un  même  corps  étant  données  dans 
l'espace,  on  peut  toujours  trouver  un  plan  P  lié  au  corps  M 
qui,  transporté  en  F  avec  le  corps  M',  reste  parallèle  à  sa  po- 
sition primitive:  cette  proposition  étant  très  importante,  nous 
en  donnerons  ici  une  démonstration  analytique. 

Rapportons  les  divers  points  du  corps  M  à  trois  axes  coor- 
donnés OX,  OY,  OZ,  que  nous  pouvons  supposer  rectangu- 
laires, bien  que  cette  condition  ne  soit  pas  essentielle  à  la 
démonstration.  Rapportons  aux  mêmes  axes  les  points  du 
corps  M'  et  cherchons  quelles  relations  lient  entre  elles  les 
coordonnées  x',  y\  z'  des  points  de  M' aux  coordonnées  a\  y,  % 
des  points  homologues  de  M.  Si  nous  imaginons  que  le 
corps  M,  en  passant  en  M',  entraine  avec  lui  les  axes  coor- 
donnés ,  toul  point  A  du  corps  conservera  ses  coordonnées 
xy  i/,  z  par  rapport  aux  axes  mobiles  ;  ainsi  on  peut  regarder 
x,  y,  z  comme  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport  aux 
axes  OT,  OT,  O'Z'  liés  à  la  position  M',  et  x\  y\  z'  comme  les 
coordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  axes  primitifs 
OX,  OY,  OZ.  On  passe  donc  de  (x,  y,  z)  à  (x\  yf,  z')  parles 
formules  de  la  transformation  des  coordonnées ,  et  Ton  peut 
poser,  par  suite,  les  trois  équations 

y=ï  +  fx*+gy>+htr, 

dans  lesquelles  a,  (î,  y,  û,  6,  c,...  /,  m,  n  sont  des  quantités 
connues. 

Cela  posé,  cherchons  à  déterminer  un  plan  P  tel,  que,  lié 
au  corps  M  et  entraîné  avec  lui  dans  la  position  M',  ce  plan 
reste  parallèle  à  lui-même.  Soit 

(*)  A*  +  By  +  C*  =  D 

l'équation  de  ce  plan,  A,  6,  C  étant  des  coefficients  inconnut 
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qui  définissent  le  parallélisme  du  plan  cherché.  Si,  dans  cotte 
équation,  nous  substituons  à  x,  y,  z  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  x',  y',  z'  données  par  les  équations}  1),  nous  aurons  une 
équation  en  x",  y',  s',  qui  sera  celle  du  plan  I"  rapporté  aux 
axes  OX,  OY,  OZ  ;  on  trouve,  en  faisant  cette  substitution, 
l'équation 

(3)  {An  +  B/-+  CI)  *'  +  (Ai  +  Bj  +  Cm)  y>  +  (Ac  +  BA  +  Cm)  * 

=  D-<A,  +  DS  +  CV), 

et  ce  plan  P'  sera  parallèle  au  plan  P,  si  l'on  a  les  égalités  de 
rapports 

Aa  +  ry+Ci  _  AU-  Btf  +  Cm  _  Ac  +  lU  +  Oi . 
I4)  A Ô  C  * 

ce  qui  donne  deux  équalions  définissant  les  rapports  de  deux 
des  coefficients  A,  B,  C  au  troisième.  Pour  résoudre  ces  équa- 
tions, appelons  X  la  valeur  commune  des  trou  rapports.  D 
viendra  les  trois  équations 

|  i(n-J)  +  D/  +  CJ  =  0, 

(5)        kb  +  *[g  —  l)  +  Cm=Q, 

(  Ac  +  BA  +  C(a-1)=0, 

équations  qui  feraient  A,  B,  C  nuls  à  la  fois,  si  le  tlétermimct 
de  leurs  coefficients  n'était  pas  égal  à  zéro.  On  déterminera 
donc  >.  en  posant  l'équation 


équation  du  troisième  degré  en  X,  qui  donnera  par  consé- 
quent toujours  pour  X  une  racine  réelle.  A  celle  racine  réelle 

correspondent  les  valeurs  réelles  des  rapports  =  >  =*  qui  fixent 

la  position  du  plan  cherché.  On  voit  que  la  solution  ne  dépend 
pas  des  quanlilés  a,  p,  y,  et  qu'elle  laisse  aussi  indéterminé! 
la  quantité  D,  qui  achève  de  fixer  la  position  du  plan  P,  de 
sorte  que  tous  les  plans  parallèles  à  P  jouissent  de  la  même 
propriété  que  le  plan  P,  résultat  évident  a  priori. 
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319.  La  démonstration  fait  voir  qu'il  existe  toujours  unesério 
de  plans  P,  tous  parallèles,  qui  conservent  leur  parallélisme 
dans  le  transport  de  M  en  M';  mais,  comme  l'orientation  du 
plan  P  est  donnée  par  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 
sième degré,  qui  a,  en  général,  une  ou  trois  racines  réelles,  il 
semble  qu'il  puisse  y  avoir  plus  d'une  solution.  Il  est  facile 
de  s'assurer  qu'il  n'en  est  rien,  de  sorte  qu'on  peut  affirmer 
que  l'équation  (G)  n'a  qu'une  racine  réelle  unique.  En  effet, 
si  l'on  pouvait  attribuer  à  X  trois  valeurs  réelles  distinctes,  à 
chacune  correspondrait  une  série  distincte  de  plans  réels,  et 
il  y  aurait  dans  le  corps  trois  plans  P,  Q,  R,  qui,  transportés 
de  M  en  M',  prendraient  des  positions  parallèles  F,  Q*,  R'.  S'il 
en  était  ainsi,  le  corps  pourrait  être  amené  de  M  en  M'  par 
une  simple  translation,  qui  conserverait  le  parallélisme  d'un 
plan  quelconque  lié  avec  lui.  Dans  ce  cas,  les  formules  de 
transformation  (1)  deviendraient  simplement 

x  =  a  +  x*9 

*=•/  +  *', 

ce  qui  revient  à  faire 

«=1  b=0  c  =  0 
f  =  l)  g  =  \  h  =  0 
1=0      m=0      n  =  \; 

ces  valeurs  particulières  introduites  dans  l'équation  (G)  don- 
nent 

i—  x       o         o 

o       î  —  x       o      =o, 

o         o       i-> 

d'où  l'on  déduit  seulement  X=  1,  racine  triple.  L'hypothèse 
des  trois  racines  réelles  n'est  donc  pas  admissible.  En  ré- 
sumé, l'équation  (6)  a  une  racine  réelle  unique,  et  deux 
racines  imaginaires  conjuguées;  à  celles-ci  correspondent 
deux  plans  imaginaires ,  qui  conservent  leur  parallélisme 
comme  le  plan  P  réel. 
L'analyse  complète  ainsi  le  résultat  obtenu  par  la  géométrie. 


1 
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Deux  plans  imaginaires  conjugués  se  coupent  suivant  une 
droite  réelle,  laquelle  doit  conserver  son  parallélisme,  comme 
les  plans  dont  elle  fail  partie.  Or  il  n'en  est  ainsi  que  pour 
les  droites  normales  au  planP;  donc  les  plans  imaginaires 
conjugués  qui  restent  parallèles  à  eux-mêmes  se  coupent 
suivant  des  normales  au  plan  réel. 

32U.  L'introduction  des  imaginaires  en  cinématique  aété  faite 
par  M.  Mannheim1.  Étant  données  deux  positions  d'une  même 
figure  plane  dans  son  plan,  on  reconnaît  aisément  qu'il  etistl 
un  point  réel  0  commun  à  ces  deux  positions  :  c'est  le  point 
autour  duquel  on  doit  faire  tourner  l'une  des  figures  pKf 
l'amener  par  une  rotation  unique  à  coïncider  avec  l'autre. 
Outre  ce  point  réel,  il  y  a  deux  points  imaginaires  qui  restent 
fixes  quand  on  déplace  la  figure  dans  son  plan:  ce  sont  lu 
points  I  et  J,  intersections  communes  de  tous  les  cercles  du 
plan  avec  la  droite  de  l'infini.  En  effet,  si  l'on  joint  à  la  figure 
F  un  cercle  C  quelconque,  ce  cercle  prendra  dans  (a  seconde 
figure  la  posilîon  C,  et  les  deux  cercles  C  et  C  prissent  tous 
deux  par  les  points  I  et  J.  Ces  deux  points  restent  donc  Bm 
dans  le  déplacement  de  la  figure.  Dans  l'espace,  le  dôplucenicni 
d'un  solide  peut  être  considéré  comme  entraînant  une  sphère 
arbitraire,  et  toutes  les  sphères  ayant  une  circonférence  com- 
mune dans  le  plan  do  l'infini,  le  mouvement  du  corps  doit 
être  regardé  comme  entraînant  un  glissement  de  cette  circon- 
férence imaginaire  sur  elle-même. 

Ce  sont  là  des  considérations  de  géométrie  paradoxale,  dont 
il  convient  d'être  très  sobre  en  mécanique.  L'imaginaire  a  ta 
lois  spéciales,  qui  ne  s'étendent  pas  au  monde  réel,  cl  qui, 
généralisées  à  tort,  entraîneraient  des  conséquences  inadmis- 
sibles. Nous  nous  contenterons  de  signaler  le  résultat  suivant. 
Considérons  le  mouvement  d'un  point  imaginaire  déûuî  dans 
un  plan  par  les  équations 

-  Conçrft  de  rAttocialioa  fronçait*  de  WZ,  ù  Ijon,  page  Sî. 


DANS  L'ESPACE.  501 

La  vitesse  totale  v  du  point  sera  constamment  mille ,  bien 
que  le  point  ne  soit  pas  immobile.  On  a  en  effet 


et 


g„rWtPï. 


-(»'+(»'-* 


Il  devait  en  être  ainsi,  en  effet,  pour  un  point  qui  parcourt 
la  droite y=x^ — 1,  droite  le  long  de  laquelle  les  dislances 
de  deux  points  sont  constamment  nulles,  droite  perpendicu- 
laire à  elle-même,  asymptote  d'un  cercle  quelconque  ayant 
l'origine  pour  centre,  etc. 

321.  La  méthode  analytique  que  nous  avons  employée  pour 
étudier  le  déplacement  d'un  solide  dans  l'espace,  peut  être 
appliquée  aussi  au  problème  du  déplacement  d'une  ligure 
plane  dans  son  plan.  Proposons-nous  de  démontrer  que 
quand  une  figure  plane  occupe  successivement  deux  positions 
dans  son  plan,  ces  deux  positions  ont  un  point  commun ,  à 
distance  finie  ou  infinie. 

Rapportons  les  points  M  de  la  figure  à  des  axes  rectan- 
gles OX,  OY,  entraînés  dans  son 
mouvement  ;  et  rapportons  les  po- 
sitions successives  de  la  figure, 
ou  de  ces  axes,  à  deux  axes  fixes 
O'X',  O'Y',  qui  coïncident  à  un 
certain  instant  avec  les  axes  mo- 
biles OX,  OY. 

Le  point  M  de  la  figure  mobile 
a  par  rapport  aux  axes  OX,  OY  les 
coordonnées  x,y;  par  rapport  aux  axes  fixes,  il  a  les  coor- 
données x\%J;  enfin,  le  point  M  se  trouvait  en  (M)  lorsque  les 
axes  YOX  coïncidaient  avec  les  axes  Y'OT. 

Appelons  a  et  £  les  coordonnées  du  point  0  par  rapport 


Fig.  310. 
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aux  axes  Y'OT,  et  soit  ?  l'angle  doat  il  faut  faire  tourner  le 
système  d'axes  autour  du  point  0,  nouvelle  origine,  pour 
l'amener  fi  la  position  YOX  qu'il  doit  occuper. 
On  aura  les  formules  de  transformation 

^  =  a  +  *cosf  —  jsinp, 
y'=S  +  isLn?  +  ytosç. 

Cherchons  les  coordonnées  du  point  commun  aux  dcui 
positions  de  la  figure.  Il  suffit  de  poser  x'=zx  et  y  =  y,  et 
de  résoudre  les  deux  équations 


i  — cos?)  -j-  i/siilç  =  a. 


_  a(l  —  a»*?)  —  priny  _  a      g  M 


pour  les  coordonnées  du  point  C  cherché. 
Pour  construire  ce  point,  mettons  les  équations  précé- 
dentes sous  la  forme 


équation  d'une  droite  qui 
contient  le  point  Cj  cette  droite  est  ta  perpendiculaire  élevée 
au  point  I,  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  positions  0 


I 
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et  0'  de  l'origine.  On  achève  de  déterminer  le  point  C  en 
cherchant  la  longueur  CI.  Or  on  a 


»-(.-•©•+(-  5D"-(ï+5)-i- 


Donc 


CIzziCKIcotl, 

2 


et,  par  conséquent,  l'angle  O'CI  est  égal  à  la  moitié  de  l'angle 
<p,  et  l'angle  0/C0  est  égal  à  l'angle  9  lui-même.  On  peut  donc 
amener  les  axes  Y'O'X'  dans  la  position  YOX  en  les  faisant 
tourner  autour  du  point  C  d'un  angle  9,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

On  pourrait  objecter  que  la  distance  CI,  comme  on  Ta 
calculée,  convient  à  la  fois  au  point  C  et  au  point  symétrique 
de  C  par  rapport  à  O'O.  Mais  l'indécision  n'est  pas  possible  si 
l'on  se  reporte  aux  équations  qui  donnent  a:  et  y  en  grandeur 
et  en  signe.  Le  point  C  doit  toujours  être  situé  d'un  côté  de 
la  droite  00'  tel,  que  la  rotation  qui  amène  O'C  à  coïncider 
avec  OC  s'effectue  dans  le  même  sens  que  la  rotation  du 
système  d'axes  autour  de  la  nouvelle  origine  0. 

Si  le  déplacement  est  infiniment  petit,  et  qu'on  désigne 
par  wet  y  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  vitesse 
du  point  O7,  et  par  <*>  la  vitesse  angulaire  de  la  figure  autour 
du  même  point,  on  aura 


Donc 


a  = 

i«fr, 

P  = 

vdi% 

9  = 

*><#. 

cot 

5 

cot 

<ùdt 

2    " 

i 

_   2    . 

tang 

*><// 
2 

"~  unit' 

x  et  y  deviendront  alors  les  coordonnées  du  centre  instan- 
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tané  de  rotation,  et  l'on  aura 

'—■î     2e0  a—  a       s  x«rf/"     » 

a       »  ,    0      urff        2         i-rff        .  « 


en  négligeant  les  termes  infiniment  petits  par  rapport  à  ccuï 
ifua  l'on  conserve. 

Le  rapport  *« montre  que  le  point  C  est  sur  la  droite 


normale  à  00';  on  a  de  plus  0C,  =  œ,  +  j,=  - 


V 


donc  0*C  =  ->  V  étant  la  vitesse  totale  du  point  0'.  La  fij 

tourne  autour  du  point  C,  de  l'angle  <adt. 

322.  Proposons-nous  de  clterclier  si  une  droite  y=ax+b 
de  la  figure  mobile  conserve  ton  parallélisme  dans  le  passage 
de  la  position  Y'O'X'  à  la  position  YOX. 

On  passe  des  coordonnées  (x',%/)  aux  coordonnées  (x,y)  par 
les  équations 

i  =  [*•-  a)  cm?  +  W—  »iln*. 
y  =  (y*  —  B)  cosç  -  (*■  —  «)tlnf; 

de  sorte  que  l'équation  de  la  droite  dans  sa  seconde  position, 
rapportée  aux  axes  fixes  Y'OT,  est 

(y'_p)cos»-(I'-a;îinç  =  nl{*'-«)co»,  +  (y'-e)fint]  +  *. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  dans  sa  première 
position  était  a;  dans  sa  seconde  position,  rapportée  aux 
mêmes  axes,  il  est  égal  à 


ctKip  —  a  si  n  f 


On  devra  donc  avoir  pour  le  parallélisme  des  deux  positions 

giny  +  naMy  _ 
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ou  bien      sin  ?  =  — a*  sin  s. 

On  en  déduit  soit    sin  ?  =  0,  avec  a  indéterminé, 
soit    a'= — 1,  avec?  indéterminé. 

Donc,  ou  bien  l'angle  y  est  nul  ou  égal  à  «;  ou  bien  a  est 
imaginaire  et  égal  à  ±V— ■»•  Dans  le  second  cas,  qui  est  le 
cas  général,  les  droites  imaginaires  y  =  ±zxy/—  î+i  sont 
les  seules  qui  conservent  leur  parallélisme.  Parmi  ces  droites, 
celles  qui  passent  au  centre  C  restent  immobiles.  Dans  le 
premier,  toutes  les  droites  restent  parallèles  a  elles-mêmes 
de  la  première  à  la  seconde  position  de  la  figure,  1*  lorsque 
la  figure  a  subi  un  mouvement  de  translation  (9— 0); 
2*  lorsque  la  figure  a  subi  une  rotation  de  180"  (?—*). 

523.  M.  Cyparissos  Stephanos  a  rattaché  la  théorie  des 
centres  de  rotation  des  figures  planes  à  celle  des  images, 
ou  des  figures  symétriques  par  rapport  &  une  droite. 

Soient  une  première  position  AB  d'une  figure  plane,  A'B'  une 
seconde  position  dans  son  plan.  On 
peut  toujours,  d'une  infinité  de 
manières,  trouver  une  figure  ab 
telle,  que  les  figures  AB  et  A'B' 
soient  les  symétriques  de  la  figure 
ab  par  rapport  à  deux  droites  OP, 
OP',  convenablement  choisies. 

Soit  0,  en  effet,  le  centre  autour 
duquel  on  doit  faire  tourner  la 
figure  AB  pour  l'amener  &  coïnci- 
der avec  la  figure  A'B'.  Ce  point 
est  à  l'intersection  des  perpendi- 
culaires ÎO.I'O,  élevées  sur  le  mi- 
lieu des  droites  AA',  BU',  et  la 
ligure  tourne  autour  du  point  O  de 
l'angle  A0A'  =  BOB'. 

Par  le  point  O  menons  une  droite 
arbitraire  0P,  et  construisons  la  figure  ab,  symétrique  de  AB 
par  rapport  à  OP.  Les  droites  Aa,  B6  seront  perpendiculaires 
&  0P,  et  divisées  aux  points  «  et  £  en  deux  parties  égales. 


F%.SB. 
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Joignons  aV,  b\}';  ces  droites  seront  parallèles,  et  si  du 
point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  leurs  directions, 
elle  les  coupcia  MM  points  «'  et  &'  en  deux  parties  égales. 
Considérons  en  effet  la  circonférence  qui  aurait  le  point  0 
comme  centre,  et  qui  passerait  par  les  points  A  et  A'.  Celte 
circonférence  passe  aussi  par  le  poinl  a,  puisque  OA  =  0a, 
et  elle  est  pur  conséquent  circonscrite  au  triangle  Ao.V.  Le 
point  0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit,  si  l'on  joint  ce 
point  au  poinl  milieu  a'  du  côlé  A'a,  la  droite  Oa'  est  perpen* 
dieu  la  ire  à  ce  coté;  elle  coïncide  donc  avec  la  droile  ûf 
abaissée  du  point  0  perpendiculairement  à  a.V.  On  reconnut 
en  même  temps  que  a»'  est  parallèle  à  ÀA'  et  égal  à  la  nioitii) 
de  cette  droite.  De  plus,  l'angle  *'0«  est  égal  à  l'angle  inscril 
AaA',  lequel  esl  la  moitié  de  l'angle  au  centre  AOA',  dont  on 
fait  tourner  la  figure  quand  on  passe  de  la  première  position  J 
la  seconde.  Il  en  résulte  que  les  milieux  a',  p',  ...  des  droite» 
A'n,  IVI>,  ...  sont  tous  situés  sur  une  même  droite  01",  qu'on 
obtient  en  faisant  l'angle  POP'  égal  à  la  moitié  du  déplace- 
ment angulaire  de  la  future  quand  elle  passe  de  AB  en  AU". 

Les  deui  positions  AB,  A'B'sonl  donc  les  symétriques  dent 
même  figure  ab,  donl  la  position  est  arbitraire,  puisqu'elle 
dépend  de  la  position  assignée  au  miroir  01* ,  lequel  n'ed 
assujetti  qu'à  la  condition  de  passer  par  le  point  0. 

Si  l'on  fait  tourner  le  miroir  01"  autour  du  point  0.  e« 
laissant  fixe  la  figure  ab.  In  figure  A'IS'  se  déplace  autour  d> 
poinl  0,  en  subissant  un  déplacement  angulaire  doutilfilt 
déplacement  angulaire  du  miroir.  A  la  limite,  quand  ' 
miroir  P'  se  confond  avec  le  miroir  P,  la  figure  A'B'sec» 
fond  avec  la  figure  AB;  ce  qui  fournit  une  vérification,'1 
même,  à  la  rigueur,  une  démonstration  du  théorème. 

324.  Cela  posé,  considérons  trois  posilioiissuccessitesi 
même  figure  dans  son  plan,  et  déterminons  les  trois  centro 
0,  0'  0",  autour  desquels  doivent  s'opérer  les  rotations  p 
amènent  la  figure  mobile  de  la  première  position  à  la  seconi 
de  la  seconde  à  la  troisième,  de  la  troisième  à  la  premifl* 

Soit  a  un  point  de  la  première  position,  et  suit  0  le  ces" 
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autour  duquel  il  faut  faire  tourner  la  figure  dont  le  point  a 

fait  partie,  pour  l'amener  dans  la  seconde  position.  Le  point 

a  décrit  dans  cette  rotation 

un  arc  de  cercle  qui  Ta-  ,~- — ^         ^'         ^ 

mène  en  6  et  l'on  a  Oa =06.         /  \/ 

L'angle    aOb    est  l'angle       /  ^^ll*^^**         î 

dont  la  figure  a  tourné.  \  jS^^^ 

Soit  0'  le  second  centre       \        /    V' 
de  rotation,  celui  autour  x -^  '     \ 

duquel  il  faut  faire  tour-  ,'     ^ -^: 

ner  le  point  b  pour  l'aine-  \  °  ; 

ncr  dans  sa  troisième  po-  \  / 

sition  en    c.    Si   Ton   se 
donne  les  trois  positions  n  543 

a,  b,  c  d'un  même  point, 

et  les  deux  centres  0  et  0'  qui  rattachent  a  à  6,  cl  b  h  c,  on 
peut  en  déduire  le  troisième  centre  0",  qui  rattache  c  h  a. 

En  effet,  projetons  b  sur  00'  au  point  I,  et  prenons  le  point  P 
symétrique  de  b  par  rapport  à  00'.  On  aura0P=06=0a; 
si  donc  on  joint  al\  et  qu'on  prenne  le  milieu  K  de  cette 
droite,  OK  sera  perpendiculaire  à  la  base  aV  du  triangle 
isoscèle  aOP.  De  même  joignons  Pc,  et  prenons  le  milieu  L 
de  cette  droite;  la  droite  O'L  sera  perpendiculaire  sur  Pc. 
Les  deux  droites  OK,  O'L  se  coupent  en  un  point  0",  qui  sera 
le  troisième  centre  cherché.  Car  il  résulte  de  la  construction 
qu'on  a  (fa=  0T=0"c;  on  voit  de  plus  que  l'angle  aO"c  est 
double  de  l'angle  00"0',  de  sorte  que,  dans  le  passage  de 
la  figure  (c)  à  la  figure  (a),  les  distances  des  points  au  cen- 
tre 0*  restent  les  mêmes,  et  les  angles  décrits  par  les  divers 
rayons  (fc  sont  tous  égaux  entre  eux  ;  le  point  0"  est  donc 
le  centre  autour  duquel  la  troisième  rotation  doit  s'effectuer. 

Le  point  P  est  à  la  fois  le  point  symétrique  des  trois  points 
a,  6,  c,  par  rapport  aux  trois  côtés  du  triangle  OO'O";  or 
les  points  a,  6,  c  sont  les  trois  positions  successives  d'un 
même  point  quelconque  de  la  figure  mobile,  et  l'ensemble 
des  points  P  qui  correspondent  à  chaque  point  de  cette  figure, 
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constitue  la  ligure  symétrique  dos  trois  positions  (a),  [b],  (c). 
On  arrive  dune  a  ce  beau  théorème  de  M.  Stephanos  : 

Étant  données  trois  positions  successives  d'une  mimt 
figure  plane  dans  son  plan,  ces  trois  positions  peuvent  être 
considt'rée*  comme  tes  images  d'une  même  figure  (P),  nue 
dans  les  trois  miroirs  représentés  par  les  droites  00',  00*, 
0*0,  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  de  rotation  ser- 
vant a  passer  d'une  position  à  une  autre. 

Si  l'on  donne  aux  trois  positions  de  la  ligure  mobile  les 
numéros 

i.         3,         s, 

les  centres  de  rotation  pourront  recevoir  les  numéros 

l.s.  S.!,  3.1. 

et  les  droites  de  jonction  00'  O'C**,  0"0  les  numéros 

13. Ï5.  M. 31,  31.12. 

On  voit  qu'à  la  ligure  l  correspond  le  côté  51. 12  du  triante 
à  la  ligure  2  te  coté  12.-23,  à  la  figure  3  le  côté  23.51. 

La  même  Ihéorie  a  été  élendue  par  l'auteur  aux  déplace- 
ments d'un  solide  dans  l'espace. 

525.  M.  Chastes  a  démontré,  dans  le  mémoire  qui  fait  suite 
a  son  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des 
méthodes  en  géométrie,  que,  lorsqu'une  ligure  de  forme  quel- 
conque éprouve  un  déplacement  infiniment  petit,  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  de  celle  ligure  envelop- 
pent une  seconde  ligure  qui  est  corrélative  de  la  première. 
Ce  théorème  résulte  de  ce  que  l'équation  du  plan  normal  à 
l'élément  rectiligne  décrit  par  un  point  ne  contient  qu'au  pre- 
mier degré  les  coordonnées  de  ce  point,  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  les  deux  ligures  soient  corrélatives, 
c'est-à-dire  pour  que  toul  plan  de  l'une  corresponde  à  un  point 
de  l'autre,  toute  droite  à  une  droite,  tout  point  à  un  plan.  Ce 
théorème  se  trouve  généralisé  dans  le  même  mémoire,  H 
s'applique  à  un  déplacement  fini  quelconque,  pourvu  qu'on 
substitue  aux  plans  normaux  aux  trajectoires  des  divers  points. 
les  plans  élevés  perpendiculairement  au  milieu  des  droite  j 
qui  joignent  les  deux  positions  extrêmes  d'un  même  point'  ! 


=\ 
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MOUVEMEKT  ÉPICYCLOÏDAL   PLAN    (g   194). 

326.  Considérons  un  point  quelconque  M  d'une  circonférence 
A  MB,  de  diamètre  arbitraire  AB=a,  tangente  en  A  aux  courbes 
PQ  et  RS  ;  soit  MAB  =  a.  La  distance  MA = p  sera  égale  à  a  cos  a, 
et  le  rayon  de  courbure  p  de  l'épicycloïde  engendrée  pnr  le 
point  M,  quand  la  courbe  PQ  roule  sur  RS  en  entraînant  la 
circonférence,  est  donné  par  la  formule 


_      P*      _ 


p  = 


a1  cos1  a 


p— Kcosa      acosa  —  Kcosa      a  —  K 


Il  est  facile  de  voir,  d'après  cette  équation,  que  le  lieu  des 
centres  de  courbure  C  des  épicycloîdes  décrites  par  les  points  M 
de  la  circonférence  AB  est  une  circonférence  ACD. 

En  effet  t 


AC  =  MC-AM 
=  p —  a  cos  a 


=  (^K-fl)C0Sl 


Ka 


a  — K 


cos  a, 


et  le  point  C  est  la  projection,  sur  la  droite  MA  prolongée,  d'un 

Ka 

point  fixe  D  pris  sur  AN  à  la  distance  AD=   »« 

Ces  deux  circonférences  AB, 
AD  sont  réciproques,  c'est-à- 
dire  que,  si  Ton  considère  les  épi- 
cycloîdes engendrées  par  les  di- 
vers points  de  la  circonférence 
AD  roulant  sur  PQ  avec  la  courbe 
RS,  les  centres  de  courbure  de 
ces  courbes  seront  situés  sur  la 
circonférence  AMB.  En  effet,  MC 
est  80*4  bien  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'épicycloïde  décrite  par 
M  qoand  AB  est  mobile,  que  le 
rayoo  de  courbure  de  l'épicy- 
cloiéb  décrite  par  C  quand  AB  reste  fixe  et  que  AD  subit 
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le  mouvement.  Ou  peut  d'ailleurs  vérifier  celle  réciprocité 
par  les  formules.  Soi! 


Le  rayon  de  courbure  p'  de  l'épicycloùte  décrite  par  ls 
point  C  sera  égal  à 


~'-"""~(_^-<)° 


et  l'équation  du  lieu  des  centres  de  courbure  sera  par  consé- 
quent 

.        ,         ta  /a*—Za\ 

ce  qui  ramène  au  cercle  AMB. 

327.  Cherchons  encore  quel  est,  fi  un  inalant  donné,  lo  lieu  (les 
centres  de  courbure  C  des.épi- 
cycloîdes  décrites  a  cet  instant 
par  les  divers  points  H  d'une 
droite  LL'  liée  à  la  figure  mo- 
bile. 

Soient  MAB  =  a,p  =  AM  les 
coordonnées  polaires  du  point 
H.  L'équation  de  la  droite  sera 

a  étant  la  distance  AP  de  la  ng.su. 

droite  au  pôle,  et  f,  l'angle  PAB 
de  la  perpendiculaire  à  la  droite  avec  l'axe  polaire  A.B. 
Le  point  C  aura  pour  coordonnées  polaires 
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d'ailleurs, 

r      p  —  Kcosa 

Donc, 

7>K  co««  a 


r=p  — p= 


p —  Kcosa 

■ 

Éliminant  p,  il  vient  pour  l'équation  polaire  du  licv 

Kcosa  X 77 — r 

COS(p-a) 

r  =  ■  ■  • 

a 

—  cosa 


cos(p-a) 


Revenons  aux  coordonnées  rectangles,  en  prenant  pour  axe 
des  x  la  tangente  AX,  et  pour  axe  des  y  la  normale  AN.  On  aura 

y                     x               ,_     x      scosfj-f  wsinS 
cosa=-»       sina  =  — ,        cos(p-a)  = y » 

Cl 

y      «cosM-ysinp 

A.  —  P^  ., 

r ar aKy . 


r  =. 


( ^ — *-?  -  K~)       ar  —  K^  (*cosp  +  ysinp) 

Vrcosp  +  ysinp  r/  r v         i*  i  »       r/ 

ou  bien,  en  chassant  le  dénominateur, 

ar*  —  Ky  (scos  p  -f-  y  sin  p)  =  aKy  ; 

ou  enfin 

«!**  +  y1)  —  Ky  (arcos  p  -f-  y  sin  p)  =  aKy, 

équation  d'une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  au  point  A, 
et  qui  touche  Taxe  AX  en  ce  point. 


328.  La  démonstration  donnée  §  196  peut  être  simplifiée  par 
l'emploi  de  l'analyse.  Prenons  pour  axes  coordonnés  (fig.  195) 
les  droites  AK,  AN;  soient  et  et  (J  les  coordonnées  du  point  M; 
celles  du  point  C,  qui  est  silué  avec  le  point  M  sur  une  droite 
passant  par  l'origine  A, pourront  être  représentées  par  — Xa, 
— X{),  X  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  MC,  et  le 
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igné  —  indiquant  que,  sur  la  figure,  les  points  M  el  C  sont 
îés  de  divers  colésde  l'origine.  Si  l'on  fait  AK  =  A,  abscisse 
du  point  K  où  se  coupent  les  deux  droites  MK.CK.lcs  équations 
le  ces  deux  droites  seront 


I 


_     *3 


(*_ h]       pour  HK, 
[x  —  h)     pour  CK. 


Les  longueurs  AF,  AG  représentent,  ou  signe  près,  les  or- 
données à  l'origine  de  ces  droites,  et  sont  données  en  faisant 
x  =  0  dans  les  équations.  On  a  ainsi 


¥* 

=  —  ÀG  = 

—  >  '-.li 

Do 

i 
ÂË 

ne 

V" 

1 

"y" 

A  — h 
"    {JA 

,  *  +  >« 

T    ISA 

«  — 

Id  +  A  +  la 
VSA 

xs  ' 

quantité  constante,  indépendante  de  A. 
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329.  La  démonstration  du  g  203  peut  encore  être  donnée  sons 
la  forme  employée  dans  le  g  185.  La  vitesse  du  point  H  {fig.  203) 
est  égale  à  uX  HP,  et  elle  est  dirigée  perpendiculairement  m 
plan  qui  passe  par  le  point  H  el  l'axe  OA.  Prenons  sur  l'axe 
une  longueur  OA— m,  et  joignons  OM,  MA.  Le  triangle  OMA 
aura  pour  aire  la  moitié  du  produit  OA  x  MP,  ou-J»xMP, 
et  la  projection  de  la  vitesse  sur  un  axe,  l'axe  OZ,  par  exemple,' 
sera  par  conséquent  égale  au  double  de  la  projection  du 
triangle  OMA  sur  le  plan  XOY.  Or  les  coordonnées  du  point 
A  sont 

*    ff-    •■; 
celles  de  H  sont 
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La  surface  du  triangle  projeté  sur  le  plan  XOY  a  pour  me- 
sure, au  signe  près, 

5  {py — q*)- 

Donc,  en  doublant  le  résultat,  et  faisant  abstraction  pro- 
visoirement du  signe, 

dz 

Tt=py-g*. 

Les  autres  équations  se  déduisent  de  celle-là  par  permuta* 
tions  tournantes.  On  détermine  ensuite  le  signe  par  une  hypo- 
thèse simple,  en  faisant  coïncider,  par  exemple,  l'axe  de  rota- 
lion  avec  Taxe  OX,  et  en  cherchant  le  sens  du  déplacement 
d'un  point  du  corps  situé  sur  Taxe  OY. 

Au  fond  le  problème  qu'on  vient  de  traiter  ne  fait  qu'un 
avec  celui  du  §  185,  et  il  n'est  pas  surprenant  que  la  même 
démonstration  fasse  connaître  la  solution  pour  tous  deux. 
On  a  démontré  (g  184)  que  l'accélération  complémentaire, 
dans  le  mouvement  relatif,  est  le  double  de  la  vitesse  de 
f  extrémité  de  la  droite  qui  représente  la  vitesse  relative, 
quand  elle  subit  la  rotation  u>  autour  de  Vaxe  instantané  du 
système  de  comparaison. 

La  recherche  des  composantes  de  l'accélération  complé- 
mentaire revient  donc  à  la  recherche  des  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  qui  fait  partie  d'un  système  solide  assujetti 
à  tourner  autour  d'un  certain  axe,  c'esl-à-dire  au  problème 
traité  dans  le  paragraphe  précédent. 


DES   ACCÉLÉRATIONS  D'ORDRE   SUPÉRIEUR    AU   PREMIER. 

330.  La  notion  de  vitesse  dans  le  mouvement  d'un  point  se 
déduit  de  la  comparaison  du  mouvement  donné  avec  le  mou- 
vement rectiligne  et  uniforme  qui,  à  un  certain  instant,  en 
diffère  le  moins  possible.  De  même,  la  notion  d'accélération 
résulte  de  la  comparaison  entre  le  mouvement  du  point  et  le 

MÊC.   C0LLI6509.  33 
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mouvement  parabolique,  uniformément  varié  en  projection, 
qui  serre  de  plus  prés  le  mouvement  considéré.  On  peut  aller 
plus  loin  et  généraliser  ces  définitions  :  imaginons  qu'à  partir 
d'un  certain  instant,  pris  pour  origine,  les  fonctions  du  temps 
qui  expriment  les  coordonnées  du  point  mobile  par  rapport  à 
trois  axes  fixes,  soient  développables  en  séries  convergentes, 
ordonnées  suivant  les  exposants  croissants  du  temps  /.  On 
pourra  imaginer  le  mouvement  d'un  point  qui  serait  ré- 
glé par  ces  mômes  séries,  réduites  aux  termes  d'un  ordre 
déterminé  et  des  ordres  inférieurs;  les  divers  coefficients 
des  puissances  de  1  conservées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  diverses  dérivées  des  coordonnées  par  rapport  au  temps, 
feront  connaître  les  accélérations  des  divers  ordres.  L'accé- 
lération, telle  qu'elle  a  été  définie,  peut  être  regardée  comme 
une  vilesse  du  second  ordre;  elle  a  pour  composantes  suivant 
les  axes 


% 


On  dira  de  même  que  les  dérivées  du  ri™  ordre, 

tCx      <Py      tt*x 
dp'    dp  '    Jl»' 

considérées  comme  dirigées  respectivement  suivant  les  trots 
aies,  sont  les  composantes  de  V accélération  de  Fordre  n  —  1, 
ou  de  la  vitette  de  l'ordre  n. 

Les  théorèmes  démontrés  pour  l'accélération  simple  s'éten- 
dent, moyennant  certaines  modifications,  aux  accélérations 
d'ordre  supérieur.  Nous  en  donnerons  un  exemple. 

Considérons  le  mouvement  d'un  point,  que  nous  rapporte- 
rons, à  partir  de  l'époque  t=Q,  à  trois  axes  rectangulaires 
particuliers,  savoir  la  tangente  h  la  trajectoire,  prise  dans  le 
sens  du  mouvement,  la  normale  principale  dirigée  vers  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire,  et  la  binormale,  ou  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Si  l'on  développe  les  va- 
leurs de  x,  y,  %  suivant  les  puissances  de  t,  on  aura  trois 
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équations  de  la  forme 


z  =  ait  +  aj*  +  atp+ +  *»<"  + 

y=         V  +  V  + +  Mn  + 

*  =  <tf3+ 4-^*  + 


a,  est  la  vitesse,  2at  et  26,  sont  la  composante  tangentielle 
et  la  composante  normale  de  l'accélération,  et  z  est  du 
3"*  ordre  au  moins,  puisque,  suivant  la  binormale,  il  n'y  a 
pas  de  composantes  d'accélération  ni  de  vitesse.  Les  accéléra- 
tions de  Tordre  n — 1  auront  respectivement  pour  composantes 
suivant  les  axes 

d*x 

—  =n(n  — 1) 3.2.1xaa, 

tt*u 

— j  =  n(fi  —  1) 3.2.1x6g, 

—  =  n(n  —  1) 3.2.1  Xr„, 

de  sorte  que  ces  composantes  s'obtiendront  en  multipliant  les 
coefficients  an, frn, cn  par  le  produit  Ix2x3x...xn. 

Or  ces  coefficients  peuvent  être  déterminés,  par  la  considé- 
ration du  mouvement  lui-même,  en  fonction  de  l'écart  entre 
la  position  exacte  du  point  au  bout  du  temps  l,  et  la  position 
que  lui  assigneraient  les  termes  d'ordre  n  —  1 ,  pris  seuls,  c'est- 
à-dire  la  position  qu'aurait  le  point  soumis  à  la  vitesse  et  aux 
accélérations  d'ordre  n— 2  au  plus,  que  possède  le  point  donné» 
Les  composantes  de  cet  écart  projeté  sur  les  3  axes  sont,  en 
effet, 

l  =  x  —  aâ*  —  aj*  —  ajr' —  a„_i*»-i  =  anln  -}- 

yj  =  y  —  bit*  —  bif —  bn  _  i/«  -  •  =  bHl*  + , 

Ç  =  z  —  r5*s  —  r4** —  cH  -  if*  - l  =  cHl*  + 

Divisant  par  t*>  et  faisant  ensuite  tendre  t  vers  zéro,  il  vient, 
à  la  limite, 

an  =  lim.  ^ , 
^  =  lim  .£, 
rm  =  lim.  £, 
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nom  (  =  0.  Quand,  dans  ces  équations,  on  fait  n  =  2,  on  re- 
trouve la  méthode  qui  nous  a  servi  (g  02)  à  déterminer 
l'accéléra  lion  du  premier  ordre. 

Les  accélérations  d'ordre  supérieur  oui  été  l'objet  des  re- 
cherches de  plusieurs  géomètres  moilernes,  qui  ont  été  con- 
duits à  généraliser  les  théories  connues  de  l'accélération  dam 
le  mouvement  relatif  et  dans  le  mouvement  épicycloidal. 
Ces  résultats  ont  un  intérêt  théorique  incontestable,  mais  ils 
paraissent  appartenir  plutôt  â  la  géométrie  ou  à  l'analyse  qu'à 
la  mécanique,  laquelle  réclame  seulement,  en  général,  l'em- 
ploi des  accélérations  du  premier  ordre,  les  seules  que  nous 
ayons  considérées. 


RELATION    ENTRE  LES   RATONS   DE    COURBDRE    DES    DEDX    PROFILS 
EN  PRISE    (g    220). 

331-  L'équation  dite  de  Savary  est  due  k  Euler. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  deux  points  qui,  sur  les 
deux  profils  en  prise,  viennent  à  se  confondre  en  un  seul, 
quand  les  deux  points  B  et  D  (fig.  232)  traversent  ensem- 
ble la  ligne  des  centres,  sont  situés  à  des  distances  du 

•  .   n    .     i                 .•            .i          dacosa  ,, 

point  F  égales  respectivement  à  px pour  lun,  cl 


dscosa 


p  —  P   ' 


p'  x    , -  pour  l'autre  profil.  L'arc  de  glissement  du  est  h 

différence  de  ces  deux  arcs,  et  l'on  a  l'équation 
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formule  identique  à  celle  du  g  216.  En  effet,  on  a 

9-P      p'+/>      (?-p)[p'+P)      r\p-p^9'  +  P/ 

Or,  l'équation  de  Savary  donne 

COStt  COSq    _  1         1 

p-j>  +  p'+j>"~R  +  ii'' 
Donc, 


ENGRENAGES   A   DÉVELOPPANTES   DE   CERCLE    (g    231). 

332.  Aux  avantages  de  l'engrenage  à  développantes  signalés 
dans  le  texte,  il  faut  ajouter  celui  de  permettre  des  variations 
dans  la  distance  des  deux  axes.  Deux  roues  à  développantes, 
construites  pour  engrener  ensemble  dans  une  certaine  position 
relative,  pourront  encore  engrener  ensemble  si  l'on  altère 
cette  position  relative.  La  circonférence  primitive  d'une  roue 
à  développantes  de  cercle  est  une  circonférence  arbitraire, 
concentrique  à  la  circonférence  qui  sert  au  tracé.  Les  deux 
roues  étant  placées  comme  on  voudra,  on  trouvera  les  cir- 
conférences primitives  particulières  qui  correspondent  à  la 
distance  de  leurs  centres,  en  menant  une  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  cercles  OP,  O'F;  le  point  A,  où  cetle  tan- 
gente coupe  la  ligne  des  centres,  est  le  point  de  contact  des 
deux  circonférences  primitives,  et  les  conditions  de  l'engre- 
nage sont  encore  satisfaites,  quelle  que  soit  la  distance  00'. 

TRACÉ  DES   ENGRENAGES  (g    232). 

333.  M.  Léauté  a  fait  connaître ,  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  sciences  (1878-79)  et  dans  le  Journal  de 
l'École  Polytechnique  (1879),  des  règles  très  simples  pour  la 
substitution  d'arcs  de  cercle  aux  diverses  courbes  qu'on  peut 
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«mployer  pour  le  Iracé  des  dents  d'engrenage.  Ces  règles  sont 
une  application  des  méthodes  de  M.  Tchebichoff  pour  la  sub- 
stitution d'une  fonction  de  forme  déterminée  à  une  fonction 
donnée  quelconque,  qu'elle  doit  représenter  avec  la  plus 
grande  approximation  possible  entre  des  limites  définies. 

problème  on  g  212. 

554.  Trouver  la  fïaction-compri&eentre  deux  fractions  don- 
nées f  y  qui  soit  exprimée  par  les  moindreM  nombres  x  et  y. 
I,n  méthode  indiquée  peut  être  transformée  comme  il  suit. 

Si  -  est  >•  r  et  <-=,  le  numérateur  x  est  un  entier  coin* 
y  b  d 

pris  entre  -?  et  J;  si  donc  on  forme  les  deux  suites 


a        Va        Za 

3'    d'    T'' 


■on  trouvera  la  solution  en  prenant  le  plus  petit  multiplicateur 
y  qui  amène -'■?  et—  a  comprendre  un  nombre  entier  uni- 
que ,  lequel  sera  le  nombre  x.  La  condition  a  remplir  s'ex- 
prime par  l'équation 

£  (  )  désignant  la  valeur  entière  de  la  quantité  placée 
entre  parenthèses,  et  l'on  aura 

—(S)- 

y  étant     moindre  nombre  qui  satisfasse  &  l'équation  (1). 
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Exemple  : 

a__  16         e_17 

Formons  les  deux  suites,  en  indiquant  les  valeurs  en- 
tières : 

Les  valeurs  entières  restent  égales  tant  que  le  multiplicateur 
n'est  pas  14.  On  a 

,TrXlô  =  0,.f,  rrrr  X  13  =  O,  .  ,  • 

SX14  =  8....  SX14  =  9..-. 

Différence  des  valeurs  entières  =1. 

La  solution  cherchée  est  donc 

Eëx")_o 

14  ~~14* 

535.  L'emploi  des  fraclions  continues  permet  d'éviter  ces  tâ- 
tonnements. Développons  en  fractions  continues  les  deux  fraC- 
CI         C 

tions  données  t  et  j;  les  deux  fractions  continues  qui  les 

représentent  auront,  en  général,  un  certain  nombre  de  déno- 
minateurs communs,  et  ne  commenceront  à  différer  qu'à 
partir  d'un  dénominateur  d*un  certain  rang.  On  aura,  par 
exemple, 


+M+... 


et 


+5+i 

*      .     s*    % 

G  -J"  •  • 


TUÉORIE  DES  ENGRENAGES 

les  deux  fractions  ne  commençant  à  différer  qu'aux  dénomi- 
nateurs de  même  rang  S  et  5'.  Cela  posé,  la  fraction  continue 

qui  a  pour  dénominateurs  les  dénominateurs  communs  aux 
deux  précédentes,  sauf  le  dernier  S",  qui  doit  être  compris  entre 

£  et  3',  sera  comprise  entre  *  et  -,,  et  sera  la  plus  simple  pos- 
sible, si  î"  est  le  plus  petit  entier  compris  entre  î  et  3', 

Appliquons  celle  méthode  aux  fractions  prises  pour  exemple 
10 i 

3  +  9 


on  reconnaît  sur-le-champ  que  la  solution  la  plus  simple  est 


.  On  trouverait  d'autres  solutions,  un  peu  moins  simples,  en 
mettant  à  la  place  du  dernier  dénominateur  4,  les  nombres 
5,  6  et  7,  intermédiaire.;,  comme  4,  entre  3  et  8;  cela  con- 
duirait aux  fractions  intercalaires 


336.  On  peut  aussi  résoudre  le  problème  par  une  construction 
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graphique;  il  suffit  de  former  un  quadrillage  en  traçant  dcut 
séries  de  parallèles  rectangulaires  et  équidislantes.  A  toute 
intersection  M  du  quadrillage 
correspond  une  fraction, dont 
le  numérateur  est  égal  à  l'or- 
donnée Ma,  et  le  dénominateur 
à  l'abscisse  On  ;  la  fraction  me- 
sure l'inclinaison  de  la  droite 
OM.  Soit  M'  un  second  point, 
correspondant  à   une  autre 

M'a'  , 

Oo 
tercalaires  seront  représen- 
tées   par    les     intersections 

comprises  dans  l'angle  MOM'  indéfiniment  prolongé,  et  la 
plus  simple  fraction  correspond  à  l'intersection  P,  la  plus 
voisine  de  l'origine  0.   On  reconnaît  ainsi  immédiatement 

l 
que  la  fraction  ^  est  la  plus  simple  fraction  qu'on  puisse 


.  1  ..2 


insérer  entre  j  et  ■%•  Viennent  ensuite  5.  puis  71  ou  =.  frac 

2 
tion  déjà  trouvée,  puis  =.  etc. 


CALCUL  APPROXIMATIF  DE  L'ÉCART  DE   LA  COURBE  A  LONGUE  INFLEXION. 


557.  Reprenons  la  question  traitée  au  g  278,  et  appelons  : 

a  la  longueur  commune  des  deux  balanciers  Oa,  0 V  ; 

26  la  longueur  de  la  bride  aa',  dont  le  milieu  i  décrit  la 
courbe  à  longue  inflexion  ; 

8  l'angle  d'écart  aOA.  du  balancier  supérieur  par  rapport  à 
sa  position  moyenne  ; 

(f  l'angle  d'écart  correspondant  a'  CCA'  du  contre-balancier 
par  rapport  à  sa  position  moyenne; 

a  l'écart  angulaire  maximum  du  balancier  Oa,   ou  du 


balancier  0' 

leurs  limites  extrêmes, 

plus  loin  ; 

x  et  y  les  coordonnées  du  point  i  qui  décrit  le  lieu,  xt,  tjt, 
et  x,,  yt  les  coordonnées  des 
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les   deux  angles  G  et  0'  atteignant  à  la   fois 
a,  comme  on  le  reconnaîtra 


points  a  et  a',  extrémités  de 
la  bride  aa';  enfin  m  et  n  les 
coordonnées  du  centre  0,  et 
m,  —  n  celles  du  centre  0". 
On  aura 


la  bride  AA' étant  égaleà 
2fc,  et  l'abscisse  du  point  l 
par  rapport  aux  axes  IX,  lï. 
1  —  cos  a 


étant  —  a  - 


l'or- 


donnée du  mc-me  point  étant  n,  on  a 

en  observant  que « =  sin*  -5-  On  voit  que  b  diffère 

très  peu  de  n  lorsque  l'angle  a  est  suffisamment  petit,  et  que 
a  n'a  pas  une  trop  grande  valeur. 

On  aura  ensuite,  en  substituant  les  valeurs  de  m  et  de  V 
dans  les  équations  (3),  (5)  et  (7)  de  la  page  437  : 


(3) 


[îacos'l 


=  — m  +  ecos8'  = 

-«■[COSB+C**') 

■a  4m1  +  ia'sin* 


■T  +  [«"  +  «  («n  B  —  *in  S'il 
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L'équation  (7)  lie  entre  elles  les  variables  0  et  0'.  Elle  se 
prête  à  de  nombreuses  réductions  ;  si  nous  développons  les 
calculs  indiqués  dans  le  premier  nombre,  il  vient  en  effet  : 

4a«cos4-|—  4a«cosf  £(cos«J  +  cos  00  -f  a*(cosfe  +  cosf0'  +  2  cosOcosO')  +  4m* 
+  4ajt(sin6  —  8in(0  +  «,(sin16  +  sin1^  —  SsinOsine')  =  4»1  +  4a«sin*  |  > 

équation  qui  se  réduit  d'abord  à 

4a«fcos«  |  —  sin4  |j  —  4a«cos«  |  (cosô  +  cos6')  +  2a»[t  +  cos(6  +  0';1 

-f-  4<m(sin6  —  sin  6')  =  0. 

On  peut  observer  ensuite  que  Ton  a  identiquement 

cos*  «I  —  sin*  ^  =  ( cos«  f  —  sin«  |  j  ( cos1 1  +  sin1  | j 

«    OC  .      m     OC 

=  cos1  -5  —  sin1  ■£  =  cos  oc. 

Divisant  par  4a\  il  vient  en  définitive  l'équation 

cosot—  cos*  |(cos0  +  cosO')  +  j  (sine  -  sin 60  +  !  "*"  ^ (6  +  6)  =  0. 

On  peut  vérifier  sur  cette  équation  que  Ton  a 

0'  =  0  pour  0  =  0, 

et 

C  =  0  pour  6  =  =fc  a, 

de  sorte  que  0'  est  égal  à  0  pour  trois  valeurs  particulières  de 
cet  angle. 

Les  coordonnées  a:  et  y  du  point  décrivant  sont  données 
par  les  équations  (1)  et  (2)  de  la  page  436;  elles  deviennent, 
en  introduisant  les  angles  0  et  0', 

x  =  Xl~tX%  =  a  a  (cos  V  —  cosô), 
y  =  ^^=|a(sintf  +  sin0). 

Si  Ton  veut  étudier  l'écart  du  point  i  par  rapport  à  la  droite 
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1Y  qu'on  se  propose  de  lui  faire  décrire  approximativement, 
on  n'a  qu'à  étudier  la  valeur  de  l'abscisse  x,  lorsque  9  varie 
de  —  ià  +  «. 

Celte  variable  x  serait  constamment  nulle  si   l'on   avait 
constamment  0'  =  0.  Posons  d'une  manière  générale 


e  sera  un  arc  très  petit,  dont  nous  pourrons  négliger  le  carré 
et  les  puissances  supérieures.  Nous  aurons  donc 


sin(l'  =  6iii(0  +  «)  =  siii9+  ecosO, 
tDrt*  =  coa  (9  +  0  =  cosS  —  isinO, 


Substituons  aussi  les  valeurs  approximatives  de  cos  G'  ei  sin  rt' 
en  fonction  de  e  dans  l'équation  de  condition  qui  lie  les 
angles  6  et  6'.  Il  viendra 

cosa— cos*-|(3cw8  — esinB)  —  — COsB  +  Cos'B  — stsin2B=0. 


en  observant  que 
et  que 

l+cos(fl  +  B'}_l-)-cos2B      1 


(2ft  + 1)  =  cos29  —  esinîs 


L'équation  transformée,  résolue  par  rapport  à  s,  donne 

cosa  —  2cw,-3COs8  +  *°s'9 


-cosO  +  aSinîB  — cos* -jsinO 

L'écart  linéaire  x  est  le  produit,  changé  de  signe,  de  t 

a    ■    „ 
par  T  sin  6. 

L'angle  a.  a  pour  valeur,  dans  le  tracé  de  Watt,  18'  5G'  et 
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0  reste  en  valeur  absolue  au-dessous  de  cette  limite.  Si  nous 
regardons  ô  et  a  comme  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  e  sera  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre  et  x 
du  cinquième. 

Posons  en  effet,  en  nous  arrêtant  à  la  quatrième  puis- 
sance de  0, 

.     e»    o* 

<»i*  =  l— j  +  jj. 

04       04  O4 

cosa  —  cos* «I cosO  -f  cos*6  =  I  cos a  —  2co**  ^  +  1 1 

+  (cos«|-l)o* 


-fc-M)- 


Le  premier  terme  entre  crochets  est  identiquement  nul  ; 
quant  aux  suivants,  on  a,  au  même  degré  d'approximation, 


«»  a4  a*  .    a4 


cos«--l  =  -T  +  j^r6  =  -7  +  r8 


» 


1  a 
008   2       1_  1 a*  a4  1       _  l_af       a^ 

12         3"~l3      12.4 + 12. 10.3      Z^      ï      48  +  57tt' 

et  le  numérateur  de  e  se  réduit  à 

(-;+s)M-i-»+&]*— i^-"-». 

en  négligeant  tout  ce  qui  dépasse  le  quatrième  ordre. 

Le  dénominateur  se  réduit  approximativement  à  une  quan- 
tité finie,  ->  et  Ton  a  par  conséquent,  pour  les  petites  valeurs 
de  0, 


t=     «e«(««-o«), 


la  itf  Je  déniée  ae  x  par  rapport  à  y  est  donc  nulle 
pnw  y  =  0,  ce  q*i  donne  x=  0,  c'est-à-dire  a  l'origine  :  puis 

ce  qoî  correspond  à 

.ti  «v .  iT 
*=±S6  —  Vis" 

La  tangente  est  verticale  aux  points  ponr  lesquels  on  a 
ce  qui  donne  d'abord  y  =  0,  pour  l'inflexion  à  l'origine,  et 

ordonnées   qui   correspondent  à  la  pins  grande  valeur  de 
l'écart  x. 


RECTIFICATION    DE   PRIORITE  (g  308). 

538.  La  première  application  d'un  appareil  enregistreur  à 
l'observation  d'un  phénomène  n'est  pas  celle  qu'Eylclwein  a 
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faite  au  mouvement  de  la  soupape  du  bélier  hydraulique. 
Dès  1734.  D'Ons  en  Bray  avait  employé  le  même  procédé  pour 
l'enregistrement  des  indications  de  son  anémomètre  (Voir  les 
Mémoires  de  l'ancienne  Académie  des  sciences). 


SUR  DIVERS   APPAREILS  PROPRES    A   GUIDER   UN    MOUVEMENT    RECT1UGNE 

(§  281). 

359.  Nous  avons  fait  déjà  connaître  le  parallélogramme  de 
Watt  (g  279)  et  le  réciprocaleur  Peaucellier  (g  281),  qui  tous 
deux  donnent  une  solution  du  problème  qui  consiste  à  guider 
un  point  en  ligne  droite.  Le  premier  appareil  ne  fournit  qu'une 
solution  approximative,  mais  il  n'exige  que  trois  tiges  OAir 
CA',,  A,A',  (fig.  303,  page  435),  pour  mener  un  point  I,,  ou 
cinq  tiges  pour  mener  les  deux  points  I,  et  K,  ;  le  second,  qui 
donne  une  solution  rigoureuse,  exige  sept  tiges,  OA,  OB,  AC, 
CB,  BD,  AD,  IC  (fig.  309,  page  442),  pour  mener  un  seul 
point  D. 

Il  existe  un  certain  nombre  d'autres  appareils  qui  résolvent 
la  question.  Nous  en  ferons  connaître  quelques-uns. 

M.  Perrolaz,  de  Thonon,  a  transformé  le  réciprocateur  Peau- 
cellier  de  la  manière  suivante  : 

Deux  diamètres  AB,  CD  d'un  cercle  sont  mobiles  autour  du 
centreO;  aux  points 
A  et  C  sont  articu- 
lées deux  tiges  éga- 
les AE,  CE  ;  et  aux 
points  D  et  B  deux 
autres  liges  égales 
aux  premières  DF, 
BF.  Les  trois  points 
0,E,  F  sont  sur  une 

ligne  droite,  perpendiculaire  à  la  fois  au  milieu  des  cordes 
AC,  DB,  et  l'on  a  les  égalités  El  =  FK  et  01  =  OK.  On  en  déduit 

OE  =  El  —  OI, 
OF  =  El  +  01. 


fig.  318. 


,mihu:ii.s  l'h.ï['!',]-,s  *  i-niii.i; 


OfcX  OF  =  EP  —  01*  —  (ÂK*  —  AI!)  —  (AO*  —  ÂP)  =  AK*  —  ÏÔ*, 


quantité  constante.  Donc  l'appareil  est  rèciprocateur,  el  si  l'on 
assujettit  le  point  E  a  décrire  une  circonférence  passant  par 
le  point  fixe  0,  le  point  F  décrira  une  droite.  Cet  appareil 
exige  sept  brides  comme  l'appareil  de  M.  Peaucellier. 

340.  Le  rèciprocateur  de  Harl  est  fondé  sur  une  propriété 
des  trapèzes  inscrîplilùes  dans  le  cercle. 
Soit  ABCD  un  polygone  articulé  comprenant  deus  cotés 
AB  et  CD,  égaux  entre  eux,  dont  les 
extrémités    sont    réunies    par  deux 
brides  égales  entre-croisées,  BC,  AD. 
Ce  quadrilatère,  qui  devient  un  tra- 
pèze isoscôle  quand  on  joint  AC,  BU, 
est  inscriptiblednnslecercleâ  cause 
de  l'égalité  des  angles  BAD,  BCD,  et 
l'on  a  l'égalité 
'8'  ADxCB  =  ACxBD  +  BixCD, 

d'où  résulte  que  le  produit  AC  x  BD  des  cotés  variables  est 
constant,  et  égal  à  la  différence 

K»  =  ADxCB  —  BAxCD. 

Par  un  point  H  pris  sur  AB,  menons  la  droite  MNP,  parallè- 
lement aux  cotés  AC,  BD  ;  les  points  N  et  P,  où  elle  rencontre 
les  deux  diagonales,  seront  fixes  sur  celles-ci,  car  elle  les 
partage  dans  le  rapport  des  segments  AM,  MB.  On  a  de  plus,  à 
cause  des  parallèles  MN,  AC,  et  MP,  BD, 

D.Uxg, 

ÏP=BDx^. 


Donc, 


MB  X  HP  =ACxBDX5^ 
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quantité  constante.  Si  Ton  fixe  le  point  M,  le  point  P  décrira 
une  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu  décrit 
par  le  point  N  ;  il  décrira  une  droite,  si  N  décrit  une  circonfé- 
rence passant  par  le  point  M. 

L'appareil  de  Hart  ne  demande  que  cinq  tiges,  savoir  :  les 
quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  du  polygone  articulé,  et  la  bride 
:  qui  oblige  le  point  N  à  décrire  un  cercle  passant  par  le 
point  M. 

341 .  Un  ingénieur  espagnol,  M.  Horace  Bentabol,  a  proposé 
un  guide  rectiligne  fondé  sur  un  autre  principe.  Soit  AC  la 
droite  que  doit  décrire  le  point.  Prenons  de  chaque  côté  de  celte 
droite  deux  centres  symétriques  0 
et  0*,  et  installons  quatre  tiges, 
OB,  BA,  O'B',  B'A,  égales  et  symé- 
triques deux  à  deux,  articulées  aux 
points  0,  B,  A,  B',  0\  Il  est  clair 
que,  si  Ton  oblige  les  points  B  et  B' 
à  rester  constamment  symétriques  L-r^^JL 
l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la 
droite  AG,  le  point  A  ne  pourra  se 
mouvoir  que  suivant  la  droite  AG. 
Pour  y  arriver,  M.  Bentabol  réunit 
les  deux  points  B,  B'  par  deux  bri«  Fig.  sbo. 

des  égales  BD,  B'D',  à  deux  secteurs 

égaux  et  symétriques  F,  F',  qui  oscillent  autour  des  points 
0  et  (y  en  restant  tangents  l'un  à  l'autre  au  point  L  Pour 
obliger  les  deux  secteurs  à  se  mouvoir  symétriquement,  il 
faut  et  il  suffit  qu'ils  roulent  l'un  sur  l'autre  au  point  I, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'ils  engrènent  l'un  avec  l'autre  ; 
le  mouvement  angulaire  de  l'un  étant  égal  au  mouvement 
angulaire  de  l'autre,  puisque  les  rayons  des  circonférences 
primitives  sont  égaux,  les  deux  secteurs  resteront  symé- 
triques s'il  ont  été  symétriquement  montés  lors  de  la  pose 
de  l'appareil.  M.  Bentabol  emploie  pour  cet  engrenage,  qui 
n'est  soumis  à  aucun  effort,  le  système  sans  frottement  de 
White,  ou  au  moins,  un  système  à  denture  échelonnée,  qui 
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réduit  le  glissement  à  une  très  faible  limite.  Le  jeu  laissé  à 
cet  engrenage  doit  Cire  le  plus  petit  possible. 

En  général,  l'appareil  est  double,  et  la  lige  CA  du  piston 
est  articulée  en  A  à  un  goujon,  dont  les  deux  extrémités 
s'assemblent  dans  les  deux  guides  placés  parallèlement,  l'un 
devant  la  lige,  L'autre  derrière. 

M.  Betitabol  propose  comme  types  les  proportions  suivantes: 
OB  =  0'B'  =  5,OI  =  0'i  =  6,BA  =  BA'  =  7.  La  plus  grande 
obliquité  de  AB  avec  la  droite  AC  ne  dépasse  pas  45';  l'oscil- 
lation des  secteurs  est  limitée  à  25*  au  maximum.  Le  rayon 
OU  doit  faire  un  angle  droit  avec  la  bissectrice  du  secteur  F 
auquel  il  csl  attaché. 


machine  a  marcher,  de  m.  toiencheff1. 

542.  M.  Tchebicheff  a  réalisé  récemment  un  dispositif  dans 
lequel  un  point  d'une  tige  de  longueur  invariable  décrit  sen- 
siblement une  ligne  droite  pendant  une  partie  de  son  parcours, 
puis  se  trouve  soulevé  et  effectue  la  seconde  partie  de  son 
trajet  suivant  une  trajectoire  courbe,  qui  le  ramène  a  la 
première  extrémité  de  sa  course  rectiligne.  La  tige  mobile 
est  guidée,  comme  dans  le  parallélogramme  de  Watt,  par 
deux  de  ses  points  assujettis  à  décrire  des  circonférences.  La 
détermination  la  plus  convenable  des  rayons  de  ces  circonfé- 
rences et  des  segments  de  la  droite  constitue  un  problème 
d'approximation  que  les  méthodes  de  M.  Tchebicheff  donnent 
le  moyen  de  résoudre.  Nous  nous  bornerons  ici  à  en  faire 
connaître  les  résultats. 

0  et  C  sont  les  deux  centres  de  rotation,  établis  sur  une 
ligne  horizontale,  par  exemple;  OA,  O'B  sont  les  deux  rayons 
qui  rattachent  aux  centres  0  et  0'  les  points  A  et  B  de  la  tige 

latMmutiqua  de  France,  t  XII,  n>  6,  aitact  <U 
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rccti ligne  ABC;  le  point  décrivant  est  le  point  C,  sur  le  prolon- 
gement du  segment  AB.  On  fait  O'B  =  AB  =  BC,  et  Ton  déter- 
mine les  dimensions  de  l'appareil 
i  n  prenant 


AB  =  OAx 


00'  =  0AX 


3  + v/7. 

2 


— -»  - 


Cela  posé,  si  Ton  fait  décrire  au 
point  A  la  moitié  de  la  circonfé- 
rence OA  située  à  droite  de  la 
verticale  XX',  le  point  C  décrit 
sensiblement  la  portion  rectiligne 
m'm  de  sa  trajectoire;  quand  en-  ng.  331. 

suite  le  point  A  décrit  la  demi- 
circonférence  de  gauche,  le  point  C  est  soulevé  et  parcourt  Tare 
de  courbe  mpm'.  On  peut  attacher  au  point  C  une  tige  CD, 
qui  tombe  librement  suivant  la  verticale,  et  qui  figure,  par 
exemple,  la  patte  d'un  éléphant;  elle  pose  à  terre  quand  le 
point  C  et  CD  parcourt  m'm,  elle  se  soulève  et  quitte  le  sol 
quand  le  point  C  parcourt  Tare  mpm!.  On  peut,  en  groupant 
convenablement  quatre  appareils  semblables,  conjugués 
enlre  eux,  obtenir  des  mouvements  alternatifs  des  pattes, 
qui  imitent  la  marche  de  l'éléphant1. 

M.  Tchebicheff  avait  précédemment  construit  un  tabouret 
soutenu  par  un  système  de  tiges  articulées,  qui  pouvait  se 
déplacer  latéralement  sans  changer  de  hauteur,  entre  certai- 
nes limites,  par  le  simple  jeu  des  articulations* 
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343.  Nous  empruntons  au  rapport  de  M.  Hirsch  sur  les  ma- 
chines  et  les  appareils  de  la  mécanique  générale  à  VExposi- 


1.  Voir  le  journal  Science  et  Nature,  vol.  III,  ix*  60, 17  jan?icr  1885,  article 
tle  M.  Értewrd  Lucas. 
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tion  de  1878.  l'indication  de  quelques  disposilifs  qui  pré- 
sentent un  certain  intérêt  au  point  de  vue  de  la  cinématique. 


UMBMHflM  DE  li    tUCnUiK   A    TAPEDfl  MALESCHEFF. 

3î4.La  lige  PA  du  piston  de  la  machine  est  articulée  en  A  à 
une  bride  AB,  au  milieu  1  de  laquelle  est  attachée  la  bielle  01 
qui  met  en  mouvement  l'arbre  tour- 
nant projeté  en  0.  On  a  rigoureu- 
sement OI=JA  =  IB.  Si  donc  on 
fait  en  sorte  que  le  point  B  décrive 
*  rigoureusement  ou  approximative- 
ment une  droite  OX,  perpendicu- 
laire ft  0A,  la  bielle  01  tournera 
autour  du  point  0,  et  le  mouve- 
ment recliligne  alternatif  du  piston 
sera  transformé  en  mouvement  cir- 
culaire continu  de  la  bielle  01.  Celte 
bielle  est  le  quart  de  la  course  du 
piston,  au  lieu  d'en  être  la  moitié, 
comme  dans  la  transmission  ordinaire.  Pour  assujettir  le 
point  B  à  décrire  sensiblement  la  droite  OX,  on  articule  l'ex- 
trémité B  de  la  tige  AB  au  milieu  d'une  autre  bride  CD, 
dont  les  extrémités  C  et  D  sont  assujetties  à  tourner  autour 
de  points  fixes  0'  et  0".  Dans  ces  conditions,  si  les  para- 
métres de  la.  construction  ont  été  convenablement  déter- 
minés, le  point  B  décrit  une  courbe  à  longue  inflexion  de 
Watt,  qui  diffère  peu  de  la  ligne  droite  OX.  La  condition  i 
remplir  consiste  à  assurer  approximativement  le  parallélisme 
de  la  droite  BE  qui  joint  le  point  B  au  centre  instantané  £ 
de  la  droite  mobile  CD. 


TBANSMIS6I0M    BOURDON. 


315.  M.    Charles  Bourdon  a  donné  plusieurs  moyens  de 
transmettre  à  l'aide  de  bielles  un  mouvement  de  rotation  cou- 
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tinu  d'un  arbre  à  un  arbre  parallèle,  sous  la  condition  que  les 
vitesses  de  rotation  soient  égales  et  de  sens  contraires.  L'appli- 
cation principale  de  ce  dispositif  se  fait  aux  bâtiments  qui 
sont  mis  en  mouvement  par  deux  hélices;  il  est  essentiel  de 
les  faire  tourner  en  sens  contraires,  pour  maintenir  la'posi- 
tion  verticale  du  bâtiment. 

Soient  0,  (Y  les  deux  axes  de  rotation.  Si  Ton  prend  deux 
points  A  et  B  sur  les  deux  roues  0  et  0',  la  connexion  directe 


Fig.  553. 

de  ces  deux  points  assurerait  des  vitesses  angulaires  égales 
et  contraires  aux  deux  roues  quand  la  droite  AB  couperait  au 
milieu  la  droite  00'  qui  joint  les  centres.  Mais  le  rapport 
des  vitesses  serait  altéré  dès  que  la  rencontre  des  deux  droites 
serait  en  dehors  de  ce  point  milieu.  Au  lieu  de  cette  con- 
nexion directe,  M.  Bourdon  brise  la  bielle  au  point  C,  en 
assujettissant  le  point  D,  milieu  de  la  droite  AC,  à  parcourir 
la  droite  00'.  A  cet  effet,  l'articulation  D  est  maintenue  dans 
une  glissière  dont  00'  est  la  ligne  moyenne  ;  et  la  bielle  AG 
est  en  outre  articulée  à  une  petite  bielle  CB,  qui  s'articule 
au  point  A  de  la  seconde  roue. 

Le  lieu  décrit  par  le  point  C  est  une  courbe  fermée  du 
4me  ordre,  qui  diffère  peu  du  cercle,  lorsqu'on  choisit  conve- 
nablement les  paramètres  de  l'appareil.  Si  l'on  fait  faire  un 
tour  à  l'arbre  0,  l'arbre  0'  fera  un  tour  en  sens  contraire. 
Hais  le  rapport  des  vitesses  n'est  pas  rigoureusement  con- 
stant dans  l'intervalle  du  tour. 

ARBRE  FLEXIBLE   DE  STOW. 

346.  Le  joint  universel  permet  de  courber  un  arbre,  en 
conservant  sensiblement  la  même  vitesse  angulaire,  lorsque 
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l'angle  des  deux  éléments  consécutifs  est  voisin  de  deux  angles 
droits.  Cela  posé,  si  l'on  imagine  un  arbre  formé  d'éléments 
1res  courts,  réunis  deux  à  deux  par  des  joints  universels,  on1 
aura  un  arbre  qu'on  pourra  infléchir  comme  on  voudra,  à  la 
façon  d'une  corde,  sans  qu'il  cesse  de  transmettre  la  rotation 
autour  de  ses  divers  éléments  rectiligncs.  Cette  solution  a  ètè 
imaginée  et  réalisée  par  M.  Kurtz,  mécanicien  à  Paris. 

M.  Stow  compose  son  arbre  flexible  d'une  première  couche, 
formée  de  fils  métalliques  enroulés  jointivement  en  hélice 
dans  un  sens,  autour  d'un  noyau  de  très  petit  diamètre;  au- 
tour de  cette  couche  il  entoure,  en  sens  contraire,  une  seconde 
couche  de  fils  ;  puis  une  troisième  autour  de  la  seconde,  une 
quatrième  autour  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  cnjren- 
versant  à  chaque  fois  le  sens  de  l'enroulement.  On  forme  de 
cette  manière  six  a  sept  couches  alternées,  et  on  les  renferme 
dans  une  dernière  enveloppe  flexible.  Le  tout  forme  une 
corde  qu'on  peut  courber  comme  on  veut;  et  si  l'on  commu- 
nique à  son  premier  élément  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  sa  ligne  d'axe,  tous  les  éléments  suivants  participent 
bientôt  à  ce  mouvement,  sans  qu'il  y  ait  aucune  tendance  au 
déplacement  de  la  ligne  moyenne. 

TAMBOURS  A  VITESSES  VARIABLES  DE  ICI.  BATAILLE  ET  BLOOH,   DE  LILLE. 

347.  Les  tambours  de  MM.  Bataille  et  Bloora  ont  la  forme 
d'un  double  cône,  dont  la  surface  latérale  est  partagée  égale- 
ment et  alternativement  en  secteurs  pleins  et  en  secteurs 
vides.  Deux  doubles  cônes  pareils  sont  montés  sur  le  même 
arbre,  de  manière  que  les  pleins  de  l'un  passent  à  travers  les 
vides  de  l'autre.  L'un  est  fixe,  l'autre  est  mobile  le  long  de 
l'axe.  Dans  ces  conditions,  on  conçoit  qu'on  peut  librement 
rapprocher  les  deux  cônes  ou  les  écarter  entre  certaines  li- 
mites, et  qu'on  pourra  faire  varier  par  conséquent  le  diamèlre 
de  la  circonférence  suivant  laquelle  se  coupent  mutuellement 
leurs  deux  surfaces,  et  qui  forme  pour  ainsi  dire  la  gorge  de 
la  poulie  constituée  par  leur  ensemble. 
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Qu'on  place  deux  systèmes  semblables  en  regard  l'un  de 
l'autre,  sur  deux  axes  parallèles,  et  qu'on  fasse  passer  une 
courroie  ou  une  corde  au  fond  des  deux  gQrges  formées  par 
les  intersections  ;  on  pourra  régler  à  volonté  le  rapport  des 
rayons  des  cercles  entre  lesquels  la  communication  est  éta- 
blie, rapport  qui  est  l'inverse  du  rapport  des  vitesses  angu- 
laires. 

Une  crémaillère,  mise  en  mouvement  par  une  vis  sans  fin, 
permet  d'agir  à  la  fois  sur  les  deux  cônes  mobiles  de  chaque 
système,  et  de  conserver  constante  la  somme  des  rayons  qui 
sont  en  prise,  condition  nécessaire  pour  que  la  corde  reste 
toujours  tendue. 


ru. 
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A 


Abatage,  427. 

Aberration  de  la  lumière,  101. 

Accélération  tangcnticlle,  33;  —  to- 
tale, 121  et  suiv.  ;  —  dans  le  mouve- 
ment circulaire  uniforme,  129;  — 
dans  le  mouvement  curviligne,  124  ; 

—  dans  le  mouvement  projeté,  139  ; 

—  en  coordonnées  polaires,  154;  — 
de  glissement,  —  tangentielle,  — 
centripète,  —  complémentaire,  155  ; 

—  centrale,  175;  —  totale,  lorsque 
la  vitesse  aréolaire  est  constante, 
164;  —  complémentaire,  273;  — 
centrifuge  composée»  283;  —  dans 
le  mouvement  relatif  et  dans  le  mou- 
vement épicycloïdal,  273,  290,296; 

—  dans  le  mouvement  épicycloïdal 
sphérique,  312  ;  —  d'ordre  supérieur 
au  premier,  513. 

Action  du  vent  sur  les  girouettes  mo- 
biles, 99. 
Ailettes,  468. 
Airet  (théorème  des),  156. 
AHuchon$%  348. 

ÀMPtES,  3. 

Angle  de  contingence,  131  ;  —  de  deux 
directions  dans  l'espace,  189;  — 
d'avance,  444. 

Anneaux,  325. 


Appareil  réciprocateur  de  M.  Peaucel- 
lier,  442;  —  de  M.  Hart,  —  de 
M.  Perrolaz,  527, 528  ;  —  pour  l'ob- 
servation des  mouvements,  479;  — 
enregistreurs,  483;  —  du  général 
Norin,  484;  —  de  M.  Ben  ta  bol,  529. 

Application  du  théorème  de  Coriolis, 
283  ;  —  du  joint  universel  aux  pres- 
ses typographiques,  464. 

Arbre  tournant,  321;  —  de  tour,  322; 

—  vertical,  322;  —  de  Kurtx,  534; 

—  de  Stow,  532. 
Arc-boutcment,  351. 

Arc  d'approche,  de  retraite,  371  ;  — 

de  glissement,  269,  336,  516. 
Arête  de  rebroussement ,  228. 
Assemblage  à  la  Cardan,  463. 
Asymptotes  de  l'hyperbole,  116. 
Avance  angulaire,  444. 

Axe  d'une  rotation,  239;  —  instan- 
tané, 221;  —  instantané  glissant, 
233  ;  —  instantané  du  croisillon 
dans  le  joint  universel,  458. 

Axiome  au  sujet  du  mouvement  rela- 
tif, 92. 


B 


Bague,  428. 
Balancier,  432. 


INI  MPÏlAlîÈTÏQlE. 


ÙWK  A  brnehri,  4M- 


J 


Bielle  et  manivelle,  422;  —et  mani- 
velle* inégales.  205.  420;  —  d'ac- 
couplement. 452. 

Biooa,  134. 

Bombement  des  poulies.  414, 

Bouloni.  331. 

Bonn  (Edmond),  110,  557,  301 ,  421. 

Boom»!!,   532. 

kuin,  203. 

Bi-at  d'un*  roue  dentée,  570  j  —  porle- 
1.380. 


Câble  de  I.  Ilirn,  ou  télodvnnmique. 
415. 

Cames,  303,  304. 

Caractéristique,  228. 

Ciiuus,  403. 

Cenfre  instantané  de  rotation,  104;  — 
des  accélérations  dans  le  mouvement 
éptcytfoijal,  209;  —  d'oscillation  du 
tirai  i-,  445  ;  —  de  courbure  des  épi- 
ejeloïdos,  500. 

Centripète  (acculerai ion),  129. 

Cercle  osculeteur.  131;  —  de  roule- 
ment, 203. 

Chaînette,  218. 

Changement  du  sens  d'une  transmis, 
sion  par  courroie,  210  ;  —  du  rap- 
port des  -vitesses   angulaires,    417, 


534; 


dev 


i,  580. 


Chnmotp  aphe  io  H.  Martin  de  llrelles, 
488  ;  —  de  Schulti,  480. 

Chronomètre,  2,  480;  —  à  pointage 
480. 

Chute  des  corpi  pesants,  47. 

Circonférence  des  inlleiions.  293;  -s 
primitives,  332. 

Circulation  (vitesse  de),  82,  85. 

Clatses  fin  transmissions  de  mouve- 
ment, 337. 


Classification  des  mécanismes,  319:  — 

des  trans  mission  s,  327. 
Co'atitude,  84. 

iuu,m 

Cof«<r  ii  galets,  534;  collier.  458. 

Com/nianNfe  géométrique,  00;  — i  dr 
la  vitesse  d 'on  point  d'un  solide  qui 
tourne  autour  d'un  point  llie.  253, 
308,512;  —de  l'accélération  cotii- 
pKmenlaire.  270;  —s  de  J'accèlèra- 
tion  totale,  I3Î. 

Composition  de  droites  finies.  60;  — 
des  mouvements  élémentaires.  238 

Conchoide,  100,199. 

Conjonction  des  planète*.  104. 
■•nstrnct ion  de  Savnry,  344,  5!l,5lfl. 
wrdonnée»  d'un  mobile,  15  ;  —  po- 
laires, 81. 
■•quille,  521,  423. 
itinm  d'unangle  infiniment  petit. 82 

•Aiuliue  de  Stcpltenson,  440. 

Coulïiieou,  440. 

Courants  électrique»  (emploi  des),  481- 

Courbe  des  espaces.  18;  —  des  vi- 
tesses ,  23  ;  —  des  accélérations 
tangenti  al  les,  34,  448;  —  d'avide- 
ment, 347  ;  —s  roulantes,  597  ;  —s 
dérivées,  402;  —  en  cœur,  403;  - 
a  longue  inueu'on,  434,  430.521. 

Courbure,  151. 

Coussinet,  321. 

Crapaudîne,  523  ;  —  *  arcade,  324. 

l'.ri'iiiiiillèrK,  554. 

Creux  de?  roue*  d'ingrenage,  363. 

Croisillon.  453. 

Culot,  323. 

Cycloî'le.  '208,  285. 

Cylindre  de  soulèvement.  344. 


Dan,  443. 

Décomposition  de  l'accéléra  lion  totale 
suivant  la  tangente  et  la  normale 
principale,  152:  —  analytique  de 
l'accélération  lolale.  141;  —  du 
mouvement  élémentaire  d'un  solide, 
231  ;  —  de  l'accélération  eoraple- 
menlnire  suivant  les  trois  aies.  378. 

béinonstratïon  analytique  des  lois  da 

déplacement  d'un  solide,  497  ;  —  de 
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la  loi  du  déplacement  d'une  figure 
plane  dans  son  plan,  501. 

Dents  d'engrenage,  332. 

Déplacement  d'une  droite,  190;  — d'un 
pion,  227;  —  d'un  solide,  229,  257. 

Depbez  (Marcel),  489. 

Dérivée  d'une  fonction,  10. 

Description  de  l'ellipse  d'un  mouve- 
ment continu,  199. 

Désembrayage  d'un  outil,  410. 

Détente,  hkto. 

Détermination  de  la  vitesse,  20  ;  —  de 
l'accélération  totale,  125,  164;  — 
analytique  de  l'axe  instantané  glis- 
sant, 253  ;  —  analytique  des  axes  de 
rotation  conjugués,  259;  —  des 
axes  d'une  ellipse  dont  on  connaît  un 
système  de  diamètre  conjugués,  214, 
495. 

Diagramme  de  Zeuner,  440  ;  —  des 
vitesses  du  tiroir,  448. 

Diapason  (emploi  du),  480. 

Dimensions  à  donner  aux  différentes 
parties  d'une  roue  d'engrenage,  309. 

Direction  d'une  force, 2;  —  de  la  vi- 
tesse, 10;  —  de  l'accélération  to- 
tale, 128  ;  —  à  donner  à  un  para- 
pluie pour  s'abriter  le  mieux  possi- 
ble quand  on  marche,  101. 

Divisions  de  la  mécanique,  3. 

D'oss  en  Bimy,  527. 

Double  engrenage  conique,  302;  — 
joint  de  Hooke,  400. 

Droite  projetante,  52;  —  considérée 
comme  épicycloïde,  217  ;  —s  conju- 
guées; 230;  —s  qui  conservent  leur 
parallélisme  dans  le  déplacement 
d'une  figure  plane  dans  son  plan,  504. 

Dynamique,  3. 


E 


Écart  du  tiroir,  445. 

Echanfrincment  des  dents  d'engre- 
nage, 351. 

Échelle  des  temps,  —  des  espaces  par- 
courus, 18. 

Ellipse  (propriétés  de  1*),  147  ;  — s  rou- 
lantes, 399. 

Engrenages,  329; —  cylindriques,  329 
et  suiv.;  —  coniques,  329,  300;  — 
hyperboloïdes,  329,  504;  —  héli- 
çoïdes,  368  ;  —  extérieurs,  340  ;  — 


intérieurs,  349,  352;  —  a  lanterne, 
346;  —  à  flancs  rectilignes,  350, 
352  ;  —  à  développantes  de  cercle, 
355,  517  ;  —  accolés  et  échelonnés 
de  Hooke,  358;  —  sans  frottement 
de  White,  357  ;  —  planétaires  de 
Watt,  380. 

Entrainement  (vitesse  d' — ,  mouve- 
ment d'— ),  88. 

Enveloppe  d'une  ligne  mobile,  111, 
207. 

Equation  du  mouvement  d'un  point 
sur  sa  trajectoire,  9  ;  —  de  Savary, 
343. 

Équilibre,  3, 

Équipage  de  roues  denté-  s,  340. 

Espace  parcouru,  11. 

Étude  du  mouvement  uniforme,  37  ; 
—  du  mouvement  à  l'aide  de  ses 
projections  sur  les  axes,  50. 

Eoleb,  340,  510. 

Evaluation  des  vitesses,  12;  —  des 
aires,  27. 

Excentricité  de  l'ellipse,  107. 

Excentrique  Morin,  400;  —  triangu- 
laire, 408;  —  &  cadre,  411;  — à 
collier,  428. 

Extension  de  la  définition  du  mot  vi- 
tesse, 30  ;  — des  courroies,  419. 

Eytelwki:i,  482,  520. 


Fkbgusson,  384. 

Figures  corrélatives,  508. 

Force,  2. 

Formule  de  Wiilis,  380  ;  —  de  Savary, 
343. 

Foucault,  204. 

Foyer  d'un  plan  mobile,  228;  —  de 
l'ellipse  trajectoire  d'une  planète,  107. 

Fraction  continue,  339;  —  intermé- 
diaire, 373  ;  —  la  plus  simple  à  in- 
sérer entre  deux  fractions  données, 
375,  518. 

Frottement,  331. 

Fusée  conique,  482. 


G 


Genres  des  transmissions  de  mouve- 
ment, 327. 


<MM  lea*ile).RÎ,85;  —  âm- 
.  —  île.  —  mille  jugulaire. 
i;-        1.537. 


Hélice  (ravon  de  courbure  nV  I*),  1(3. 
Hélicoïdal  (mouvement).  332,  252. 
Bélicolde  (engrenage),  368. 
Hsou,  464. 

iiimiL«i'E,  ao3. 
An.  415. 
Il.ascn.  531. 
Iloou,  358, 4 


llvrlinjf  ù 
KilL'I.I.iWOItlH,   *ïl. 

■■MB.  539,  478. 
Il!t<lrin!>jnainique,  4. 
Hydrostatique,  3. 
Hyperbole,  115. 

I 


SM. 


/majinoire»  (introduction  des 

lu  cinématique),  500. 
Indicatrice   des   accéléra lions  totale*, 

137;  —  snlièriquo,  138. 
/««■«>  de  la  matière,  420. 
luttant,  1. 

lut  entité  d'une  force,  2. 
Iiitertcclioiu   successives  d'une    ligne 

mobile.  207. 


Jante  d'une  roue  d'enprenace.  370. 

Jeu  dans  les  engrenages,  309. 

Jo i n t  universel,  ou  —  liollanilaif,  453: 

—  de  Uooke,   400;  —de   Cardan, 

402;  —  d'Oldham,  477. 


mejen  on  civil.  303. 


Kmu.  103.  107 
Kun.  420. 
Km».  554. 


LangvetU».  325. 

lanterne,  548. 

L.«,  387. 

litrrt,  51  T. 

LeiiVr  de  changement  de  nurrhe.  451. 

Liaitom  complètes,  530. 
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d  engrena ge,  340. 


Loch,  12. 

Locomotive.  33  J. 

Lois  de  Kepler.  10S,  107. 
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Long  pignon.  478. 

Lccis  (Edouard),  531. 
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Machine  b  aléser.  467  ;  —  a  deui  r 
lindres,  427;  —  à  marcher,  c 
M.  Tcliehicheff,  530. 

Uii.uciierr,  532. 

KurmMv,  US;  —  a  coulisse,  478. 

tumna,  210,  405,  500. 

U.Eiei.  489. 

Varteeur,  504. 

UlftTTT  DE  Breites,  488. 


J/or/muf»  du  quadrilatère  plan  con- 
struit sur  quatre  eûtes  donnés.  Ï02  ; 
—  du  quadrilatère  sphèrique,  Sit. 

Mécanique,  3;  —  rationnelle,  —  appli* 

Mi'  'Uiifiim,  310. 
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Mentonnet,  393. 

IIéhuot,  443. 

Méthode  géométrique,  —  analytique, 
4  ;  —  de  Thomas  Simpson,  27  ;  — 
de  Roberval,  103  et  suiv.  ;  —  des 
roulettes  (engrenages),  345;  —  de 
Tredgold  (engrenages  coniques),  302. 

Midi  vrai,  201. 

Mo56K,  327. 

Moant,  400,  484,  480. 

Mouvement,  1;  —  d'un  point,  7;  — 
rectiligne,  —  curviligne,  —  circu- 
laire, —  elliptique,  —  parabolique» 
7  ;  —  uniforme,  —  varié,  14  ;  — 
rectiligne  uniformément  varié,  45  ; 

—  projeté,  51,  139;  —  relatif,  80; 

—  apparent,  80;  —  relatif  de 
deux  points,  03;  —  relatif  de  deux 
planètes,  103;  —  annuel  apparent 
du  soleil,  102  ;  —  elliptique,  147, 
176;  —  des  planètes,  167,  491;  — 
d'une  figure  plane  dans  son  plan, 
192,  210,  501  ;  —  épicycloîdal,  210; 
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sphériquesur  la  sphère,  221  ;  —  épi- 
cycloîdal sphérique,  221;  —  d'un 
solide  qui  a  un  point  fixe,  226  ;  — 
élémentaire  d'un  solide  invariable, 
190,  229;  —  d'un  solide  dans  l'es- 
pace, 495;  —  d'une  figure  plane 
dans  l'espace,  227;  —  hélicoïdal, 
229,  232;  —  continu  d'un  solide 
dans  l'espace,  237; —  de  la  terre, 
261  ;  —  relatif  de  deux  solides,  267  ; 

—  relatif  de  deux  roues  qui  s'en- 
traînent par  adhérence,  270;  — s 
observés  à  la  surface  de  la  terre, 
289  ;  —  rectiligne,  —  circulaire,  — 
continu,  —  alternatif,  320;  —  uni- 
forme, —  varié,  périodiquement  uni- 
forme, 320;  —s  différentiels,  388, 
465;  —  du  tiroir,  443. 

Moyen  mouvement,  107. 
Mull-Jenny,  468. 
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Nageur  (problème  du),  94. 
Rewtoh,  168,  177. 
Nœuds  (vitesse  exprimée  en  — ),  12. 
Nombre  des  équations  qui  définissent 


le  mouvement  d'un  système  inva- 
riable, 185. 

Normand,  464. 

Nutation,  263. 
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Œil  d'une  bielle,  423. 

Oldham,  477. 

Opposition  des  planètes,  105. 

Ordre  des  parties  de  la  mécanique,  3, 4. 

Origine  des  arcs,  —  des  temps,  8,  9. 

Orthogonale  (projection),  51. 

Outils,  319. 

Ovale  (roue),  464. 


Paliers,  321. 
Papillotage,  464. 
Parabole,  170,  220,  484. 
Paradone  de  Fergusson,  384. 
Parallélogramme  des  vitesses,  89  ;  — 

articulé  de  Walt,  433,  527  ;  —  pour 

bateaux,  441. 
Parapluie  (direction  à  donner  à  un  — ), 

101. 
Pas  d'un  engrenage,  336. 

PEAUCELLIER,  443. 

Pendule  Foucault,  264. 

Permutation  tournante,  309. 

Perrolaz,  527. 

Phillips,  451. 

Pignon,  332;  long—,  472,  477;   — 

mobile,  469,  478. 
Pilon,  393. 
Pivot,  322. 
Pivotement,  268. 
Planétaire  (automate  —  d'il  u  y  gens), 

339  ;  Engrenage  —  de  Watt,  580. 
Planètes  (mouvement  des  — ),  103. 
Plan  oscillateur,  127,  130  ;   — s  qui 

conservent  leur  parallélisme  dans  le 

déplacement  d'un  solide,  490. 
Plaque  tournante,  325. 
Plateau  tournant  de  Poncelet,  486. 
Plein  (engrenages),  308. 
Pointage,  481. 

Point  d'application  d'une  force,  2. 
Points  morts,  198,  424,  452. 
Polaires  (coordonnées),  78. 
Pôle  instantané,  221. 
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Po»ttLlT,  S8,  480. 

PottutaU  de  li  djnamique,  4. 

Poulie  folk-,  410. 

(MMWfM  tin»  f'ituiuoiM,  2-53. 

Prfiir  lipographique,  404. 

IWwmfaft  3«. 

froliUme  mr  U  vil*sse  moyenne.  39; 

—  tur  la  détermination  de  U  hau- 
teur d'une  tour,  4*  :  — »  sur  le 
mouvement  relatif,  87,  91  ;  —  in- 
vme  des  épicvcloidos,  910. 

trojrtUtin,  5t  ;  —  mr  une  droite,  5!; 

—  tur  un  plan,  08;  —  du  mouve- 
ment WWUfeml  uniforme,  52;  — 
sur  un  diamètre  ou  sur  un  plan  d'un 
mouvement  cli^uUire  uniforme,  71, 
145;  —  d'une  droite  Unie  *ur  une 
direction  qui  fait  aver  celle  droite 
un  angle  infiniment  petit,  TU. 

Projetant*  (droite).  M. 

I'*o«<  {.le).  411.44&. 

l'rvpTif'Ui  de  la  courte  de*  espaces,  Î2, 


(piadraturt  dru  court*»,  25,  27. 
Ouadritat/re  invmptiMe. 901,  Kl. 
Quantité"*  de  diverses  natures  que  l'on 
considère  dons  la  mécanique.  5. 


Hait*.  325. 

teitturt*  de  Rrai^nge.   SU,  322  ; 
cl  hmfcuctles,  325. 


IMtluitet  de  fraction  continue.  373. 
Relation  entre  les  rayons  de  courbure 

des  profil*  on  prise,  341. 
Rmteigx  entent  i  pra  li  q  ues  sur  les  en  j re- 

nag=i,  308. 

Heprêëtnlation  d'un    mouvement  qui 

■'accomplit  dans  l'espace,  53. 
Don,  117. 

UéintaïKt  accessoire.  passive.  Ml. 
Mtultantr  géométrique,  59. 
HttrogradatUm  des  planitei.  106. 

IloMflV.l.     103. 

Btaa,  473. 

Rotation.  188. 

/(OK-r  iiiciiéc,  —  menante,  332  ;  —  folle, 
pour  éviter  les  engrenages  iuié- 
rieurs.  3ô3;  —  d'angle,   300;  —t 

de  Humer.  475  ;  —  de  i. ii.nu;>  d'IIuj- 
rlui5   avec   long   pignon.   478;  — 

tronquée  arec  pignon   mobile,  4TS. 

/lo«/™.rtr/,  M 

fluufetiri,  3S5  ;  —  (raéUiod*  de*),  34j. 
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S«v.nv,  343.  516. 

Schilti.  480. 

StniKT.  480. 

Semelle.  321. 

5/jJiei-x-  et  —,  8,  53,  GO,.. 

Sinusoïde,  70. 

Simn  (Thomas),  37. 

Soleil  (mouvement  apparent  du',  1M 

Solide  naturel,  —  géométrique,  ISJ. 

SijAfett    pi'oconti'ique,     —     liéliuceq- 


lltrrpteur,  310, 

IWiiiiiKCitntt   PcsuBcHier,  442.  627  ; 

—  de  liait,  SIS;  —   de   Perrolai, 

DM. 
Réc^mou»{mgt6ha^,  3s2. 


Surface  développable.  228. 
Sutpamon  de  la  boussole,  403. 
Syit èmt  invariable,  183. 


Tambour  4e  Mallei  cl  ( 
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—s   coniques   de    MM.   Bataille  et 
Bloom,  554. 
Tangente  aux  courbes,  108,117,  190; 

—  à  la  conchoïde,  100  ;  —  au  cercle, 
112  ;  —  aux  sections  coniques,  114, 
115;  —  aux  épicycloïdes,  209. 

Tcbebicbept,  441,  518,530. 

Temps,  1,  480 ;  —  perdu,  338. 

Tête  à  fourche,  423. 

Théorème  des  aires,  156  ;  —s  généraux 
sur  l'accélération  totale,  170  ;  —  sur 
l'ellipse,  150;  —  de  Coriolis,  274; 

—  de  Bobillier,  506  ;  —  sur  la  per- 
pendiculaire commune  à  deux 
profils  en  prise  (engrenages  cylin- 
driques), 355;  —  de  M.  Stephanos, 
505. 

Tirage  des  voitures,  486. 
Tourillons,  521. 
Tourteaux,  348. 

Tracé  de  l'ellipse,  199  ;  —  géométrique 
du  parallélogramme  de  Watt,  459; 

—  des  circonférences  dans  les  cartes 
stéréographiques,  445;  —  de  la 
courbe  des  espaces,  481  ;  —  des  en- 
grenages, 517. 

Train  de  roues  dentées,  371  ;  —  s  épi- 
cycloïdaux,  375,  379,  381,  386,  465  ; 

—  épicycloîdal  de  llouldswortb,471. 
Trajectoire,  7;   détermination  de  la 

—,  179. 

Transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  160,  442,  527. 

Translation,  186. 

Transmission  par  adhérence,  330  ;  — 

par  engrenage,  352;  par  courroie, 

415,  420;—  par  lien  rigide.  422  ;  — 

par  bielle  et  manivelle,  197  ;  —  par 

bielle  et  manivelles  inégales,  429; 

—  du  balancier,  452  ;  —  Bourdon, 
532.    —  Maleschefl,   532. 

Travail  du  frottement,  351. 
Tredgold,  562. 

Treuil  différentiel,  ou  —  chinois, 
463. 
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Uniforme  (mouvement),  11. 
Unité  d'angle,  55;  —  de  temps,  2,  M, 
261. 


Valeur  moyenne  d'une  fonction,  456. 

Variations  brusques  de  vitesse,  174. 

Vaiugkoh,  250. 

Vent,  99. 

Vis  butantes,  523  ;  —  sans  fin,  529, 
366  ;  —  d'Archiméde,  460  ;  —  dif- 
férentielle de  Prôuy,  406. 

Vitesse,  11 ,  15;  —  moyenne,  14,  59; 

—  angulaire,  acrolaire,  linéaire,  35, 

—  de  la  vitesse,  ou  accélération  tan- 
gentielle,  53;  —  des  projectiles, 
487  ;  —  dans  le  mouvement  projeté, 
57  ;  —  aréolaire,  68,  69;  —  dans  le 
mouvement  relatif,  —  absolue,  — 
relative,  —  d'entraînement,  89;  — 
de  la  lumière,  100;  —  du  son  dans 
l'air»  49;  —  de  la  terre  dans  son  or- 
bite, 100;  —s  simultanées,  90;  — 
acquise  élémentaire,  122;  —aréo- 
laire constante,  146;  —  angulaire 
d'un  solide,  189;  —s  simultanées  des 
divers  points  d'un  solide,  235  ;  —  de 
glissement  de  deux  corps  tournants 
en  contact,  396. 
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Watt,  380,  414. 

White,  357. 

Willis,  327,  357,  369,  580,  422. 


Zfuher,  445, 440. 
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